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PRÉFACE 


DE    LÀ   PREMIERE   EDITION. 


En  composant  cet  ouvrage,  Fauteur  n'avait  pas  l'intention  de 
publier  un  traité  complet  d'analyse  infinitésimale ,  qui  aurait 
dépassé  de  beaucoup  les  limites  qu'il  s'était  imposées.  Rédigé  à 
roccasion  du  cours  de  calcul  différentiel  et  intégral  dont  il  est 
chargé  à  la  faculté  des  sciences  de  l'Université  de  Gand  et  dis- 
tribué aux  élèves  depuis  1838  en  feuilles  autographiées,  il 
n^embrassait  d'abord  que  les  matières  indiquées  au  programme 
des  examens  de  l'Ecole  du  Génie  Civil  y  peu  différent  de  celui  de 
rÉcole  Polytechnique  de  France,  que  les  fondateurs  de  nos  écoles 
spéciales  s'étaient  fait  un  devoir  de  prendre  pour  guide  et  pour 
modèle;  mais  depuis,  l'auteur  a  cru  nécessaire  dans  l'intérêt 
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des  jeunes  gens  qui  se  destinent  au  doctorat  en  sciences  mathé- 
matiques ou  qui  se  proposent  d'approfondir  l'étude  des  sciences 
exactes  y  de  comprendre  dans  son  traité  certaines  théories  jugées 
jusqu'ici  par  la  plupart  des  auteurs  comme  trop  abstraites  ou 
d'une  application  trop  restreinte  pour  pouvoir  entrer  dans  le 
cadre  de  renseignement.  De  ce  nombre  sont  l'intégration  des 
fonctions  elliptiques,  le  théorème  de  Fourier  sur  les  intégrales 
doubles,  l'extension  de  la  méthode  des  variations  aux  intégrales 
multiples,  etc.  Des  simplifications  notables  dans  plusieurs  de 
ces  théories  et  une  exposition  plus  élémentaire  des  principes 
fondamentaux  du  calcul  des  variations,  lui  ont  permis  de  faire  ces 
additions  sans  que  son  ouvrage  perdit  le  caractère  classique  qu'il 
tenait  à  lui  conserver. 

De  cette  manière  la  plupart  des  théories  importantes  du  calcul 
intégral  ou  des  branches  qui  s'y  rattachent,  ont  été  passées  en 
revue,  et  comme  on  a  eu  soin  de  disposer  les  matières  de  manière 
à  permettre  de  faire  des  coupures  sans  nuire  à  l'enchainement, 
ces  additions  n'ont  pas  rendu  l'étude  de  ce  livre  plus  difficile  pour 
ceux  qui  veulent  se  borner  aux  éléments. 

Le  mode  d'exposition  du  calcul  infinitésimal  que  l'on  a  adopté, 
est  celui  indiqué  par  Landen  et  Dalembert,  et  qui  est  fondé  sur 
la  considération  des  limites.  Cette  méthode  a  sur  sa  rivale,  la 
méthode  des  infiniment  petits ,  l'immense  avantage  de  la  rigueur 
et  de  l'exactitude  qui  manquent  complètement  à  l'autre,  puisque 
la  première  n'applique  les  règles  de  l'arithmétique  et  de  l'algèbre 
qu'à  des  quantités  finies  et  par  conséquent  saisissables  à  l'esprit, 
tandis  que  l'autre  admet  gratuitement,  que  ces  mêmes  règles  sont 
encore  vraies  quand  on  considère  des  quantités  sans  grandeur 
appréciable,  et  qui ,  par  conséquent ,  échappent  à  nos  sens  et  à 
notre  intelligence. 

On  a  donc  cherché  à  déduire  du  seul  principe  des  limites, 
d'une  manière  méthodique  et  uniforme,  toutes  les  propositions 
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fondamentales  du  calcul  différentiel  ;  mais  l'ancienne  méthode  de 
Leibnitz  présente  de  trop  grands  avantages  sous  le  rapport  de  la 
brièveté  et  de  la  simplicité,  pour  qu  on  ait  cru  pouvoir  s'abstenir 
de  la  faire  connaître;  c est  pourquoi  la  plupart  des  démonstrations 
un  peu  importantes  sont  doubles,  Tune  destinée  à  convaincre 
lesprit,  et  Fautre,  à  le  soulager  et  à  mieux  se  graver  dans  la  mé- 
moire. Il  arrive  même  quelquefois ,  lorsque  la  réduction  aux 
limites  ne  présente  aucune  difficulté,  que  Ion  s'est  borné  à  une 
démonstration  par  les  infiniment  petits,  à  laquelle  le  lecteur 
pourra  toujours  rendre  par  la  pensée  la  forme  plus  rigoureuse 
adoptée  pour  les  autres  démonstrations. 

Indépendamment  des  avantages  incontestables  que  présente  sous 
le  rapport  de  la  brièveté ,  lemploi  des  infiniment  petits ,  il 
existe  un  autre  motif  pour  ne  pas  s  attacher  exclusivement  aux 
limites  et  pour  faire  marcher  en  quelque  sorte  de  front  les  deux 
méthodes.  Le  calcul  intégral,  sous  la  forme  que  les  géomètres  lui 
ont  laissée  jusqu'ici,  a  essentiellement  pour  objet  la  considération 
des  quantités  infiniment  petites  :  il  est  donc  nécessaire  que  Télève 
se  rende  familières  ces  quantités  abstraites,  avant  daborder  la 
seconde  partie  du  traité. 

11  est  vrai  qu'il  serait  facile  de  faire  disparaître  du  calcul  intégral 
les  infiniment  petits  ou  différentielles  en  partant  de  ce  théorème 
fondamental^  qu'une  intégrale  représente  le  produit  de  la  valeur 
moyenne  de  la  dérivée  par  la  différence  entre  les  valeurs  extrêmes  de 
la  variable.  Cette  innovation  très  logique  aurait  l'avantage  d'intro- 
duire de  l'uniformité  dans  le  traité  etdecombler  la  lacune  que  pré- 
sente la  théorie  des  limites,  au  passage  du  calcul  direct  infinitésimal, 
au  calcul  inverse;  mais  comme  elle  exigerait  un  changement  total 
dans  les  dénominations  et  dans  les  notations ,  sans  un  avantage 
réel  autre  que  celui  que  nous  venons  de  signaler,  on  a  cru 
préférable  de  ne  pas  s'écarter  des  anciens  errements,  laissant  aux 
géomètres  qui  font  autorité  dans  la  science,  le  soin  de  décider 
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de  Topportunité  de  cette  réforme  et  den  prendre  l'initiative. 
Un  grand  nombre  de  démonstrations  sont  présentées  sous  une 
forme  un  peu  abrégée  et  des  lecteurs  trouveront  peut-être  que 
quelques  développements  de  calcul  nVuraient  pas  été  superflus. 
Ce  laconisme  tient  à  Tusage  auquel  ce  traité  était  destiné  avant 
qu'il  ne  reçût  une  publicité  complète,  et  une  expérience  de  seize 
années  à  laquelle  il  a  été  soumis  a  prouvé  surabondamment  que 
les  détails  de  calcul  qui  ne  sont  pas  indispensables,  ne  font  que 
fatiguer  les  yeux  et  lesprit  et  nuisent  à  Tenchainement  des  raison- 
nements. Du  resteon  ose  croire  que  jamais  ces  formes  abrégées  n'ont 
été  employées  là  où  il  y  avait  quelque  difliculté  à  résoudre  et  le  but 
de  lauteur  aura  été  atteint  si,  comme  il  Tespère^  il  n a  omis  que 
des  détails  auxquels  une  lecture  attentive  pourra  facilement  sup- 
pléer  et  s'il  est  parvenu  à  rendre  moins  ardue  et  moins  pénible 
letude  des  hautes  sciences  aux  jeunes  gens  d  élite  qui  se  préparent 
à  subir  les  épreuves  difficiles  du  doctorat  ou  qui  veulent  embrasser 
les  carrières  du  génie  civil  et  de  renseignement. 
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CHAPITRE    I. 

I>cs  fonctions.  Fondions  algébriques  et  transcendantes.  —  Représentation  géomé- 
trique des  équations.  Variable  dépendante  et  indépendante.  Fonctions  implicites 
et  explicites ,  continues  et  discontinues.  —  Limite  du  rapport  de  Taccroissement 
d'aune  fonction  à  Taccroissement  de  la  variable.   Fonction  dérivée.  —  Signifi- 
cation géométrique  d'une  fonction  dérivée.  —  Signification  analytique  d'une 
fonction  dérivée.  —  Infiniment  petits  et  infiniment  grands  des  différents  ordres. 
Oiflerentielles.  —  Fonctions  croissantes  et  décroissantes.  —  Différentiation  et 
dérivation  des  fonctions.  —  Dérivation  des  fonctions  de  fonctions.  —  Dériva- 
tion d'une  fonction  de  plusieurs  fonctions.  Dérivée  partielle  et  dérivée  totale. 
—  Dérivée  d'une  variable  par  rapport  à  une  autre  variable,  lorsqu'elles  sont 
exprimées  toutes  deux  en  fonction  d'une  troisième.  —  Dérivée  du  produit  de 
plusieurs  fonctions.  —  Dérivée  du  quotient  de  deux  fonctions.  —  Calcul  des 
dérivées.  Dérivée  de  log  x.  —  Dérivée  de  sin  x.  —  Dérivée  de  »«*.  —  Dérivée  de 
la  fonclion  exponentielle  a*.  —  Dérivées  des  fonctions  trigonométriques.  —  Déri- 
vation des  fonctions  compliquées.  —  Dérivation  des  fonctions  imaginaires.  — 
Dérivation  des  fonctions  implicites.  Équation  dérivée.  —  Dérivées  des  ordres 
supérieurs  des  fonctions  explicites.  —  Dérivées  successives  d'une  fonction  de 
fonction.  —  Dérivées  successives,  les  deux  variables  étant  données  en  fonclion 
d'*une  troisième.  —  Dérivées  successives  des   fonctions  implicites.  Equations 
dérivées  successives.  —  Différentielles  successives  d'une  fonction  implicite.  — 
Changement  de  la  variable  indépendante. 

i .  Des  fonctions.  Fonctions  algébriques  et  transcendantes.  •—  Une 
quantité  est  dite  fonction  d*tme  autre  quantité,  lorsqu'elle  est  liée  à  la 
seconde  de  telle  manière  qu'un  changement  arbitraire  dans  la  valeur  de 
Fune  entraîne  nécessairement  un  changement  dans  la  valeur  de  l'autre, 
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el  on  appelle /bnc(io/i,  Texpressiou  analytique  de  la  loi  qui  lie  ces  deux 
quantités;  ainsi,  dans  les  équations 

y  =  ax*H--j     j/==sinx,    y  =  log(o  —  x), 

X 

y  est  fonction  de  x  ou  x  est  fonction  de  y,  et  les  expressions 

ax*-t--»     sinx,     log  (a — x) 

X 

sont  des  fonctions  de  x.  Si  Ton  avait 

le  second  membre  et  par  conséquent  z  seraient  des  fonctions  de  x  et 
de  y.  Dans  Téquation 

xy  -^  xz  -^  yz  —  i  =  0 , 

z  est  encore  fonction  de  x  et  de  y  puisqu'on  peut  concevoir  cette 
équation  résolue  par  rapport  &  z. 

Parmi  les  quantités  qui  entrent  dans  une  fonction,  les  unes  ont 
une  valeur  fixe  et  invariable,  quoique  arbitraire,  et  prennent  pour 
cette  raison  le  nom  de  constantes;  les  autres  n'ont  pas  de  valeur  déter- 
minée et  sont  susceptibles  de  passer  par  une  suite  continue  de  gran- 
deurs. Elles  prennent  pour  ce  motif  le  nom  de  variables.  On  convient 
ordinairement  d'employer  les  premières  lettres  de  Talpbabet  pour 
représenter  les  constantes  et  de  réserver  les  dernières  pour  représen- 
ter les  variables. 

Pour  indiquer  une  fonction  d'une  ou  plusieurs  variables  x,  y,  z,  etc., 
on  emploie  les  notations  f,  F,  -^^  <p,  f,  F',  etc.;  ainsi  Fx  représente 
une  fonction  de  x  dont  la  forme  peut  être  connue  ou  inconnue  et  Fy 
représente  une  fonction  composée  en  y  de  la  même  manière  que  Fx 
l'est  en  x.  De  même  7  (x,  y)  indique  une  certaine  fonction  de  x  et  de 
y.  Si  u  représentait  une  fonction  do  x,  ffu  représenterait  une  certaine 
fonction  de  u  et  serait  par  conséquent  une  fonction  de  fonction  de  x. 
Les  fonctions  se  divisent  en  fondions  algébriques  et  en  fonctions 
transcendantes;  les  premières  sont  celles  où  les  variables  ne  sont 
liées  qu'au  moyen  des  signes  indiquant  les  six  opérations  fondamen- 
tales de  l'arithmétique  ;  ainsi 
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est  une  fonclion  algébrique.  Les  secondes  sont  celles  où  les  variables 
se  trouvent  liées  de  toute  autre  manière.  Une  fonction  contenant  des 
termes  de  la  forme  a',  log  x,  sio  a:,  tang  x  eut  donc  transcendante. 
Les  fonctions  algébriques  se  divisent  aussi  en  fonctions  irration-' 
nelles  cl  rationnelles ,  suivant  qu'elles  contiennent  ou  ne  contiennent 
pas  de  radical. 

Les  fonctions  transcendantes  se  divisent  en  (oncVions  exponentielles  y 
logarithmiques  et  circulaires  ou  trigonométriques  y  suivant  qu'elles 
renferment  des  quantités  exponentielles  de  la  forme  a'  ou  des  quan- 
tités telles  que  log  x,  ou  des  quantités  trigonométriques ,  comme 
tang  X,  sin  (a  —  x)  etc. 

2.  Représentation  géométrique  des  équations.  Variable  dépen- 
dante et  indépendante.  Fonctions  implicites  et  explicites^  continues 
et  discontinues,  —  Une  équation  quelconque  entre  deux  variables  x, 
y  peut,  en  général,  être  considérée  comme  représentant  une  certaine 
courbe  dont  la  forme  dépend  essentiellement  de  la  forme  de  Téquation; 
car  f{x,  y)  =  0  étant  l'équation  donnée,  si  on  la  conçoit  résolue  par 
rapport  à  y,  il  viendra  y  =  fx  et  en  donnant  k  x  toutes  les  valeurs 
possibles  tant  positives  que  négatives,  il  est  clair  que  l'on  obtiendra 
pour  y  une  suite  de  valeurs  correspondant  k  chaque  valeur  attribuée 
à  X.  Considérons  maintenant  x  et  y  comme  étant  les  deux  coordon- 
nées rectangulaires  d'un  point  rapporté  k  deux  axes  X  et  Y,  et  por- 
tons sur  l'axe  des  X,  à  partir  du  point  A  (fig.  1)  toutes  les  valeurs 
AP,  AP',  AP"....,  attribuées  k  x.  En  élevant  les  ordonnées  PM,  P'M', 

F'M" égales  aux  valeurs  correspondantes  de  y,  l'ensemble  des 

points  M,  M',  M'' constituera  le  plus  souvent  une  courbe  com- 
posée d'une  ou  plusieurs  branches,  liée  intimement  à  l'équation 
f(Xf  y)  =  0  et  dont  elle  forme  le  lieu  géométrique. 

Cette  construction  par  points,  de  la  courbe,  établit  entre  les  deux 
variables  une  différence  essentielle,  puisque  k  l'une  d'elles,  x,  on 
donne  des  valeurs  arbitraires,  tandis  que  les  valeurs  correspondantes 
dey  s'obtiennent  par  la  résolution  de  l'équation;  c'est  pourquoi  on 
appelle  x  variable  indépendante  et  y,  variable  dépendante.  Si  au  lieu 
de  résoudre  l'équation  par  rapport  à  y,  on  la  résolvait  par  rapporta  x, 
les  deux  variables  changeraient  de  rôle  et  de  nom. 
Dans  les  deux  équations  considérées  plus  haut, 

qai  dérivent  Tune  de  l'autre  et  expriment  par  conséquent  des  relations 
identiques   entre   x  et  y,    la   variable   dépendante   y  entre  d'une 
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manière  toute  différente.  Dans  /T(jr,  y)  =  0,  la  variable  dépendante  y 
est  combinée  avec  la  variable  indépendante  x  et  est  dite  pour  ce  motif 
fonction  implicite  de  x;  tandis  que  dans  y  =zffx,  y  se  trouve  exprimée 
au  moyen  de  la  variable  indépendante  x,  et  est  dite  fonction  explicite 
de  X. 
Lorsque  deux  équations  h  deux  variables 

f{x,y)  =  0    F{x,y)  =  0 

ont  lieu  simultanément,  c'est-à  dire,  lorsque  xely  ont  la  même  signi- 
fication de  part  et  d'autre^  les  valeurs  de  ces  deux  quantités  sont 
entièrement  déterminées,  si  les  deux  équations  sont  distinctes,  puis- 
qu'elles suffisent  pour  déterminer  deux  inconnues.  Leur  ensemble  re- 
présente par  conséquent  un  ou  plusieurs  points,  ce  qui  résulte  aussi 
de  ce  que  les  coordonnées  x,  y  ne  peuvent  appartenir  qu'aux  points 
d'intersection  des  deux  courbes  représentées  par  chacune  des  équations 
prises  isolément. 
Considérons  maintenant  une  équation  &  trois  variables, 

Elle  représente  en  général  une  surface;  en  effet,  admettons  que  x,  y 
et  z  soient  les  trois  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace,  rapporté  à 
trois  axes  rectangulaires.  En  concevant  l'équation  résolue  par  rapport 
à  z,  il  vient 

«  =  (p(x,y); 

si  maintenant  on  prend  un  point  quelconque  dans  le  plan  des  XY  et 
qu'on  substitue  dans  l'équation  précédente  les  valeurs  de  x  et  y  qui 
correspondent  à  ce  point,  on  en  déduira  la  valeur  de  z,  que  l'on  por- 
tera sur  une  ordonnée  menée  par  le  point  parallèlement  &  l'axe  des  z, 
ce  qui  déterminera  un  point  dans  l'espace.  En  considérant  successive- 
ment tous  les  points  du  plan  des  XY^  il  est  clair  que  l'on  fixera  dans 
l'espace  une  suite  de  points  dont  l'ensemble  donnera  lieu  en  général 
à  une  surface,  lieu  géométrique  de  l'équation. 

Les  deux  variables  x  et  y,  dont  on  dispose  h  volonté,  se  nomment 
pour  ce  motif  variables  indépendantes  y  et  z  dont  la  valeur  est  assu- 
jettie à  satisfaire  à  l'équation  et  dépend  des  valeurs  attribuées  à  x  et  y, 
se  nomme  variable  dépendante  et  est  fonction  de  x  et  y. 

Si  deux  équations  à  trois  variables 

/•(x,  y,  z)  =  0,    F(x,  y,  z)  =  0 
existent  simultanément,  le  système  de  ces  équations  appartient  à 
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l'intersection  des  deux  surfaces  représentées  par  chacune  des  équa- 
tions et  par  conséquent  à  une  courbe  située  dans  Tespace;  car  x,  y 
et  z  devant  avoir  la  même  valeur  dans  les  deux  équations,  ne  pour- 
ront appartenir  qu'aux  points  communs  à  ces  deux  surfaces. 

En  éliminant  successivement  entre  ces  deux  équations  les  variables 
X  et  y,  elles  pourront  être  mises  sous  la  forme 

^(x,z)  =  0,    f(y,z)=0 

et  celles-ci  tiendront  lieu  des  deux  précédentes.  Quoiqu'elles  ne  con- 
tiennent, chacune,  que  deux  variables,  elles  représentent  encore 
des  surfaces;  mais  celles-ci  sont  les  cylindres  formés  par  les  perpen- 
diculaires abaissées  de  tous  les  points  de  la  courbe  de  l'espace  sur  le 
plan  des  XZ,  pour  la  première,  et  des  YZ  pour  la  seconde;  car  la 
première  équation  exprime  la  relation  qui  existe  entre  x  tiz  pour  un 
point  quelconque  de  la  courbe  de  l'espace,  et  comme  ces  deux  coordon- 
nées sont  les  mêmes  pour  tous  les  points  de  la  perpendiculaire  abaissée 
sur  le  plan  des  XZ,  cette  relation  subsistera  pour  tous  les  points  de 
l'une  quelconque  de  ces  perpendiculaires,  c'est-à-dire,  pour  le  cylin- 
dre projetant.  Il  en  est  de  même  de  la  seconde  équation.  Il  est  à 
remarquer  que,  comme  les  points  de  la  projection  de  la  courbe  dans 
le  plan  des  XZ,  appartiennent  au  cylindre  projetant,  l'équation 

appartient  aussi  à  cette  projection,  de  même  que  l'équation 

f  (y,  z)  =  0 

représente  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  XZ.  On  voit 
donc  que  la  courbe  représentée  par  le  système  des  deux  équations 

se  trouve  donnée  par  deux  de  ses  projections.  Si  l'on  conçoit  celles-ci 
mises  sous  la  forme 

X  =.  Fjc,    y  =  F'z, 

il  est  visible  que  l'on  ne  peut  disposer  que  d'une  seule  variable  z, 
à  laquelle  on  est  libre  d'attribuer  toutes  les  valeurs  possibles  et  que 
les  deux  autres  sont  déterminées  aussitôt  que  Ton  a  fixé  la  valeur  de 
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la  prciiiiërc.  C'est  pourquoi  celle-ci  est  seule  variable  indépendante  et 
les  deux  autres  sont  des  variables  dépendantes. 

Si  trois  équations  h  trois  variables  existaient  simultanément,  leur 
ensemble  ne  pourrait  représenter  qu'un  ou  plusieurs  points  situés 
dans  l'espace;  en  effet  ces  trois  équations  suffiraient  pour  déterminer 
les  valeurs  des  trois  coordonnées  jt,  y  et  z,  qui  fixeraient  la  position 
d'un  point  dans  l'espace,  si  ces  valeurs  étaient  uniques,  ou  plusieurs 
points,  si  l'on  trouvait  pour  x,  y  et  z  plusieurs  valeurs  réelles.  On  est 
conduit  au  même  résultat  en  remarquant  que  le  système  des  trois  équa- 
tions ne  peut  appartenir  qu'à  rintersection  des  trois  surfaces,  intersec- 
tion qui,  en  général,  ne  peut  être  qu'un  point  ou  plusieurs  points  isolés. 

Une  fonction  est  dite  continue,  lorsqu'en  faisant  croître  la  variable 
indépendante  d'une  manière  continue  entre  certaines  limites,  la  fonc- 
tion varie  elle-même  d'une  manière  continue,  ou,  en  d'autres  termes, 
lorsque  pour  des  accroissements  de  la  variable  indépendante ^  moin- 
dres que  toute  grandeur  assignable,  la  fonction  éprouve  elle-même  des 
variations  moindres  que  toute  grandeur  assignable.  La  plupart  des 
fonctions  sont  dans  ce  cas  et  les  courbes  qu'elles  représentent  sont 
dites  courbes  continues;  mais  toutes  les  fonctions  ne  jouissent  pas 
de  cette  propriété;  elles  sont  dites  alors  discontinues^  ainsi  que  la 
courbe  ou  plutôt  le  lieu  géométrique  correspondant,  qui  se  compose 
alors  de  points  et  de  portions  de  lignes  isolés.  Les  principes  du  calcul 
différentiel,  fondés  essentiellement  sur  la  continuité  des  fonctions,  no 
sont  pas  applicables  en  général  h  ces  sortes  de  fonctions. 

Souvent  des  fonctions  dites  continues  présentent  des  discontinuités 
accidentelles  qui  se  manifestent  de  différente  manière  dans  la  courbe 
qui  en  forme  le  lieu  géométrique  et  donnent  naissance  à  des  |. oints 
appelés  singuliers.  Cette  circonstance  se  présente  particulièrement 
lorsque  la  fonction  devient  brusquement  infinie  ou  imaginaire  pour 
une  valeur  déterminée  et  finie  de  la  variable  indépendante  et  sera 
l'objet  d'un  examen  particulier. 

5.  Limite  du  rapport  de  l'accroissement  d'une  fonction  d  l'accroiS" 
sèment  de  la  variable.  Fonction  dérivée,  —  Considérons  maintenant 
une  fonction  explicite  et  continue  quelconque 

Concevons  que  x  prenne  un  accroissement  A;  y  ou  la  fonction  fx 
prendra  une  nouvelle  valeur  y'  telle  quey'  =  /*{a;  -♦- A);  l'accroisse- 
meot  de  y  sera 
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et  le  rapport  de  raceroisscmcnt  de  la  fonction  ù  celui  de  la  variable 
sera  exprimée  par 

f[x  H-  A)  —  fx 

h 

En  représentant  par  les  signes  ^y  et  Ax  les  accroissements  ou  les 
diffét^ences  de  y  et  de  x,  on  a  donc 

■  —   M       '  ■'     ;  ■         I  I  m^  I  ■  ■       • 

Ax  h 

La  voleur  de  ce  rapport  s'obtient  facilement  dans  chaque  cas  parti- 
culier ;  ainsi  si  l'on  fait 

/x  =x*, 


on  trouve 


=  iaî»-+-6/ix«-+-a»  j-H-ZiS . 


Ay 
On  voit  par  cet  exemple,  qu'en  général ,  la  valeur  de  —  dépend  de 

Ax 

X  et  de  l'accroissement  h  ou  Ax  donné  à  cette  variable.  On  voit  aussi 

Av 
que  le   rapport -p  approche  d'autant  plus  d'être  égal  à  4x',  que 

A|X 

raccroissement  A  est  plus  petit,  en  sorte  que  4x^  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  sans  cesse  le  rapport  de  l'accroissemetit  de  la  fonction 
d  r accroissement  de  la  variable,  lorsqu'on  fait  décroître  h  jusqu'à 

zéro.  4x'  n'étant  plus  qu'une  valeur  particulière  de  —9    on  indique 

i\X 

cette  circonstance  en  remplaçant  la  lettre  A  par  la  lettre  d  et  on  écrit 

$  =  4x'. 
ax 

On  trouve  de  même  pour  la  fonction 

y  =  a-^bx  —  ex', 
la  iimile  suivante 

_?  =  6  —  DCX*. 
CIX 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que -^  doit  être  considéré  comme  une 
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At/ 

notation  générale  servant  à  représenter  ce  que  devient  -^  &  la  limite, 

Ax 

ou  lorsqu'on  fait  Ax  nul.  La  limite  du  rapport  de  l'accroissement 
d'une  fonction  à  celui  de  sa  variable  se  nomme  fonction  dérivée ,  par 
opposition  à  la  fonction  donnée  qui  prend  le  nom  de  fonction  primitive. 
4.  Signification  géométrique  d'une  fonction  dérivée.  —  Le  calcul 
différentiel  a  pour  objet  de  trouver  la  fonction  dérivée,  pour  toutes 
les  formes  de  fonctions  primitives  et  de  rechercher  les  propriétés  des 
dérivées.  Avant  de  nous  occuper  de  ces  recherches,  il  est  essentiel  de 
démontrer  que  la  valeur  limite  qui  constitue  la  dérivée  d'une  fonction 
déterminée  de  x  est  en  général  elle-même  une  certaine  fonction 
de  X  dont  la  forme  dépend  de  celle  de  la  fonction  primitive  et  que 
par  conséquent  cette  dérivée  ne  saurait  avoir,  pour  toute  valeur  de  x 
une  valeur  invariable  telle  que  zéro  ou  l'infini  ou  une  valeur  indéter- 
minée. Cette  proposition  peut  se  vérifier  par  des  considérations  géomé- 
triques très  simples;  en  effet  on  a  vu  (N**  2)  qu'une  équation  de  la  forme 

y=/x 

représente,  si  fx  es't  continue,  une  certaine  courbe  d'une  forme  déter- 
minée rapportée  à  deux  axes  et  ayant  {x,  y)  pour  coordonnées  de  l'un 
quelconque  de  ses  points.  Soit  donc  BMC  (fig.  2)  cette  courbe,  AX,  AY 
les  deux  axes  que  nous  supposerons  rectangulaires  et  M  un  point  quel- 
conque pris  sur  la  courbe  et  ayant  pour  coordonnées  x  et  y  ou  AP  et 
PM.  Si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  PP'  =  A  ou  Ax,  l'ordonnée 
deviendra  M'P'  ou  P'N  -+-  NM',  c'est-à-dire,  y  -+■  NM',  en  sorte  que  NM' 
sera  raccroissement  Ay  dey  correspondant  à  l'accroissement  A  dex; 
on  aura  donc 

Av      M'N 

à  cause  de  la  propriété  du  triangle  rectangle  M'MN  et  de  l'égalité  des 

Av 
angles  M'MN  et  MSX  ou -S.  On  voit  que  le  rapport-^  représente,  en 

Ax 

général,  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  fait  la  sécante 
MN'  ou  Ss  avec  l'axe  desX.  Si  maintenant  on  suppose  que  h  ou  PP'  di- 
minue d'une  manière  continue,  la  sécante  Ss  pivotera  autour  du 
point  M  et  se  rapprochera  de  plus  en  plus  de  la  touchante  Tf  à  la 
courbe  au  point  M,  et  elle  se  confondra  avec  cette  touchante,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  l'angle  S  se  confondra  avec  l'angle  T,  lorsque  h  sera 
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deveou  zéro;  d'où  il  suit  que  la  limite  -^de— -  représente  la  tan- 

dx       Ax 

gente  trigooométrique  de  l'angle  que  fait  avec  Taxe  des  X  la  touchante 

k  la  courbe  au  point  M;  or,  il  est  clair  que  la  valeur  de  cet  angle 

change  pour  chaque  point  M,  suivant  une  loi  déterminée  qui  est  une 

conséquence  nécessaire  de  la  iorme  de  la  courbe.  La  valeur  de-.- est 

dx 

donc   une  fonction  de  la  variable  x,   et  la  forme  de  cette  fonction 
dépend  de  celle  de  la  fonction  primitive  fx. 

5.  Signification  analytique  d'une  fonction  dérivée,  —  La  même 
proposition  peut  être  démontrée  par  des  considérations  purement  ana- 
lytiques, comme  il  suit  :  divisons  Taccroissement  h  de  la  variable  x 
en  un  nombre  n  de  parties  égales  représentées  par  t  et  faisons  croître 
cette  variable  par  intervalles  égaux  à  t.  La  fonction  deviendra  succes- 
sivement   /x,  /"(x-vt),  /"(x -+- 2t) /"(x  H- /II)  ou  f[X'\-h)    et 

les  rapports  des  accroissements  successifs  de  la  fonction  à  l'accrois- 

A/x 
sèment  de   la  variable,    rapports  que   nous    désignerons  par  "-^9 

Ax 


deviendront 


A/'(x  H-  0       A/"(x  -♦-  20         A/Ix  ^(n  —  i)t] 

-^ »  ! 

Ax  Ax  Ax 

f{x  -¥■  i)  —  fx      A/x 
t  Ax 

f[[x  -^  t)  -♦-  i]  — ■  f{x  H-  l)  __  A/'(x  H-  t) 
t  Ax 

f[{x  -i-  2t)  -t-i]  —  f{x  H-  2i)  _  A/'(x  -4-  2t) 

i  Ax 

/■[(x  -4-  (n  —  d)  t)  -H  t]  —  f[x  -»•(>»  —  <)  t]  _  ^|\x  +  [n-  \)  t] 

i  Ax 

Si  on  additionne  ces  équations  membre  à  membre,  en  remarquant 
que  le  premier  terme  de  chaque  équation  est  détruit  par  le  second 
terme  de  Téqualion  suivante,  on  trouve 

f{X'*'ni)  —  fx_Afx  ^   ^f(x^^)  ^  A/'(x-4-2t)  A/IxH-(n  — 4)t] 

%  Ax  Ax  Ax  Ax 

ou  bien,  en  divisant  les  deux  membres  par  n  et  remplaçant  ni  par  A, 

Ax-i-A)— /g_i(A/x  ^  àfjx^i)  ^  A/-(x-f-20        A/Ix-^(n-i)i]| 
h  ni  Ax  Ax  Ax  Ax  ' 

2 
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Il  est  visible  qu'en  prenant  n  suffisamment  grand,  on  pourra  faire 
en  sorte  que  ni  conserve  une  grandeur  finie  donnée  A,  quoique  i 
aille  en  décroissant  indéfiniment ,  et  le  second  membre  représentera 
toujours  la  moyenne  arithmétique  des  n  valeurs  par  lesquelles  passe 

—  tandis  que  la  variable  passe  d'une  valeur  x  à  une  autre  valeur  x  +  A, 

L 

par  des  accroissements  successifs  égaux  i  ou  -•   Si  on  suppose  que  i 

ait  atteint  la  limite  de  ses  décroissements ,  les  différents  termes  du 
second  membre  seront  les  valeurs  successives  par  lesquelles  passe  la 
fonction  dérivée  de/x,  tandis  que  la  variable  croit  d'une  manière 
continue  depuis  une  valeur  x  jusqu'à  x  -h  A.  Or,  si  la  dérivée  n'était 
pas  fonction  de  x  ou  était  infinie  pour  toute  valeur  de  x,  cette  dérivée 
ne  changerait  pas  quand  on  change  celle  de  x  ^  c'est-à-dire,  que  les 

dérivées  de  /x,  f{x  -h  i),   f(x  -+-  2i),  f{x  h-  3ij seraient  toutes 

égales  entre  elles  et  indépendantes  de  x  ou  toutes  infinies ,  ainsi  que 
la  moyenne  arithmétique  de  ces  quantités ,  résultat  incompatible  avec 
l'équation  précédente;  car  le  second  membre  serait  indépendant  dex 
ou  infini,  tandis  que  le  premier  contient  évidemment  cette  variable, 
puisque  f{x  -\-  A)  —  fx  est  une  fonction  de  x  qui  n'est  pas  infinie 
quand  fx  ne  l'est  pas. 

Une  seule  fonction  fait  exception  à  cette  règle;  c'est  celle  qui  est  de 
la  forme  ax  +  6  dont  la  dérivée  est  constante  et  égale  à  a. 

Comme  la  dérivée  de  fx  est  elle-même  une  fonction  finie  dex,  nous 
la  représenterons  souvent  par  fx. 

Puisque  les  limites  des  quantités  -^-^— >    -^ ^    — ^ 

Ax  Ax  Ax 

sont  les    fonctions  dérivées   de  /x,    correspondant  aux  différentes 

valeurs  x^  x  +  t,  x  +  2t par  lesquelles  passe  la  variable  x 

en  croissant  jusqu'à  x  +  A,    il  résulte  de  la  valeur  trouvée  pour 

ê(x  i   A^  ■^"*  fx 

'"^ 7"^ —  que  le  rapport  de  V accroissement   (Fune  fonction  à 

l^ accroissement  h  de  la  variable  est  égal  à  la  moyenne  arithmétique 
des  valeurs  par  lesquelles  passe  la  fonction  dérivée,  tandis  que  la 
variable  passe  d'une  valeur  x  à  une  valeur  x  +  A  d'une  manière 
continue, 

11  est  à  remarquer  que  la  démonstration  précédente  et  la  consé- 
quence qu'on  vient  d'en  tirer,  supposent  essentiellement  que  fx  et  sa 
dérivée  px  conservent  des  valeurs  finies  et  réelles,  c'est-à-dire,  res- 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL.  Il 

tent  continues  entre  les  deux  limiles  x  et  x  -t-  /<;  car  des  accroisse- 
ments de  fonctions  qui  deviennent  infinies  ou  imaginaires  et  des 
moyennes  entre  les  valeurs  de  ces  fonctions  n'auraient  aucun  sens 
saisissablc.  Cette  condition  de  continuité  peut  être  considérée  comme 
remplie  lorsqu'on  n'assigne  à  x  aucune  valeur  particulière,  parce  que 
l'on  admet  tacitement  que  l'on  reste  dans  les  limites  où  les  fonctions 
fx  et  f^x  restent  continues.  Dans  ce  cas,  si  on  désigne  par  h'  et  h"  les 
valeurs  de  raccroissement  A,  qui  font  prendre  à  la  dérivée  f*(x  ■+■  h) 
la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  par  lesquelles  elle  passe,  tandis 
que  h  croit  depuis  0  jusqu'à  h,  il  est  évident  que  la  valeur  moyenne  de 
la  dérivée  sera  comprise  enlre  f'{x  ■+■  A')  et  f\x  •+■  h'');  or,  s'il  y 
a  continuité  dans  la  fonction  dérivée,  ce  qu'on  peut  admettre  quand 
on  n'attribue  pas  à  x  une  valeur  particulière,  il  est  visible  que, 
tandis  que  h  croît  depuis  A'  jusqu'à  A",  la  fonction  f^[x  +  A)  doit 
passer  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  f*{x  -h  A')  et  f\x  -4-  A")  ; 
il  y  a  donc  une  valeur  de  A  comprise  entre  A'  et  A''  elconséqucmmcnt 
entre  0  et  A,  qui  rend  f^{x  -+-  A)  égal  à  celte  moyenne,  c'est-à-dire, 
qu'on  aura,  0  étant  un  certain  coefficient  compris  entre  0  et  i, 

f(x  H-  A)  —  fx       -., 

'-^ -^ '—=r[^  -+-  GA). 

Cette  équation  qui  doit  jouer  un  grand  rôle  dans  tout  ce  qui  va 

j  11  I     f[^  -*-  A)  —  fx       .     ^  . 

suivre,  ne  donne  pas  la  valeur  exacte  de  '-^ r '—  mais  fait 

A 

connaître  des  limites  entre  lesquelles  se  trouve  compris  ce  rapport. 
L'interprétation  géométrique  de  cette  valeur  est  très  simple;  elle 
exprime  évidemment  que  si  la  courbe  est  continue  entre  les  points 
M  et  M'  (fig.  3)  correspondants  aux  abscisses  x  et  a:  +  A  et  si  les  in- 
clinaisons des  tangentes  sur  l'axe  des  X  varient  aussi  d'une  manière 
continue,  la  tangente  NN'  parallèle  à  la  corde  MM' aura  son  point  de 
contact  R  placé  entre  M  et  M';  car  si  l'on  fait  OP^=x  et  PP'  =  A, 

Ll ~ !—  sera  la  tangente  de  l'angle  M'MS  et  on  a  vu  (4)  que 

n 

p{x  -\'  ôA)  est  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  forme  avec 
l'axe  des  X,  une  touchante  NN'  à  la  courbe,  en  un  point  R  correspon- 
dant à  l'abscisse  x  +  OA,  c'est-à-dire,  compris  entre  M  et  M'. 
On  lire  de  l'équation  précédente  la  valeur  de  f[x  -h  A) , 

/•(x  -f-  A)  ==  /x  -f-  hf\x  -+-  OA). 
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6.  Infiniment  petits  et  infiniment  grands  des  différents  ordres. 
Différentielles.  —  La  considération  des  quantités  infiniment  petites 
conduit  à  une  autre  définition  de  la  fonction  dérivée.  On  appelle 
infiniment  petite  une  quantité  constamment  décroissante  jusqu'à  de- 
venir moindre  que  toute  grandeur  assignable  sans  changer  de  nature 
et  qui  par  conséquent  est  négligeable  devant  une  grandeur  finie. 

On  appelle  infiniment  petit  du  second,  troisième  ordre,  etc.,  toute 

quantité  dont  le  rapport  à  un  infiniment  petit  proprement  dit  est 

lui-même  un  infiniment  petit  du  premier,  du  second  ordre,  etc.  Ainsi, 

si  e  et  e'  sont  infiniment  petits,  ee',  eh'  sont  des  infiniment   petits 

es'      e*s' 
du  second  et  du  troisième  ordre,  parce  que  —  et  —  sont  égaux  à  e' 

et  à  es'  qui  sont  du  premier  et  du  second  ordre. 

De  même  qu'un  infiniment  petit  du  premier  ordre  est  négligeable 
devant  une  quantité  finie,  de  même  un  infiniment  petit  du  second^ 
troisième  ordre  etc.  est  négligeable  devant  un  infiniment  petit  d'un 
ordre  inférieur. 

Une  quantité  infiniment  grande  ou  infinie  est  une  quantité  con- 
stamment croissante  jusqu'à  devenir  supérieure  &  toute  grandeur 
assignable  sans  changer  de  nature.  Si  on  la  nomme  infini  du  premier 
ordre  ^  toute  grandeur  dont  le  rapport  à  celle-ci  est  lui-même  infini, 
sera  un  infini  du  second  ordre  et  ainsi  de  suite.  Toute  grandeur 
finie  est  négligeable  devant  une  grandeur  infinie  et  celle-ci  est  négli- 
geable devant  un  infini  d'un  ordre  plus  élevé. 

Cela  posé,  on  a  vu  que  si  dans  une  fonction  continue  fx  on  fait 
prendre  à  la  variable  un  accroissement  infiniment  petit  Ax  ou  A, 
la  fonction  prend  elle-même  un  accroissement  infiniment  petit  Ay 
dont  le  rapport  à  Ax  est  donné  par 

Oh  étant  une  quantité  moindre  que  Ax  ou  hy  est  aussi  infiniment  petite, 
et  il  résulte  du  principe  de  continuité  que  f\x  +  OA]  ne  diffère  de 
f'x  que  d'un  infiniment  petit;  on  aura  donc  en  le  négligeant, 

OU  plutôt  en  désignant  par  dx  et  dy  ces  valeurs  particulières  de  Ax 
et  Ay, 
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Au  point  de  vue  des  limites  où  nous  nous  sommes  d'abord  placés, 
les  quantités  dx  et  dy  sont  rigoureusement  nulles ,  et  la  fraction  -r^  » 

Cf-Jt 

dont  les  parties  ne  peuvent  être  séparées  et  qu'il  faut  lire  ainsi  :  dy 
svLvdxy  n'est  qu'une  notation  servant  à  indiquer  la  valeur  vers  la- 

■I                  ^y      A^  -^  '0  —  f^     y  t  j.    . 

quelle  tend  sans  cesse  -^  ou  -^ r-^ —  >   à  mesure  que  h  diminue. 

Lorsqu'on  adopte  la  théorie  des  infiniment  petits,  ainsi  que  l'ont  fait 

les  premiers  géomètres  qui  se  sont  occupés  du  calcul  différentiel, 

dy  et  dx  cessent  d'être  de  véritables  zéros,  mais  sont  des  quantités 

infiniment  petites  appelées    différentielles^    sur  lesquelles    on   peut 

effectuer  toutes  les  opérations  de  l'algèbre  et  entre  lesquelles  il  existe 

dy  , 

un  rapport  déterminé.  A  ce  point  de  vue,  ~  est  donc  une  véritable 

fraction  représentant  le  rapport  de  l'accroissement  d'une  fonction  à 
l'accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  et  ou  peut  tirer  de 
l'équation  précédente, 

dy  =  f'xdx. 

La  fonction  dérivée  fx  est  ici  le  coefficient  par  lequel  il  faut 
multiplier  l'accroissement  dx  de  la  variable  indépendante  pour  avoir 
l'accroissement  dy  de  la  fonction ^  ce  qui  a  fait  donner  le  nom  de 
coefficient  différentiel  à  la  quantité  désignée  par  fonction  dérivée  dans 
la  théorie  des  limites. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  servirons  indifféremment  de  ces 
deux  dénominations,  et  quoique  l'on  ait  fait  à  la  théorie  des  infiniment 
petits  le  reproche  de  manquer  de  rigueur,  parce  que  fx  n'est  en  appa- 

dy 
renée  que  la  valeur  approchée  de  -^  9  cependant  il  nous  arrivera  sou- 
vent par  la  suite  de  faire  usage  de  la  considération  des  différentielles 
et  d'écrire,  par  exemple,  une  équation  sous  la  forme 

dy^f'xdx; 

mais  dans  ce  cas,  il  faut  toujours,  par  la  pensée,  la  rétablir  sous  la 
forme 

dx     '"" 

qui  permet  d'employer,  pour  démontrer  une  proposition,  la  considé- 
ration plus  rigoureuse  des  limites. 
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Une  première  conséquence  de  Téquation  différentielle 

dy  =  fxdx 

est  que,  si  dx  reste  toujours  positif,  dy  sera  positif  ou  négatif  avec 
fx  c'est-à-dire,  que  si  Ton  conçoit  que  la  variable  x  d'une  fonction 
soit  toujours  croissante  à  partir  d'une  certaine  valeur,  la  fonction 
sera  elle-même  croissante  ou  décroissante  suivant  que  la  fonction  dé* 
rivée  sera  positive  ou  négative. 

On  voit  aussi  que  si  deux  fonctions  fx  et  Fx  sont  égales  pourx  =  a 
et  que  pour  toute  valeur  croissante  de  x  la  dérivée  fx  reste  inférieure 
h  la  dérivée  F'x,  la  fonction  f{a  -+-  A)  sera  pour  toute  valeur  positive 
de  h  inférieure  à  F(a  -♦-  A),  puisque  la  fonction  fx  k  partir  de  fa 
croîtra  constamment  plus  lentement  que  Fx. 

7,  Di/férentiation  et  dérivation  des  fonctions.  —  On  appelle  diffé- 
rentiation  ou  dérivation,  l'opération  par  laquelle  on  cherche  la  diffé- 
rentielle ou  la  dérivée  d'une  fonction  donnée.  Avant  de  déterminer 
la  valeur  des  dérivées  pour  les  différentes  formes  de  fonctions,  nous 
démontrerons  certaines  propriétés  générales  communes  à  toutes  les 
dérivées. 

Soit  une  fonction  y  composée  de  plusieurs  fonctions  distinctes  de  la 
forme 

y  =  fx  -i-  Fx  —  (pj. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  dérivée  totale  est  égale  à  la  somme  des 
dérivées  de  chaque  fonction  prise  avec  son  signe;  en  effet,  en  don- 
nant à  X  un  accroissement  A,  y  prend  un  accroissement  At/  et  il  vient 

y  -t-  Ay  ==  f[x  -f-  A)  -*-  F(x  -4-  A)  —  (p(x  -+-  A)  ; 
mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  on  a 

f[x  -\-h)  =  fx-\-  hf[x  -+-  GA), 

F(x  +  A)  =  Fx  -4-  AF(x  H-  G'A), 

y(x  -+-  A)  =  yx  -h  A<p'(x  -4-  0"A)  ; 

il  vient  donc  en  substituant  et  en  remarquant  que  y  est  égal  à 
fx  -h  Fx  —  yx, 

Ay  =  A  [f(x  ^  Oh)  -h  F'(x  -f-  Ô'A)  —  y'(x  -4-  e"A)] 
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d'où  Ton  tire  en  divisant  par  h  ou  Ax, 

^  =  r{x  -♦-  oh)  -♦-  F(x  +  G'A)  —  (p'(x  ^-  0"A) , 
Ax 

et  en  passant  à  la  limite^  c'esl-à-dire,  en  faisant  h  dgal  à  zéro,  il  vient 

|  =  /-'xH-F'x-fx. 

Si  Ton  emploie  les  infiniment  petits ,  on  conclut  facilement  de  cette 
équation  que  la  différentielle  d^une  fonction  composée  de  plusieurs 
fonctions  partielles,  est  égale  à  la  somme  des  différentielles  de  ces 
fonctions  partielles  prises  avec  leur  signe,  car  en  multipliant  par  dx^ 
on  a 

rfy  =  f'xdx  -4-  F'xrfx  —  f^xdxy 

et  il  est  visible  que  f'xdxy  Vxdx  et  fxdxj  sont  les  différentielles  de 
/x,  Fx  et  fx.  Il  suit  de  1&  que  la  dérivée  de 

y  =  a  -+-  /x 
est  doDoée  par 

qui  est  la  même  que  si  la  constante  a  n^existait  pas,  car  la  dérivée  du 
second  membre  est  la  somme  des  dérivées  de  chaque  terme  et  le  pre- 
mier étant  constant,  son  accroissement  et  par  suite,  sa  dérivée,  sont 
nuls.  On  volt  par  là  que  deux  fonctions  qui  ne  diffèrent  que  par  un 
terme  constant,  ont  la  même  dérivée. 

Si  Ton  avait  à  différencier  a/x,  a  étant  un  coefficient  constant,  en 
donnant  à  x  un  accroissement  h  il  viendrait 

Ay      af(x  -4-  A)  —  afx         /(x  -+-  A)  —  fx 
Ax  A  k 

et  k  la  limite, 

qui  apprend  que  la  dérivée  du  produit  d*une  fonction  par  une  con- 
stante est  égale  à  la  dérivée  de  cette  fonction  multipliée  par  la 
tonêianie. 
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8.  Dérivation  des  fonctions  de  fonctions.  —  Il  arrive  souvent 
qu^une  fonction  y  n'est  pas  exprimée  immédiatement  au  moyen  de  la 
variable  indépendante  x,  quoique  y  dépende  de  cette  dernière.  C'est 
ce  qui  arrive  lorsque  la  relation  entre  y  et  x  est  établie  au  moyen  du 
système  des  deux  équations 

y  =  fz,    z  =  fx. 

On  dit  alors  que  y  représente  une  fonction  de  fonction  de  x.  Il  est 

visible  qu'un  accroissement  donné  à  x  en  détermine  également  un 

dans  z,  à  cause  de  la  seconde  équation  ,  et  cet  accroissement  de  z  en 

fait  prendre  un  à  la  variable  y  par  suite  de  la  relation  exprimée 

par  la  première;  il  doit  donc  exister  une  certaine  dépendance  entre  Ay 

Au 
et  Ax  d'où  dépend  la  valeur  du  rapport  —  et  par  conséquent,  de  la 

Ax 

valeur  limite  ou  de  la  dérivée  -^  ;   cependant  la  première  équation 

ox 

dy 
différentiée  ne  donne  que  la  valeur  de  -r  »   la  seconde  fait  connaître 

dz 

dz  du 

T-:   mais  aucune  des  deux  ne  donne  immédiatement  -7^*   Pour  trou- 

ox  ax 

ver  cette  dernière  dérivée,  il  semble  qu'il  suffit  de  remplacer  z  par 

sa  valeur  <px  dans  la  première  équation,  ce  qui  lui  donnerait  la  forme 

y  =  Fx 

d'où  on  déduirait  immédiatement  la  dérivée  ~:   mais  cette  marche 

dx 

est  souvent  impraticable  à  cause  de  la  complication  des  calculs;  il  im- 
porte donc  de  trouver  sa  valeur  directement.  Donnons  à  x  un  accrois- 
sement h  dans  la  seconde  équation  ;  il  vient 

dz 
(f'x  étant  la  dérivée  de  «px  ou  -p  et  ô  une  quantité  comprise  entre  0  et 

l'unité.  La  variable  z  ayant  pris  un  accroissement  Ajc,  déterminera 
dans  fz  ou  y  un  accroissement  Ay  donné  par  l'équation 

^  =  /'(2  +  e'Az) 
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dy 
dans  laquelle  fz  est  la  dérivée  de  fz^  c'est-à-dire  -^  j  et  G'  un  facteur 

compris  entre  zéro  et  Tunité.  En  multipliant  les  deux  équations  précé- 
dentes membre  à  membre,  il  vient 

^  .  ~  ,     c'est4-dire ,    ^  =  f'(z  -+-  9'Ajz)  /(x  -+-  eA) 

A2        lise  il  37 

équation  qui,  si  l'on  passe  h  la  limite,  devient 

dx      '  dx    dx 

et  nous  apprend  que  pour  avoir  la  dérivée  -j  d'une  fonction  de  fonc- 

ax 

tion,  il  faut  multiplier  les  dérivées  des  deux  fonctions,  prises  cha- 
cune par  rapport  à  la  variable  qu*elle  contient. 

On  serait  arrivé  à  la  même  conclusion ,  mais  d'une  manière  moins 
rigoureuse,  par  la  considération  des  infiniment  petits;  en  effet  les 
deux  équations  différenciées  donnent 

dy  =:t  f*zdz ,     dz  =  <f'xdx 

et  en  multipliant  membre  à  membre  et  supprimant  le  facteur  commun 
dzj  il  vient  comme  plus  haut, 

y»       ,   .  ^y      j»,       ,       dy  dz 

dy^fz.^xdx    ou     5;  =  r^?^=^^- 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  si  l'on  avait 

y  =  fz,    z=^ifUy    î*=:Fx, 

il  viendrait 

dy      dy  dz  du 
dx      dz  du  dx 

c'est-à-dire  que  la  dérivée  de  la  fonction  y  par  rapport  à  la  variable 
indépendante  x,  est  donnée  par  le  produit  des  dérivées  de  chaque 
fonction  prises  par  rapport  à  la  variable  qu^elle  contient. 

Si  l'on  fait  usage  des  différentielles  ou  des  infiniment  petits^  on 
multipliera  les  deux  membres  par  dx  et  on  écrira  ainsi  : 

,        dy  dz  du  , 
dy=-f'-p   -r-rfx 
dz  du  dx 
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dans  laquelle  dy  est  la  différentielle  de  la  fonction  de  fonction  y, 
ou  Taccroissement  infiniment  petit  de  y  dû  à  un  accroissement  dx 
donné  à  x, 

9.  Dérivation  d*une  fonction  de  plusieurs  fonctions.  Dérivée  par- 
tielle  et  dérivée  totale,  —  Il  peut  aussi  arriver  que  y,  quoique  dé- 
pendant indirectement  d'une  variable  x,  soit  cependant  donné  en 
fonction  de  deux  variables  z  et  u  représentant  elles-mêmes  des 
fonctions  données  de  x,  comme  il  arriverait  si  Ton  avait  à  dériver  le 
système  des  trois  équations 

y^f(^Z,u)y      Z  =  ¥Xy      v  =  ^x. 

En  remplaçant  z  et  u  par  leur  valeur  dans  la  première,  y  serait 

dy 
exprimé  immédiatement  en  fonction  de  x  et  la  valeur  de  -p  pourrait 

dx 

s'obtenir  directement;  mais  on  la  trouve  d'une  manière  ordinairement 
plus  commode  sans  effectuer  cette  substitution.  En  donnant  à  a;  un 
accroissement  A,  z  etu  prennent,  en  vertu  des  deux  dernières  rela- 
tions, des  accroissements  Az  et  Au,  tels  que  Ton  a 

^=F'(x-H9ft),     Û^=ç'(a:+6'A), 

F'x  et  ff'x  étant  les  dérivées  de  Fx  et  ^x,  et  0,  9'  deux  facteurs  incon- 
nus compris  entre  0  et  i.  Si  dans  f[zyu)  on  donne  à  z  et  ti  les 
accroissements  Az  et  Au  déterminés  plus  haut^  y  prendra  Taccroisse- 
ment  At/.  Cette  double  opération  peut  se  faire  successivement,  en 
donnant  d'abord  à  z  seul  un  accroissement  Az  et  en  remplaçant  ensuite 
u  par  u  +  Au  dans  le  résultat.  Or,  la  substitution  de  z  -4-  Az  à  z 
dans  f[zy  u)  fait  prendre  à  cette  fonction  la  forme  suivante,  d'après 
ce  qu'on  a  vu  (N*»  5) , 

/*(z,  u)  -H  Az^/(z  -+-  ô,Az,  u) , 

fn[zy  u)  désignant  la  dérivée  de  /'(z,  u)  ou  y,  prise  par  rapport  à  z, 
c'est-à-dire  en  traitant  z  comme  seule  variable  et  u  comme  constant, 

dérivée  qu'on  désigne  aussi  par  j^;   G;  est  un  facteur  compris  entre  0 

et  l'unité.  Pour  compléter  ensuite  l'accroissement  de  y,  il  faudra  dans 
f[Zy  u)  et  fJ[z  -4-  O^Az,  u)  donner  aux  u  l'accroissement  Au.  La  substi- 
tution de  u  +  Au  à  u  dans  la  première  partie,  /'(z,  u),  fait  prendre 
à  cette  fonction,  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  (N**  5),  la  valeur 

/*(z,  u)  +  Au/'«'(z,  u  -4-  Ô/Au) 
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en  désignaDt,  comme  plus  haut,  par  /*„'(;?,  u)  la  dérivée  de /*(z,  u) 
prise  par  rapport  à  la  seule  variable  Uj  c'est-à-dire,  en  considérant  u 
comme  variable  et  z  comme  constant,  dérivée  que  Ton  désigne  aussi 

par  -p  •   Quant  à  la  seconde  partie  /"/(z  -*-  G,Az,  u),  puisque  fu  devient 

fu  -♦-  àup{u  -H  OAu),  ce  second  terme  prend  la  forme 

fi{z  -f-  0,Az,  u)  -H  UAm 

quand  ii  a  pris  Taccroissement  Au.  Après  cette  double  substitution,  la 
fonction  /*(z,  u)=y  devient 

y  +  Al/  ==  /"(z,  u)  -¥■  àufJ{Zy  u  -*-  0/Au)  4-  Az/i'(z  -f-  0,Az,  w)  -f-  UAzAti. 

Si  on  supprime  y  et  /*(£,  u)  qui  sont  égaux ,  qu'on  divise  ensuite  les 

j  Au        Az 

deux  membres  par  Ax  et  qu'on  remplace  —  et  —  par  leur  valeur 

Ax        Ax 

trouvée  plus  haut,  il  vient 

^  =  y'(x  -4-  9'A)  /L'(z,  w  -^  8/Am)  -4-  F'(x  -♦-  Bh)  f:{z  -*-  e,Az,  u) 
Ax 

-4-  Uy'(x  -+-  e'A)FXx  -4-  eA)Ax, 

puis  passant  à  la  limite  et  remarquant  que  h  ou  Ax,  Au  et  Az  sont 
nuls  en  même  temps,  il  vient 

^  =  F'x^/(z,  u)  H-  ç'x/L'(z,  u) , 

formule  que  l'on  peut  écrire  de  cette  manière  : 

rfy^rfy;^_^^rft* (|\ 

dx      dz  âx      du  dx 

Celte  dérivée  de  /"(z,  u)  se  compose  de  deux  parties;  la  première  est, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  (N""  8),  la  dérivée  de  /*(z,  u)  prise  par  rapport 
à  X,  z  étant  considéré  comme  fonction  de  x  et  u  comme  constant. 
La  seconde  partie  est  la  dérivée  prise  en  considérant  u  comme  fonction 
de  X,  z  restant  constant.  Chacune  de  ces  parties  se  nomme  dérivée 
partielle  de  la  fonction  de  fonctions,  et  les  deux  parties  réunies 
forment  la  dérivée  totale.  Si  l'on  avait  à  dériver  le  système  des  quatre 
équations 

y  =  f(Zy  u,  r),    z  ==  Fx,     ti  =  yx,    t?  =  ^^x. 
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on  démontrerait  de  la  même  manière,  que 

È.=  iLél^^^  ^^^ (2) 

dx      dz  dx .    dudx      dv  dx 

ce  que  Ton  exprime  d*une  manière  générale,  en  disant  que  la  dérivée 
totale  d'une  fonction  de  fonctions  eit  égale  à  la  somme  de  ses  dérivées 
partielles. 

En  considérant  dy  et  dx  comme  des  quantités  infiniment  petites, 
on  peut  écrire  l'équation  précédente  comme  il  suit  : 

,        dy  dz  .        dy  du  ,        dy  dv  . 
a V  =  -=^  -r-  dx  -f-  -r-  -r-  dac  -*-  -^  -r  dx. 
''      dz  dx  du  dx  dv  dx 

Les  différents  termes  du  second  membre  forment  les  différentielles 
partielles  de  la  fonction  /'(z,  ti,  v)  prises  en  considérant  successivement 
z,  11,  V  comme  fonctions  de  x;  on  voit  donc  que  la  différentielle  totale 
d'une  fonction  de  plusienrs  fonctions  de  x  est  égale  à  la  somme  des 
différentielles  partielles  relatives  à  chaque  fonction. 

La  différentielle  de  /'(x,  u),  dans  laquelle  u  est  une  fonction  de  la 
variable  indépendante  x,  se  déduit  de  Téquation  ci-dessus,  en  faisant 

z  égal  a  x;  -r-  est  alors  égal  a  lunite  et  on  trouve 
dx 

dy  =  ^dX'\-'f-  —dx 
ax  du  dx 

dy 
dans  laquelle  -p  du  second  membre  représente  la  dérivée  partielle 

de  /*(x,  11)  prise  par  rapport  à  la  seule  variable  x.  Pour  remonter  de 
cette  équation  différentielle  à  Téquation  dérivée,  on  devrait  diviser 
par  dx  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  et  écrire 

dy dy      dy  du  ^ 

dx      dx      du  dx 

or,  sous  cette  forme,  il  y  a  ambiguïté  sur  la  signification  de  -=^;   car 

dx 

dans  le  premier  membre,  il  représente  la  dérivée  de  y  ,  en  y  faisant 
varier  tous  les  x,  y  compris  ceux  contenus  dans  u;  tandis  que  le 
second  n'est  que  la  dérivée  de  y  par  rapport  aux  x  contenus  explici- 
tement dans  la  fonction  /"(x,  u),  en  y  regardant  u  comme  constant. 
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Pour  distinguer  ces  deux  quantités  essentiellement  différentes,  nous 

écrirons  la  dérivée  totale  sous  la  forme  -r-rfy  au  lieu  de-T^»   ou  bien 

dx  dx 

nous  laisserons  l'équation  sous  la  forme  différentielle  et  alors  dy 
représentera  la  différentielle  totale  de  y, 

\0.  Dérivée  d'une  variable  par  rapport  à  vne  autte  variabky  lors- 
qu'elles sont  exprimées  toutes  deux  en  fonction  d'une  troisième.  — 
Quelquefois  les  variables  x  et  y,  au  lieu  d'entrer  dans  une  même  équa- 
tion, sont  données  toutes  deux  en  fonction  d'une  troisième  variable 
t,  de  sorte  que  l'on  a 

y  =  ft,    x  =  Tt 

et  aucune  des  deux  équations  ne  peut  donner  la  dérivée  de  y  par  rap- 

dy 
port  à  X  ou  -p^i   quoiqu'il  soit  visible  que  y  est  fonction  de  x.  Pour 

dx 

trouver  cette  dérivée   sans    effectuer    l'élimination    de  t  entre  les 

deux  équations,  donnons  à   celle-ci   un   accroissement  h  ou   M  et 

désignons  par  Ay  et  Ax  les  accroissements  correspondants  de  y  et 

de  X.  Il  viendra 

^  =  /•'(* -H  OA),    ^  =  F'(«H-e'ft) 

et  en  divisant  membre  à  membre , 

Ax     F'(t  -t-  e'A)  * 

Si  Ton  passe  à  la  limite  en  faisant  h  nul,  les  accroissements  Ay  et 
Ax  s'annulent  en  même  temps  et  on  trouve  la  valeur  suivante  de  la 
dérivée  cherchée  : 

dy_£t_d^ 
dx'^¥t~  dx' 
Tt 

11.  Dérivée  du  produit  de  plusieurs  fonctions.  —  Lorsqu'une 
fonction  y  est  formée  du  produit  de  plusieurs  fonctions  de  x,  telles 
que  11,  V,  U7,  z ,  c'est-à-dire,  lorsqu'on  a 

y  =ssU.t?.tl7.Z, 
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la  dérivée  de  y  peut  être  exprimée  fort  simplement  au  moyen  des  dé- 
rivées des  fonctions  simples  u,  t?,  w ;  en  effet,  on  a  vu  (N®  9) 

que  la  dérivée  totale  d*une  fonction  de  plusieurs  fonctions  ti,  t?,  w 

est  égale  à  la  somme  des  dérivées  partielles  que  Ton  obtient  en  coq- 
sidérant  successivement  chaque  fonction  comme  variant  seule;  or 
si  Ton  ne  fait  varier  que  les  x  contenus  dans  u ,  la  dérivée  partielle 
de  2^  est 

du 
dx 

En  faisant  varier  successivement  les  x  contenus  dans  v,  Wy  Zy  on 
trouve 

dv  dw  dz 

U.W.Z-r-9       K.D.Z-T-J       U.V.W-r-- 

dx  dx  dx 

et  la  dérivée  totale  de  y  devient 

dy  du  dv  dw  dz 

dx  dx  dx  dx  dx 

On  voit  par  là  que  la  dérivée  du  produit  de  plusieurs  fonctions  est 
égale  à  la  somme  des  produits  des  dérivées  de  chaque  fonction  simple^ 
multipliées  respectivement  par  toutes  les  autres  fonctions, 

12.  Dérivée  du  quotient  de  deux  fonctions.  —  Si  la  fonction  y  est 
le  quotient  de  la  division  de  deux  fonctions  u  et  t;  de  x,  c'est-à-dire,  si 
Ton  a 

u 
^       v 

on  trouve  aussi  une  expression  très  simple  de  la  dérivée;  en  effet, 
en  représentant  par  Au,  Av,  Ay  les  accroissements  de  ti,  v,  y  corres- 
pondant à  un  accroissement  Ax  donné  à  x,  il  vient 

u  -4-  Au      u     v^u  —  uAv 

^  v  -4-  Au         t?  t?*  -4-  VàV 

d'où  Ton  tire  en  divisant  les  deux  membres  par  Ax, 

Au         Av 

V u — 

Ay         Ax         Ax 

Ax         V(V  H-  Av) 
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Si  Ton  passe  h  la  limite,  en  remarquant  que  lorsque  Ax  s'évanouît, 
Ay,  Au  et  Av  s'évanouissent  en  même  temps ,  il  vient 

du  dv 
dy  dx  dx 
dx  t?* 

c'est-a-dire  >  que  la  dérivée  du  rapport  de  deux  fonctions  est  égale  à 
la  dérivée  du  numérateur  multipliée  par  le  dénominateur  moins  la 
dérivée  du  dénominateur  multipliée  par  le  numérateur ,  le  tout  divisé 
par  le  carré  du  dénominateur. 

En  adoptant  les  infiniment  petits,  on  peut  multiplier  les  deux 
membres  de  Téquation  par  dx  et  écrire  celle-ci  de  cette  manière  : 

,        vdu  —  udv 

Remarquons  que ,  si  deux  fonctions  fy  et  Fx  sont  telles  que  Ton 
ait  fy  =  Fx,  y  est  une  variable  dépendante  de  x  et  les  dérivées  de 
ces  deux  fonctions  par  rapporta  x  sont  égales  entre  elles,  car  quel 
que  soit  l'accroissement  donné  à  x,  les  accroissements  des  deux  fonc- 
tions seront,  par  hypothèse,  égaux  entre  eux,  ainsi  que  leurs  rapports 
&  Ax,  lesquels  seront  les  deux  dérivées,  lorsqu'on  passera  à  la  limite. 
La  dérivée  de  Fx  par  rapport  à  x  peut  être  représentée  par  F'x;  quant 
à  celle  de  fy  dans  laquelle  y  est  une  fonction  de  x^  on  a  vu  (N°  8) 

qu'elle  est  représentée  par  fy-r-^  fy  é\Aui  la  dérivée  de  fy  prise 

ux 

par  rapport  à  y  ;  on  a  donc 

rf   dy      „,         „  ,      dy      F'x 

ry^=F'x.    d'où    ^=^. 

i3.  Calcul  des  dérivées.  Dérivée  de  Log  x.  —  Les  dérivées  de  toutes 
les  fonctions  s'obtiennent  facilement  lorsqu'on  connaît  les  dérivées 
des  fonctions  de  la  forme  Log  x  et  sin  x;  nous  commencerons  donc 
par  nous  occuper  de  ces  deux  là. 

Considérons  en  premier  lieu  la  fonction  logarithmique  Log  x, 
X  étant  positif.  En  donnant  à  la  variable  indépendante  x  un  accroisse- 
ment h,  il  vient 

Ay      Log  (x-^  h)  —  Log  x 
Ax  h 
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que  Ton  peut    transformer,  en  se  fondaot  sur  les  propriétés  des 
logarithmes,  de  la  manière  suivante  : 


^^ 

Ax 


\    "*'V       «    ^,      A       h\       i,       /        h\ï 


La   valeur  de  -^  serait  connue  si  l'on  connaissait  la   limite  de 

ax 

Logi  i  +~  j   quand  h,  s'évanouit  ou  quand -^  devient  infini;  or  si 

X 

l'on  fait 7  égal  h  p^  p  sera  ou  un  nombre  entier,  ou  un  nombre  frac- 
tionnaire, ou  un  nombre  incommensurable;  on  peut  donc  générale- 
ment considérer  p  comme  étant  compris  entre  deux  nombres  entiers 

(i\p 
i  H —  j   est  évidemment  compris 

entre  |i-4--iet(i-+--l      9   la  limite  de  Log  (  i  -h  -  1  sera  aussi 
\        Pj       \        PJ  \       Pj 

comprise  entre  les  valeurs  limites  de  Log  1  1  +  -  j  et  de  Log  1  i  +  -  1 

Puisque  n  et  n  +  1  sont  des  nombres  entiers,  ou  a,  en  développant  au 
moyen  de  la  formule  du  binôme  de  Newton, 

Log(l-+--)  =Log  i-^--4-    \        1-^-^ — r^~ ^-^-^ete. 

\        pJ  {         p  4.2     p«  1.2.Ô  p» 

On  a  de  même 

Log(4  -  J)""  =  Logj(i  -.i)(l  -iy  j  =  Log(i  -.1) 


\        njyji     nj\i     njip* 


etc. 


1 
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Pour  avoir  la  limite  de  ces  deux  développements  ou  pour  déterminer 
ce  qu'ils  deviennent  quand  h  s*évanouit,  remarquons  que  puisque 

^  =  p^  p  converge  vers  Tinfini  quand  h  converge  vers  zéro,  et  par 

i 

conséquent  -  devient  nuL  De  même ,  puisque  p  diffère  de  n  de  moins 

d'une  unité,  cette  dernière  quantité  devient  infinie  en  même  temps 

i  n 

que  p,  et  -est  nul.  Enfin  -  approche  d'autant  plus  de  l'unité,  que 
fi  p 

n  etp  sont  plus  grands  et  l'unité  est  la  limite  de  c«  rapport;  les  deux 

développements  précédents  deviennent  donc  à  la  limite 

Logji^i^i-g^ji-^^^^etc. 

/       iV 

et  par  conséquent  log  l  i  +  -  I  9  qui  reste  toujours  compris  entre 
eax,  se  réduit  aussi  à  cette  même  valeur;  on  a  donc 

dx      X     ^l  1.2      1.2.3      4.2.3.4 

La  quantité  comprise  entre  parenthèse,  quoique  composée  d'un  nom- 
bre illimité  de  termes,  a  une  valeur  finie,  puisqu'elle  est  visiblement 
inférieure  à  la  somme  des  termes  de  la  progression  géométrique  dé- 
croissante 

i       ,111 

qui  est  elle-même  finie  et  égale  à  3.  Cette  somme  est  donc  comprise 
entre  2  et  3.  Elle  peut  du  reste  être  évaluée  en  nombre  avec  une 
exactitade  aussi  grande  que  l'on  voudra,  parce  que  les  termes  décrois- 
sent très  rapidement.  En  représentant  ce  nombre  par  e,  on  trouve 

c=s  2,71828 ,    et   -^  =  -Loge. 

ax      X 

Si  l'on  fait  usage  des  différentielles,  celte  équation  s'écrit  de  cette 
manière 

dx 

4 
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Telle  est  donc  la  valeur  de  la  dîiTcrentielle  de  Log  x ,  qui  subsiste 
quand  x  est  négatif  ainsi  qu'on  le  reconnaît  en  reprenant  les  raison- 
nements précédents.  On  le  reconnaît  encore  en  observant  que  si  x  est 
négatif»  Log  ( —  x)  se  transforme  en 

y  ==  Log  (—  i  •  x)  =  Log  X  -♦-  Log  {—  i) 

et  comme  Log  ( —  i)  est  invariable ,  on  voit  que  la  différentielle  de 
Logx  est  h  même  que  celle  de  Log  ( —  x). 

La  différentielle  du  logarithme  d'une  variable  dépend  du  système 
dans  lequel  est  pris  ce  logarithme,  puisque  Log (2,71828....)  change 
avec  la  base  du  système.  S'il  s'agit  d'un  logarithme  vulgaire,  on  aura 

dx  dx 

d .  Log  X  =  —  Log  (2,7i828)  =  0,43429  —  • 

X  X 

Dans  le  système  de  logarithmes,  qui  a  pour  base  e,  la  différentielle 
prend  une  forme  très  simple.  Les  logarithmes  se  nomment  alors 
logarithmes  Népériens  du  nom  de  Néper,  inventeur  des  logarithmes. 
Comme  dans  tout  système,  le  logarithme  de  la  base  est  égal  à  l'unité, 
on  a,  en  employant  la  notation  log  pour  représenter  les  logarithmes 
Népériens, 

dx 
log  e  =  i     et    rfy  =  cl  log  X  =  —  • 

X 

Si  l'on  avait 

y=log(/x), 

en  remplaçant  fx  par  une  variable  x,  on  aurait  à  dériver  le  système 
des  deux  équations 

y  =  log  2,     z  =  fx 

dans  lequel  y  est  une  fonction  de  fonction.  D'après  le  N""  8,  il  vient 

dy  _d  (log  z)dz_^i  rr^^fx  ^ 
dx  dz      dx      z'  fx 

c'est-à-dire,  que  la  dérivée  du  logarithme  Népérien  d'une  fonction  est 
égale  à  la  dérivée  de  cette  fonction  divisée  par  la  fonction  elle-même. 
On  emploie  de  préférence  les  logarithmes  Népériens  dans  le  calcul 
différentiel  et  le  calcul  intégral,  à  cause  de  la  simplicité  de  leur  diffé- 
rentielle; c'est  pourquoi  ce  seront  toujours  ceux-ci  que  l'on  désignera 
dans  la  suite,  à  moins  qu'on  ne  dise  expressément  le  contraire. 
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14.  Dévivée  de  sin  x.  —  Passons  à  la  recherche  de  la  dérivée  de 
sîn  X.  On  a  évidemment 

Ay      sin  (x  -h  A)  —  sin  x 
Ax  h 

qui  se  transforme  au  moyen  de  la  formule 

2       1  i 

sin  a  —  sin  6  =  ~  8in-(o  —  6)  cos  ^  (œ  -♦-  6), 


dans  la  suivante 

Ay      2  sin  jh 
Ax      r     A 


cos 


(x-.iA)=l!î||^co8(«  +  ift) 


Avant  de  passer  h  la  limite  de  ce  rapport,  remarquons  que  Tare 
AB  (fîg.  4)  que  nous  supposerons  plus  petit  qu'un  quart  de  cercle,  est 
toujours  compris,  quant  à  sa  longueur,  entre  le  sinus  BG  et  la  tan- 
gente AD.  En  effet,  en  menant  la  corde  AB,  il  est  visible  que  Taire 
du  secteur  OAB  est  comprise  entre  les  aires  des  triangles  OBA  et 
ODA,  ce  qui  donne  lieu  aux  deux  inégalités 

OA.arcBA      OA.AD      0 A . arc  BA      OA . BC 
1         ^      2      '  2  -^       2~ 

ce  qui  vérifie  la  proposition ,  puisqu'on  tire  de  ces  inégalités , 

arc  BA  <  AD,  arc  BA  >  BC. 

11  suit  de  là  que,  a  étant  cet  arc  de  cercle,  on  a  toujours 

sin  a          tanga 
<i, >  1, 

a  OL 

sin  a  ,  .  ,.  I 

ou  bien ,  en  remplaçant  tang  a  par  r et  multipliant  par  cos  a  les 

deux  membres  de  la  seconde  inégalité , 

sin  a    ^  .   sin  a      cos  a 

sin  a 
On    voit  que  pour  toute  valeur  de  a,  le  rapport est  compris 
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COS  a  ^    CQS  a  ,      . 

entre  1  et ,  et  comme  pour  «==0, devient  l'unité,  il  en 

T  T 

résulte  que est  égal  à  i  quand  a  s'évanouit. 

tu 

Reprenons  la  valeur  de-^.  Si  l'on  passe  à  la  limite ,  c'est-à-dire,  si 

Ax 

sin  —  \^ 
l'on  fait  évanouir  A,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  ■     *-  devient 

égal  à  l'unité,  et  on  trouve 

iy     COS  X 

dx        r 

ou  bien  quand  le  rayon  est  égal  à  l'unité, 

dy 

~  =  COS  a; , 

dx 

c'est-à-dire  que  ta  dérivée  du  sinus  de  x  est  égale  au  cosinus  du 
même  arc. 

Si  l'on  fait  usage  des  infiniment  petits  ou  des  différentielles,  cette 
équation  peut  être  écrite  sous  la  forme 

dy  =  COS  xdx  ; 

COS  xdx  est  donc  la  différentielle  de  sin  x. 

15.  Dérivée  de  x*".  —  Les  dérivées  des  autres  fonctions  se  déduisent 
sans  peine  des  deux  que  nous  venons  de  déterminer.  Soit  d'abord 
y  =^  X**,  m  étant  un  nombre  réel  quelconque.  Égalons  les  logarithmes 
Népériens  des  deux  membres  ainsi  que  leurs  dérivées  (fin  du  N*>  12) 
en  observant  que  y  est  fonction  de  x;  il  vient 

logy==mlogx,     ^-^z=zm^     dou    -—sswix"»""*, 

y  cix  X  ux 

en  remplaçant  y  par  sa  valeur  x**. 

On  voit  par  là  que  la  dérivée  de  x"*  s^obtient  en  diminuant  Vex* 
posant  d'une  unité  et  en  multipliant  par  Pexposant. 

Pour  introduire  les  différentielles,  on  multiplie  les  deux  membres 
par  dxj  ce  qui  donne 

dy^    c'est-à-dire,    d  •  (x"*)  =  wix"*"*  dx. 
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La  règle  précédente  suffit  pour  dériver  toute  fonction  de  la  forme 
~»    — ;zr»    yx*j     ou    ar',     x   "»    x'- 


«*      /; 


»» 


Par  exemple,  pour  |/«,  on  trouve 

dx      2|/ï 
Pour  y  =  ^Jx  qu'on  peut  transformer  en 

il  vient 

dy^dydz^     \  ^^    fx 

dx     dzdx      2^/1         ""21/^' 

c'est-à-dire,  que  /a  dérivée  de  la  racine  carrée  d'une  fonction  est 
égale  à  la  dérivée  de  celte  fonction  divisée  par  le  double  du  radical. 
16.  Dérivée  de  la  fonction  exponentielle  a'.  —  Proposons-nous  de 
dériver  la  fonction  exponentielle  a'  =  y^  dans  laquelle  a  est  une  con- 
stante. En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  et  dérivant,  il 
vient 

\ofiy  =  x\o%a,     -  ^  =  loga,     ^  =  y  loga  =  a'logo. 

Oo  tire  aussi  de  là 

dy ,    c'est-à-dire,    d .  a'  =  a'dx  log  a. 
Pour  y  =  a',    z  =  /i,  on  trouve  de  même 

-/  =  -r^  -^=  a»  /'a:  log  o  =  af'fx  log  a. 
dx      dz  dx  I        ^  I 

On  voit  donc  que  la  dérivée  d'une  constante  élevée  à  une  puissance 
fonction  de  x  s^obtient  en  multipliant  la  fonction  exponentielle  par 
la  dérivée  de  l'exposant  et  par  le  logarithme  népérien  de  la  constante. 
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Si  a  est  égal  à  la  base  e  des  logarithmes  népëriens,  la  dérivée  se 
simplifie,  parce  que  log  e  est  l'unité  et  il  vient  pour  y  =  e*  et  y  =  e^', 

^=6*    ou     de'  =  e'dx,     -f-  =  ^'f'x    ou    d-ef'^ef'fxdx. 
dx  dx 

17.  Dérivées  des  fondions  trigonométriques.  —  Revenons  aux 
fonctions  trigonométriques.  On  a  déjà  vu  que  la  dérivée  de  sin  x  est 
cos X,  Pour  dériver  cos  x,  remarquons  que  si  Ton  fait  x  égal  ai'' — z, 
il  vient 

y  :=cos  (l**  —  z)  =  sinz,    z«=  l**  —  x; 

et  en  dérivant  le  système  de  ces  deux  équations,  on  trouve 

dy      du    dz  dz 

...        V  ^  ..  àz 

qui  devient,  a  cause  dez  =  l''  —  x   et    -j-=  —  1, 

-T^  =  —  COS  (i  •*  —  x)  =  —  sin  X , 
ax 

c^est-à-dire,  que  la  dérivée  du  cosintM  d'un  arc  est  égale  au  sinus 

précédé  du  signe  moins. 

^        _ ,  .                                 _                                    ,       sin  X 
Pour  dériver  tans  x,  on  remplacera  tang  x  par  sa  valeur et  en 

se  rappelant  la  forme  de  la  dérivée  d'une  fraction,  on  trouve 

sin  X      dy      cos*x-Hsin*x         i 


y 


cosx      dx  cos'x  cos'x 


On  dérivera  de  même  cot  x  en  substituant  i''  —  z  à  x  et  on  trou- 
vera pour  dérivée 

i 


sin*x 


Des  transformations  du  même  genre  feront  connaître  les  dérivées 
des  autres  lignes  trigonométriques  ;  ainsi  pour  sec  x ,  on  substituera 

\ 

sa  valeur et  on  trouvera  pour  dérivée 


cosx 


sinx 
cos*x 


7^ 
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1  COS  X 

Pour  cosec  x  qui  est  égal  à  •-; —  >   on  trouve • 

sin  X  sin*x 

On  désigne  par  arc  sin  x,  l'are  de  cercle  dont  le  sinus  est  égal  à  x. 
Pour  dériver  celte  fonction  trigonométrique  inverse^  remarquons  qu'il 
résulte  de  sa  définition  même,  qu'en  la  représentant  par  y,  on  doit 
avoir  x=  sin  y.  Si  on  dérive  les  deux  membres,  en  remarquant  que 
le  second  est  une  fonction  de  fonction  de  x,  il  vient 

du 

1  =  cos  v  -—  9 
^  dx 

d'où  l'on  tire 

dy        i  1  \ 


dx      COS  y      |/i— sin«y      |/l  —  x« 
On  trouve  de  même  pour  la  dérivée  de  arc  tang  x, 

y  =  arctangx,     tangy=:x,     ^^=^ 

dy  ^  \  1 

-f=cos«y  = 


dx  i  -4-  tang^y      i  -♦-  x* 

Enfin  les  fonctions 

y  =  sin  (/x) ,    y  =  tang  (/x),    y  =  arc  tang  (/x), 

conduisent  aux  dérivées  suivantes,  en  se  rappelant  le  théorème  sur  la 
dérivation  d'une  fonction  de  fonction , 

^y  /r  X    />        dy  fx  dy  /'x 

^=co8(/x  ./'x,    -L=_L^,    •/  =  ■    ',..^' 
dx  Vf   /    #         j^      cos*(/x)      dx      1 -♦- (/x)* 

18.  Dérivation  des  fonctions  compliquées.  —  Ce  qui  précède 
suffit  pour  dériver  les  fonctions  explicites  algébriques  ou  transcen- 
dantes compliquées.  Ainsi ,  pour  avoir  la  dérivée  de  V^i  -h2x x*, 

on  posera 

,8/—  1 

z  =  i  -h  2x  —  X*,     y  =  V^z  =  «5, 

dy dy    dz 4    _•  2  i  — x 

dx       dz    dx""3  "^ ^  1^(1  -4-  2x  —  x«)« 
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Od  trouvera  de  même  les  dérivées  suivantes,  en  effectuant  les  trans- 
formations indiquées  : 


y  =  'og\/ 


|/Î-MC*/        |/i 


y  =  logg^ —  >    ;^= » 

j/i  -*-x  — j/l  — X       *^  X j/i  —  X* 

. ,  dy      rfy  dz  , 

yc=a^  =a%    -T^===-p-T-  =  o'logo.6'log6==logolog6a^  6'. 

Si  Ton  avait 

ys=cos{,    x  =  sinf, 
la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  se  trouverait  en  posant  (N""  iO) 

dy 

dy      dt      —  sin  ï  x 

^—      —  =— tang«  =  — 


dx      dx        cos  t  o  ,^ ^^ 

dJ 

i9.  Dérivation  des  fonctions  imaginaires.  —  Les  fonctions  que 
nous  venons  de  dériver  ne  contenaient  aucune  trace  d'imaginaires;  et 
en  effet,  si  elles  avaient  été  imaginaires,  des  accroissements  ou  des 
diminutions  attribuées  à  de  semblables  fonctions  n'auraient  eu  aucun 
sens  intelligible.'  Cependant,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  plus  se  rendre 
compte  d'un  accroissement  d'une  quantité  imaginaire  que  de  la  nature 
de  la  quantité  imaginaire  elle-même,  on  est  souvent  conduit  à  généra- 
liser les  transformations  effectuées  sur  des  quantités  réelles;  ainsi  si 
une  fonction  de  x  contient  soit  en  coefficient  soit  en  exposant  le 
symbole  imaginaire  |/ —  i ,  on  dérivera  d'après  toutes  les  règles  pré' 
eédentes,  en  considérant^ — 1  comme  une  quantité  invariable.  Les 
fonctions 


y  =  cos  X  -4*  |/—  1  sin X,     y  =  a^^     * 
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donneront  donc 


-^=  —  sinx  -*-  j/—  1  cosx,     j^=|/— î  a^     *loga. 

On  aura  de  même  quand  x  est  négatif  dans  les  fonctions 

y  =  log  X    et     y  =  [/x 
qui  alors  deviennent  imaginaires, 

5i-x    ^^    di-^- 

20.  Dérivation  des  fonctions  implicites.  Équation  dérivée.  — 
Jusqu'ici  on  ne  s'est  occupé  que  de  la  dérivation  de  la  fonction  expli- 
cite y  =  /x.  Considérons  maintenant  Véquation  implicite 

f{x,  y)  =  0 

dans  laquelle  la  fonction  y  est  liée  à  x  par  une  équation  non  résolue 
et  est  dite  implicite  pour  ce  motif. 

La  valeur  de  la  dérivée  de  la  variable  dépendante  ou  --^  »  pourrait 

CrX 

quelquefois  s'obtenir  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  y  et  en 
dérivant  ensuite  d'après  les  règles  précédentes  ;  mais  outre  que  cette 
résolution  est  souvent  impossible,  il  importe  encore  de  pouvoir  trou- 
ver cette  dérivée  sans  passer  par  cette  opération  préliminaire.  Soit 
donc  k  l'accroissement  que  fait  prendre  à  y  un  accroissement  h  donné 
à  X.  Ces  deux  accroissements  sont  liés  entre  eux  de  telle  manière  que 
si  l'on  remplace  x  par  x-h  h  ei  y  par  y  -*-  fc,  l'équation  doit  encore 
être  satisfaite,  c'est-à-dire,  que  l'on  doit  avoir 

f{x  -♦-  A,  y  -H  fc)  =  0. 

Cette  double  substitution ,  au  lieu  d'être  faite  simultanément,  peut  se 
faire  successivement  de  cette  manière  :  donnons  aux  x  l'accroisse- 
meot  k  sans  toucher  aux  y;  la  fonction  /*(x,  y)  devient  alors 

/•(x,  y)+-A/;'(x-»-OA,  y), 

fJ(Xy  y)  représentant,  comme  au  (N°  9),  la  dérivée  de  cette  fonction 
prise  par  rapport  à  la  lettre  x  considérée  comme  seule  variable.  Don- 
nons ensuite  dans  ce  résultat  un  accroissement  k  aux  y  sans  toucher 
aux  x.  Le  premier  terme  f  (x,  y)  devient 

/•(x,  y)  -^  Mv  {^>  y  -*■  »'*•). 

5 
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en  représentant  par  fy  {x,  y)  la  dérivée  de  f{Xy  y)  prise  par  rap- 
port à  la  seule  variable  y.  Quant  au  terme  f,  (x  -*-  OA,  y),  repré- 
sentons par  Uk  son  accroissement;  il  deviendra 

fj  [x  -*-  Qh,  y)  -+■  Vk 

comme  /{x,  y)  est  devenu 

n^,  y)  +  ¥»'  (»>  y  -*-  6'*) 

et  le  résultat  de  la  double  substitution  de  x  +  A  à  x  et  de  y  -h  kk  y 
prendra  la  forme 

fi^y  y)  -^  ¥/  i^y  y  -^  ô'*)  ■*-  AA'  (^  -+-  eA,  y)  -*-  UA*  =  0, 

ou  bien,  en  supprimant  le  premier  terme  qui  est  nul, 

k 

ï  U  (aP,  y  -*■  Ô'ifc)  -H  f/  (x  -f-  9A,  y)  -+-  U*  =  0. 

Si  Ton  passe  k  la  limite  en  faisant  A  nul ,  ce  qui  fait  évanouir  ky  r-  de- 

dy 
viendra  -r  et  on  aura 
dx 


d'où  Ton  tire 


^^/(^,y)-^A'(x,  y)=o, 


dy  ^    AX^>  y)  ^ (1) 

dx  /;'(x,  y) 


qui  apprend  que  pot^r  une  fonction  de  deux  variables  {x,  y)  égale  d 
zéro  y  la  dérivée  de  la  variable  dépendante  y  est  représentée  par  le 
quotient  de  la  division  de  la  dérivée  de  la  fonction  par  rapport  d  x, 
par  sa  dérivée  par  rapport  d  y,  en  changeant  le  signe  du  quotient. 
Ordinairement  on  laisse  cette  équation  sous  la  forme 

fy'  (^.  y)  ^  +  f'  (^.  y) = 0 

que  Ton  nomme  équation  dérivée  de 

/•(x,  y)  «  0. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  se  compose  de  deux  parties 
dont  la  première  est  visiblement  la  dérivée  de  la  fonction  f{Xy  y)  par 
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rapport  à  y  considéré  comme  fonction  de  x,  et  la  seconde,  la  dérivée 
par  rapport  à  x  considérée  comme  variable  indépendante.  Ces  deux 
parties  se  nomment  dérivées  partielles  et  la  somme  forme  la  dérivée 
totale.  Ainsi,  dans  Texemple  suivant , 

y*  —  oxy*  —  3x*y  4-  x'  -h  4  =  0, 
on  trouve 

fj[x,  y)  =  —  5y«  —  6xy  -♦-  3x« ,    /"/{x,  y)  =  oy «  —  l  Oxy  —  5x« 
et  réquatioD  dérivée  prend  la  forme 

(3y«  —  40xy  —  3x«)^  —  {5y«  -+-  6xy  —  5x*)  =  0. 

Elle  conduit  k  une  valeur  de  -~  exprimée  en  fonction  de  x  et  de  y. 

Pour  avoir  celte  dérivée  en  fonction  de  x  seul,  il  faudrait  éliminer  y 
entre  cette  dernière  équation  et  l'équation  primitive  donnée. 

Les  dérivées  de  /"(x,  y)  par  rapport  à  x  et  y^  que  nous  sommes  con- 
venus de  désigner  par  /"/(x,  y)  et  /^'(x,  y),  sont  souvent  représentées 

df(Xy  y)     df(Xj  y)  dy 

par— ^— ; >   -     -    ^  ;   la  valeur  de  -7^  prend  alors  la  forme 

dx  dy  dx^ 

dfjx,  y) 
dy  dx 


dx  df[Xy  y) 

dy 

Cette  équation  peut  aussi  être  mise  sous  la  forme  suivante,  en 
faisant  disparaître  les  dénoiuinateurs  et  en  traitant  dx  et  dy  comme 
des  quantités  ordinaires, 

dy        ^  dx 

Telle  est  f  équation  différentielle  de  f{Xy  y)  =  0.  Le  premier  mem- 
bre se  compose  de  deux  parties,  dont  la  première  est  évidemment 
la  différentielle  de  /*(x,  y),  en  traitant  y  seul  comme  variable,  et  la 
seconde  est  la  différentielle  de  /*(x,  y)  prise  en  faisant  varier  x  seul. 
Chacune  de  ces  parties  se  nomme  différentielle  partielle  de  /"(x,  y), 
Tune  par  rapport  à  y  et  Tautre  par  rapport  k  x.  La  somme  forme 
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la  différentielle  totale.  Connaissant  Tcquation  différentielle  totale , 
on  pourra  toujours  par  une  simple  division  remonter  à  la  valeur  de 

-^«   Soit  par  exemple  x^  —  o  =  0.  On  trouve 
dx 

et  en  additionnant, 

xy  log  x,dy  -H  yxy~*  rfa;  =  0, 

qui  est  Téquation  différentielle  de  l'équation  donnée.  On  en  tire 

dy  ^        y     __        y* 

dx  X  log  X  X  log  a 

Observons  que  la  différentielle  d'une  équation  implicite  à  deux 
variables  aurait  pu  se  déduire  de  la  règle  démontrée  (N°  9)  pour  la 
différenciation  d'une  fonction  de  fonction.  Soit  en  effet  u  =  f{x,  y), 
y  étant  une  fonction  de  x  ;  on  a  vu  que  l'on  a 

dx  dy      dx 

et  comme  u  est  nul,  du  l'est  aussi;  on  a  donc,  en  supprimant  le 
facteur  commun  dx, 

dfjxy  y)  ^  df(xy  y)    dy  ^  ^ 
dx  dy        dx 

Si  la  relation  entre  (x,  y)  était  donnée  au  moyen  de  deux  équations 

f[x,yyt)  =  0,    F(x,  y,  0  =  0, 

dy 
et  qu'on  voulut  trouver  -^  >   on  remarquerait  que  celles-ci  pouvant 

être  conçues  résolues  par  rapport  à  x  et  y ,  ces  variables  doivent  être 
considérées  comme  des  fonctions  de  t.  Dérivons  donc  f{x,  y,  t)  par 
rapport  à  la  variable  indépendante  t  (N**  9).  On  trouve  en  désignant 
cette  fonction  par  /*, 

dx  dt       dy  dt      dt        ' 
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parce  que  la  fonction  f[x^  y,  t)  étant  constamment  nulle,  sa  dérivée 
doit  l'être  aussi.  La  seconde  équation  donne  de  même 

dFdx      dFdy      dF      ^ 

-7-  -r  -+-  -r  -r  -»-  -7  =0. 
(IX  dt      dy  dt       dt 

Si  Ton  tire  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  -r  et  -^  9   il  suffira 

dt       dt 

de  les  substituer  dans  la  formule  (N""  10] 

dy      dt 

dx      dx 

li 

21 .  Dérivées  des  ordres  supérieurs  des  fonctions  explicites.  —  La 
dérivée  f'x  d'une  fonction  donnée  de  x  étant  elle-même,  en  général, 
une  fonction  de  x,  peut  être  soumise  au  procédé  de  li|  dérivation  et 
a  par  conséquent  une  dérivée  que  nous  représenterons  par  f'x.  Cette 
fonction,  obtenue  par  deux  dérivations  successives,  se  nomme  dérivée 
ou  coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  /x.  De  même,  la  dérivée 
de  p*x  que  nous  désignerons  par  /'"'x,  est  la  dérivée  du  troisième 
ordre,  etc. 

Les  valeurs  de  ces  dérivées  successives  s'obtiennent  par  les  procédés 
ordinaires  de  la  dérivation;  ainsi  pour  la  fonction  x"*,  on  trouve 

f'x  =  mx"*""* ,    f'x  =  m(m  —  1)  x"*~* , 
f'x  =  1»  (m  —  i)  (m  —  2)  X"»-'. 

Pour  v  =  -»   il  vient 
^       X 

/'X  = -y       r'x  =  — :>       f"X= r>       f"'x——rf    CtC. 

'  X*        '  X*         '  X*         '  x' 

La  considération  des  infiniment  petits  conduit  à  une  autre  notation 

simple  et  commode  pour  représenter  les  différentes  dérivées.  On  a  vu 

dy 
plus  haut  (N"*  6)  que  -~-  doit  être  considéré ,  non  comme  une  fraction 

uX 

ordinaire,   mais  comme  une  notation  ou  un  signe  servant  à  rap- 
peler clairement  l'origine  et  la  signification  de  cette  quantité.  Ensuite 
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on  a  fait  la  remarque  que  Ton  pouvait,  sans  changer  les  résultats , 
traiter  dy  et  dx  comme  des  grandeurs  infiniment  petites,  susceptibles 
de  toutes  les  opérations  de  Talgëbre,  ce  qui  a  permis  de  considérer 

-p>  non  plus  comme  un  simple  signe,  mais  comme  un  véritable  rap- 
port entre  l'accroissement  de  la  fonction  et  celui  de  la  variable ,  ces 
accroissements  étant  infiniment  petits  k  la  vérité,  mais  soumis  à  toutes 
les  règles  de  la  différenciation;  ainsi  la  différentielle  de  dy  est  d{dy) 
que  Ton  convient  d'écrire  ainsi  ci^t^ ,  et  qu'on  nomme  différentielle 
seconde  de  y.  De  même  la  différentielle  de  d^j^,  est  d  (d'y),  que  l'on 
écrit  rf*y,  c'est-à-dire,  différentielle  troisième  de  y.  Il  en  est  de  même 
de  dx  ;  cependant  comme  x  est  la  variable  indépendante,  c'est-à-dire, 
celle  à  laquelle  on  attribue  un  accroissement  facultatif,  on  peut  pour 
simplifier,  admettre  que  x  augmente  toujours  par  intervalles  égaux,  ce 
qui  rend  dx  constant  et  ses  différentielles  successives  nulles.  Cela 

dy 
posé,  si  on  prend  la  différentielle  de  la  fraction  -^9   en  supposant  le 

dénominateur  constant,  on  trouve 


^fdy\d(dy)_d^ 
\dxj         dx         dx 


et  le  coefficient  différentiel  qui  s'obtient  en  divisant  par  rfx,  prendra 

d*y  d'y     d"t/ 

la  forme  ~*   On  trouvera  de  méme-r^»  -7-^  pour  les  coefficients 
ax'  dx'     e/x» 

différentiels  du  3"*«  et  du  n™*  ordre . 

Ces  notations  auxquelles  nous  a  conduit  la  considération  en  appa- 
rence peu  rigoureuse  des  infiniment  petits,  ont  été  conservées  dans 
la  théorie  des  limites  pour  représenter   les  dérivées  des  différents 

d"v 
ordres,  d'abord  parce  que  la  notation  -~  indique  clairement  que  cette 

ax" 

quantité  s'obtient  par  n  dérivations  successives  de  y  par  rapport  k  x 
et  en  second  lieu,  parce  que  leur  adoption  présente  cet  avantage 
important  que  l'on  peut  à  chaque  instant  transformer  les  résultats 
obtenus  par  la  considération  des  infiniment  petits,  dans  ceux  qu'eut 
donnés  la  théorie  des  limites.  Par  exemple,  les  dérivées  successives  de 
la  fonction  x"*  trouvées  plus  haut,  pourront  aussi  être  obtenues  de  la 
manière  suivante,  en  faisant  usage  des  infiniment  petits  :  une  pre- 
mière différenciation  donne 

dy  =  wx*""*  dx. 


J 
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Si  00  différencie  une  seconde  fois  en  traitant  dy  comme  variable  et 
dx  comme  constant,  on  trouve 

c/*y  =  m(m  —  1)  X*"""*  dx* , 

rf*V 
d*ou  l'on  tirera,  quand  on  le  voudra,  la  valeur  de  -y-^  et  cette  valeur 

sera  identiquement  la  même  que  si  Ton  eut  pris  la  dérivée  de  la  déri- 
vée du  premier  ordre.  En  différenciant  une  troisième  fois  les  deux 
membres  de  Téquation  précédente,  il  vient 


rf'y  =  fn{m  —  i)  (m  —  2)  x"*~'  dx' 

d'y 
qui  servira  à  déterminer  -7^9   et  ainsi  de  suite. 

dx' 

22.  Dérivées  successives  d'une  fonction  de  fonction.  —  Les  dérivées 

d*v     d'v 

successives  -r^»  -j— d'une  fonction  de  fonction  donnée  par  le 

dx'     dx' 

système  des  deux  équations 

y=/u,     u  =  Fx, 
s'obtiennent  comme  suit  :  une  première  dérivation  donne  (N<*  8) 

dx      du  dx      ' 
et  si  l'on  prend  une  seconde  fois  la  dérivée  des  deux  membres  par 
rapport  à  x,  en  remarquant  1°  que  la  dérivée  de -p  est  -j-^»   2*»  que 

dX  CIX 

-pest  une  fonction  de  u  tirée  de  y  =  fu  et  que  par  conséquent  la 

dy 
dérivée  de  -^  par  rapport  à  x  est 
du 

\duj   àu^d^ydu^^,^^,^ 
du       dx      du^  dx  ' 


du  d^u 

et  3»  que  la  dérivée  de  -j-  par  rapport  à  x  est-r-r  »   on  trouvera 

dx  dx* 

à'^y      d*y /duy      dyd^u       .„  ,„,  ,,        ..      ' 
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En  dérivant  une  troisième  fois,  on  trouverait  de  même 
d'y      d^y  fdu^  ^      rf*y  d*w  du      dy  d^u 


_d^  /dwV 
dti'  \d  V 


rfx'      du^\dxj  du*  dx^  dx      du  dx^ 

Dans  l'exemple  suivant  : 

y  =  logsinx,    ou  bien    y  =  logtt,     u  =  sinx, 
on  trouve 

dy      A      cPy J_      ^=,£ 

du      u      dtt*  u*      du^      ti' 

du  d*w  d'tt 

^=C08X,       ^ SinX,      ^ C08X, 

et  en  substituant , 

dy      cosx  d*y  co8*x      sinx  i 

dx        U  dx*  u*  u  sin*x 

d'y      2  cos  'x      3  sin  x  cos  x      cos  x 2  eos  x 

djr'  w'  K*  u  sin'x 

25.  Dérivées  successives ,  /e«  deux  variables  étant  données  en  fonc- 
tion d*une  troisième.  —  Supposons  les  deux  variables  y  et  x  données 
en  fonction  d'une  troisième,  de  manière  que  l'on  ait 

y  =  ft,    x  =  Ft. 

On  sait  (N^  10)  que  la  dérivée  première  est  donnée  par  l'équation 

dy 
dy_rt__dt 

dx^¥t~dx' 
Tt 

d*y 
Pour  trouver  la  dérivée  seconde -t4>   dérivons  les  deux  membres 

dx' 

de  l'équation  précédente  par  rapport  à  <,  en  observant  que  x  étant 

fonction  de  t,  on  a 


(S)  <i) 


dx  ^  d*y  dx  ^  d*y  ^,^ 


dt  dx      dt      dx*  dt      dx* 
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mais  la  dérivée  du  second  membre  est 

Ftf't  —  f'tF't 

il  vient  donc 

dx  (Py  dy  d*x 
d}y  Ftf"t  —  fiF't  Tt'lF'^Tt'dfi 
rfx»""  {Fty  ""  /dxy 

\dtj 

d^y 
Une  marche  analogue  fera  connaître  la  valeur  de  -7-,  y   etc. 

PrcûODs  pour  exemple 

yr=sin^,     x==cost. 
On  trouve 

f't  =  cost,    /^'«=  — sin«,     Ff==  — sint,     F'«=— cos«, 

et  par  suite, 

dy  d'y      sin  H  -4-  cos  *î  1  d*y 3  cos  < 

dx  '     dx*         (—  sin  ty  sin  H  '     dx'  sin  H 

24.  Dérivées  successives  des  fonctions  implicites.  —  Passons  à  la 
recherche  des  dérivées  des  différents  ordres  dans  les  équations  impli- 
cites. On  sait  (N*"  20)  que  la  dérivée  du  premier  ordre  de  y  dans 
fi'i  y)  =  ^»  est 

df 

dy  dx 

dx  df 

dy 

Le  second  membre  est  en  général  une  fonction  de  x  et  de  t^  que 
nous  représenterons  par  F(x,  y)  ;  on  a  donc 


1=^(^.2/) 


6 
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et  si  on  prend  la  dérivée  des  deux  membres  par  rapport  à  x,  en  obser- 
vant  que  la  dérivée  du  premier  membre  est  -y^  et  que  la  dérivée  du 

second  est 

dF     dF   dy 
dx      dy    dx 

il  viendra 

d^y,     dF     dF  dy 
dx^      dx      dy  dx 

dy 
ou,  en  remplaçant  --  par  sa  valeur, 

d«y      dF     dF   ^,       , 

Le  second  membre  est  encore  une  fonction  de  x  et  j^  qu'on  repré- 
sentera par  ^(x,  y)  y  de  sorte  que 

qu'on  dérivera  de  nouveau  de  la  même  manière  pour  avoir  -^^ 

25.  Équations  dérivées  successives.  —  Au  lieu  de  chercher  immé- 
diatement les  valeurs  de  -f^j   -r? 9  on  préfère  souvent  suivre  la 

dx     dx* 

marche  suivante  :  on  sait  que  Téquation  dérivée  de 

est,  en  représentant  pour  abréger  la  fonction  par  fei  la  dérivée  -p 

dx 

par  p, 

qui  fera  connaître  ^  quand  on  en  aura  besoin.  Comme  f,'  et  /*/  con- 
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tiennent  x  et  y  et  que  p  est  une  certaine  fonction  de  x  et  y  ou  plutôt 
de  X  seul,  puisqu'on  peut  concevoir  y  remplace  par  sa  valeur  en  or, 
on  considérera  le  premier  membre  de  cette  équation  comme  étant  une 
fonction  de  x  variable  indépendante,  de  y  fonction  de  x  et  de  p 
fonction  de  x.  Si  donc  on  convient  de  représenter  par  /i''y,  /*%,  les 
dérivées  de  fj  par  rapport  à  la  lettre  y  et  par  rapport  à  la  lettre  x, 
et  par  /^%,  /y''y,  les  dérivées  de  fy  par  rapport  h  x  eiy,  il  viendra 
en  prenant  la  dérivée  totale  des  deux  membres  de  cette  équation  par 
rapport  à  x , 


^A' +pAy';- +pV,':,  +  fA^-^pfA.^o, 


qui  est  Véquation  dérivée  seconde  de  Téqualion  donnée,  d'où  Ton 

,    dp       à}%i     „  ,  dp 

tirera  la  valeur  de -^  ou  y~-  En  représentant^  par  ç,  on  consi- 
dérera de  même  la  fonction  qui  forme  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion précédente  comme  contenant  des  x,  des  y  fonction  de  x,  desp 
fonction  de  x  et  des  q  fonction  de  x,  et  si  l'on  prend  la  dérivée  totale, 

on  aura    Véquation  dérivée  troisième  contenant  -r^  ou  -7^  =  r,  qui 

CvX         CIX 

servira  à  déterminer  -7-?  • 

ax' 

Souvent  au  lieu  de  la  notation  fj[y  qui  indique  le  résultat  d'une 

double  dérivation,  la  première  par  rapport  à  la  lettre  x  et  la  seconde 

«/Y 
par  rapport  à  la  lettre  y,  on  emploie  la  notation       '    à  laquelle  on  est 

conduit  par  la  considération  des  infiniment  petits.  L'équation  précé^ 
dente  devient  alors 


dfdhj  ^    d^f  dy  ^  d^f/dyy  ^  d^f  ^    d^f  dy_^ 
dy  dx*     dydx  dx      dy*  \dxj       dx*      dxdy  dx 


Prenons  pour  exemple 


xy  —  1  ==  0. 
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On  tire  de  là 


^I^y      ^=:r      ^=0      ^-0      -^-1      -^-1 
dx      y'     dy        '     dx*     "'     dy»      "'     dydx~^'     dxdy~*' 


^  =  0.  etc. 


L*ëquation  dérivée  première  est  donc 

Les  équations  dérivées  seconde,  troisième,  etc.,  sont 

_  dy         <Py 
dx         dx* 

dx*         cb* 

26.  Équations  différentieUe9  successives  d'une  fonction  implicite. 
—  Les  principes  de  la  différenciation  conduisent  d'une  manière  sou- 
vent plus  commode  aux  équations  dérivées  successives  d'une  équation 
implicite  donnée.  La  même  équation  nous  servira  d'exemple;  sa  diffé- 
rentielle est 

xdy  -^  ydx  =  0. 

Si  on  différencie  de  nouveau  en  traitant  x,  t/,  dy  comme  variables 
et  dx  comme  constant,  on  trouve  successivement, 

xd*y  H-  ^Idydx  =  0, 

xd^y  -♦-  5rf*ydx  =  0, 

xd*y  -H  id^ydx  =  0, 

qui  sont  les  équations  différentielles  seconde,  troisième,  etc.,  de 
l'équation  implicite  proposée.  Elles  reproduisent  exactement  les  équa- 
tions dérivées,  en  divisant  les  deux  membres  de  la  première  par  dx*, 
et  par  c/x',  dx* les  deux  membres  de  la  seconde,  de  la  troi- 
sième, etc. 
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Les  mêmes  principes  peuvent  servir  à  déterminer  les  dérivées  des 
ordres  supérieurs  -r-^»   -r^ ,  quand  la  relation  entre  les  variables 

dx*       (MC* 

est  donnée  par  un  système  de  deux  équations  contenant,  comme  à  la 
Gn  du  N""  20,  une  troisième  variable  t, 

/'(x,y,  0  =  0, 

F(x,y,  0  =  0; 

car  en  prenant  les  équations  dérivées  successives  de  ces  deux  équa- 
tions par  rapport  à  la  variable  f ,  savoir 

dfdx      dfdy      d£_        dF  dx      dF  dy     dF__r. 
dxdt'^dy  dt'^  dt'^   '     dx  dt'^  dy  dt'^  dt  "~    ' 

dfd^x      d^f/dxy      dH  dxdy  ^    dF  d*x 

dx  d(^      dx\dtj      dydx  dt  dt  dx  dt^  ' 

dx     dy     cPx 
on  pourra  déduire  de  ces  équations  les  valeurs  de  -7-»   ^j  -t-^î 

<Py 

— ~ pour  les  substituer  dans  les  formules  du  N"  23. 

or 

27.  Changement  de  la  variable  indépendante.  —  Les  dérivées  suc- 

dy     d^y 

cessives  -r-»  -~ tirées  des  équations 

dx     dx* 

A'^>y)  =  0    ou    y  =  fx 

ont  été  prises  jusqu'ici  en  supposant  x  variable  indépendante,  ou,  au 

point  de  vue  de  la  considération  des  différentielles,  en  supposant  dx 

dx     d^x     d'x 

mvariabic.   Si  on  voulait  avoir  les   dérivées  -r-»  -7-^»  ^-: 

dy     dy*     dy» 

pour  lesquelles  x  devient  la  variable  dépendante  et  y  la  variable  indé- 
pendante, il  faudrait  reprendre  les  dérivations  successives  de  la  fonc- 
tion donnée,  dans  cette  nouvelle  hypothèse  ;  mais  il  existe  entre  ces 
deux  espèces  de  dérivées ,  des  relations  telles  que ,  si  les  premières 
ont  été  calculées,  on  pourra  immédiatement  connaître  les  secondes. 
Pour  trouver  ces  relations,  remarquons  que  Téquation  y  =^  fx  peut 
élre  remplacée  par  le  système  des  deux  équations 

y  =  ft,    X  =  t 
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et  en  prenant  la  nouvelle  variable  t  pour  variable  indépendante,  on 

dx     (Px     rf'x  ,       , 

a  vu  (N~  10  et  25)  que  les  dérivées  -t->   -r-r»   -7-7^10.,  sont  données 

(*y    »y     »y 

par  les  formules 

dx  dy  d^x     dx  d^y 


dx __dt^      dPx_  di  dl^       dt  dl*       rf»jr_ 
dy'^dy'    dy^~         /dy\        '     ^""  ^ 
di  \dt) 


Or  réquation  x  =  t  donne 

dt""*'      d««""" 

et  les  formules  deviennent,  en  observant  que  dl  =  c/x, 


dx       i        d*x  dx*         d*x 

dx 


(S)' 


=  elc. 


qui  remplissent  évidemment  le  but  qu'on  se  proposait.  En  tirant  de 

dw     d!^y 

ces  équations  les  valeurs  des  anciennes  dérivées  -p-9    -^ et  en 

dx     dx* 

les  substituant  dans  les  équations  dérivées  totales  trouvées  plus  haut 
(N^  20  et  25),  on  obtiendra  les  équations  dérivées  prises  dans  l'hypo- 
thèse de  y  variable  indépendante. 

La  première  de  ces  équations  donne  lieu  i  une  remarque  impor- 
tante. Si  on  dérive  Téquation 

en  prenant  x  pour  variable  indépendante,  on  a  pour  équation  dérivée, 

dy    dx      dx        ' 
et  pour  équation  différentielle,  en  multipliant  par  dx, 

-/dy  4--/dx=:0. 

dy   ^       dx 
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En  changcanl-^  ^°  J"*   ^"  ^  P^"^  équation  dérivée,  dans  Tliypo- 

thèse  de  y  \ariable  indépendante, 

^L+^  =  0      ou     ^+^^=0 
dydxdx        '  dy      dx  dy 

et  pour  équation  différentielle,  en  multipliant  par  e(j/, 

ay  ax 

On  voit  donc  que  Véquation  différentielle  première  d'une  équation  à 
deux  variables  reste  la  même  quelle  que  soit  celle  des  deux  que  l'on 
prenne  pour  variable  indépendante.  Cette  remarque  ne  s'applique 
qu'aux   équations  différentielles  premières. 


CHAPITRE    II. 


Applications  analytiques  du  calcul  différentiel.  Détermination  de  la  vraie  valeur 
des  fonctions  qui  deviennent  ~  pour  une  certaine  valeur  attribuée  à  la  variable. 

—  Fonctions  qui  deviennent  ^.  —  Fonctions  qui  deviennent  0^,  oo  ®.  —  Fonc- 
tions qui  deviennent  i^ ,  Développement  d*une  fonction.  —  Développement  de 
Taylor.  —  Formule  de  Maclaurin.  —  Utilité  des  développements  des  fonctions 
en  série.  —  Convergence  des  séries.  —  Terme  sommatoire  de  la  série  de  Taylor. 

—  Limite  de  la  série  de  Taylor.  —  Conséquences  relatives  à  la  convergence  de 
la  série  de  Taylor.  —  Limite  de  la  série  de  Maclaurin.  — Conséquences  relatives 
&  la  convergence  de  la  série  de  Maclaurin.  —  Série  de  Taylor  en  défaut.  — 
Développement  d*une  fonction  suivant  les  puissances  entières  d^une  fonction 
donnée  de  la  variable.  —  Formule  pour  le  retour  des  suites.  —  Formule  pour 
la  résolution  des  équations  numériques.  —  Maximum  et  minimum  des  fonctions 
d^une  seule  variable.  —  Valeurs  imaginaires  des  sinus  et  cosinus.  Logarithmes 
de  Tunité.  —  Racines  de  Tunité.  Racines  des  équations  &  deux  termes.  —  Dé- 
veloppement de  cos"»x,  sin"»a;.  — Formule  de  Moivre.  Développement  de  eosmx 
et  sin  mx.  —  Quelques  valeurs  symboliques  remarquables. 

28.  Détermination  de  la  vraie  valeur  des  fonctions  qui  devien- 
nent ^  pour  une  certaine  valeur  attribuée  à  la  variable.  —  Proposons- 
nous,  pour  première  application  analytique  du  calcul  différentiel,  de 

p 
trouver  la  limite  vers  laquelle  converge  la  fraction  -  9   lorsqu*en  fai- 

sant  converger  X  vers  une  valeur  constante  a,  les  deux  termes  P  et  Q  qui 
sont  des  fonctions  de  Xy  convergent  à  la  fois  vers  zéro,  ou  lorsque  la 
fraction  se  présente  à  la  limite  sous  la  forme  ^*  Remarquons  d'abord 
que  lorsqu'une  fonction  P  de  x  s'évanouit  pour  x  =  a,  on  doit  en 
cx)nclure  que  a  est  une  des  racines  de  l'équation  P  «=  0  et  par  suite 
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da  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations ,  P  doit  être 
divisible  exactement,  une  ou  plusieurs  fois,  par  x  —  a,  du  moins  si 
cette  fonction  est  rationnelle  et  algébrique;  en  sorte  que  P  pourra 
être  mis  sous  la  forme  P'  (x  —  a)"»,  dans  laquelle  P'  ne  s'évanouit 
plus  pour  X  ==  a.  On  reconnaît  de  même  que  Q  doit  être  de  la  forme 
(y  (x  —  o)*  et  par  conséquent 

P      F  (x  —  g)** 
Q""Q'(ac  — a)»' 

On  voit  par  cette  décomposition ,  pour  quel  motif  les  deux  termes 

p 
de  la  fraction  jr  s'évanouissent  à  la  fois  pour  x  =  a  ;  on  voit  aussi  qu'en 

supprimant  le  facteur  commun  x  —  a,  on  connaîtra  la  vraie  valeur 

P  P' 

de  la  fraction  rr  •  Ainsi,  si  m  =  n,  la  vraie  valeur  est  —  dans  laquelle 

X  doit  être  remplacé  par  a.  Si  m  ]>  n,  la  fraction  est  réductible  à  la 

P'  (x  —  a)*"^ 
forme jr;-^ —  qui  devient  zéro  pour  x  =  a.  Enfin  si  11"^  m, 

P'  P' 

elle  est  réductible  à  la  forme  r—-. r et  pour  x  =  a,  il  vient— 

Q'(x  — a)--^      *  •  0 

ou  l'infini. 

H  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir,  que  si  l'on  pouvait  découvrir  le 

facteur  commun  de  ces  deux  termes,  on  connaîtrait  immédiatement  la 

vraie  valeur  de  la  fraction;   mais  cette  recherche  est  souvent  fort 

longue^  surtout  pour  les  fonctions  irrationnelles  ou  transcendantes. 

Le  calcul  différentiel  conduit  à  une  solution  très  simple  et  générale 

de  la   question  ;  en  effet  si  a  est  la  valeur  de  x  qui  fait  évanouir  les 

deux    termes,   en  remplaçant  x  par  a  +  A,  la  fraction  deviendra 

-^ -7  et  il  suffira  de  faire  h  nul  pour  retrouver  la  valeur  cher- 

f{a  H-  h) 

chée  ;  or  en  désignant  par  0  et  ô'  deux  facteurs  inconnus  compris 

entre  0  et  i,  on  sait  (N*"  h)  que  les  deux  termes  de  cette  fraction 

se  transforment  de  la  manière  suivante  : 


qui  se  réduit  h 


F  (a  -^h)Fa'\-hF{a-¥'  QA) 
/•(a-^A)~  fa -\- hf  (a -^  ^'h) 

F(a -♦- A)      F^(a -4- 9A) 
f{a  -^  A)  "■  f\a  -h  ô'A)  ' 
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parce  que  Fa  et  fa  sont  ouïs  par  hypothèse.  Si  on  fait  converger  h 
vers  zéro,  cette  ëgalitë  devient 

Fa  _  F'a 

d'où  résulte  ce  tliëorème  :  le  rapport  de  deux  fonctions  qui  s'éva- 
nouissent à  la  fois  quand  on  attribue  d  la  variable  une  certaine 
valeur f  est  égal  au  rapport  des  dérivées  de  ces  deux  fonctions. 

Si  les  deux  dérivées  premières  s'évanouissent  elles-mêmes  pour  la 
valeur  attribuée  &  la  variable,  il  est  visible  qu'en  opérant  sur  celles-ci 
comme  on  Ta  fait  sur  les  fonctions  primitives,  on  sera  conduit  à  cette 
conclusion,  que  le  rapport  cherché  est  représenté  par  le  rapport  des 
dérivées  secondes  et  qu'en  général ,  il  est  représenté  par  le  rapport 
des  deux  dérivées  de  même  ordre  les  moins  élevées  qui  ne  s'évanouis- 
sent pas  simultanément. 

4  —X 
Prenons  pour  exemple  la  fraction qui  devient  §  pour  x=  i. 

On  trouve,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  termes, 

—  1        i 


~2x      2 
pour  la  valeur  cherchée.  La  fraction 

3.t'  —  o*  —  2ax 
x'  —  5ax  -♦-  4a* 

qui ,  pour  x  =  a ,    devient  § ,   donne  en  prenant  les  dérivées  des 
deux  termes, 

6x  —  2a  4 


2x  —  5a  3 

On  trouve  de  la  même  manière,  p  ur  x  =  0, 

a'—  ft* 

— - —  =0,     =  log  a  —  log  6,     =00 

selon  que  l'on  a»i<1,  w  =  loun>i.    On  trouve  encore  pour 
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x  =  Oy  en  dérivant  plusieurs  fois  le  numérateur  et  le  dénominateur, 

i  —  C08  X      i       e*  —  er*  —  2x  x  —  sin  a;      i 

i =â*     : =  2, — =^' 

X*  2  X  —  sm  X  x'  6 

29.  Fonctions  qui  deviennent  ^-  —  Si  les  deux  termes  de  la  frac- 

Fx 
tien -7-  deviennent  à  la  fois  infinis  pour  une  valeur  a  de  la  variable, 
fx 

on  trouvera  la  vraie  valeur  en  effectuant  les  opérations  indiquées  plus 

haut,  sur  la  fraction  mise  sous  la  forme 

1 

fi 

T' 

Fx 

qui  devient  §  pour  x  =  a.  En  prenant  la  dérivée  des  deux  termes  de 
cette  fraction,  on  trouve 

rx 


~Fi^\fx)  Fx 


F«x 

et  par  conséquent ,  en  représentant  par  A  ce  que  devient  la  fraction 

Fx 

doonde  -zr-  quand  x  =  a , 

A=A*^,     d'où     A=-— . 
Fa  fa 

On  voit  par  là  que  la  règle  indiquée  plus  haut  est  commune  aux  cas 
où  les  deux  termes  deviennent  à  la  fois  nuls  ou  infinis. 
Prenons  pour  exemple  la  fraction 

i_ 

e 


X* 


qui  devieot  J  pour  x  =  0,  quand  m  est  positif.  Si  on  y  applique  la 
règle  précédente,  il  se  présente  une  diificulté  que  Ton  évite  en  faisant 


X*  =  -  > 


1 

y 
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ce  qui  transforme  la  fraction  donnée  dans  celle-ci 


dont  les  deux  termes  sont  infinis  pour  y  =  oo  c'est-à-dire,  pour  x  ==s  0; 
la  vraie  valeur  est  donc  la  même  que  celle  de 


fwy« 


?-i 


2    ey 


X 


Celle-ci  devenant  aussi  ^  pour  y  =  «  ,  a  pour  valeur 

et  ainsi  de  suite.  Or,  si  m  est  un  nombre  entier  et  pair,  après  ud 

nombre  rr- de  dérivations  successives,  on  trouvera  la  fraction 
2 

i'2«3*4 -— -     — f 

2      e» 

dont  le  dénominateur  seul  devient  infini  pour  y  ;«  oo  ;  la  vraie 
valeur  cherchée  est  donc  zéro.  Si,  au  contraire,  m  est  impair  ou  frac- 
tionnaire, il  est  visible  qu'après  un  nombre  n  de  dérivations  immé- 

diatement  supérieur  i  -—  9   l'exposant  de  y  deviendra  négatif  de  la 

vu 
forme  —-  —  n  ;  on  pourra  donc,  en  faisant  descendre  y  au  dénominateur 

Jé 

faire  en  sorte  que  le  numérateur  soit  un  nombre  constant,  positif  et 
fini  — (•—  —  4  )(-^  —  2J ,  tandis  que  le  dénominateur  prendra 

la  forme  y     *  e'  et  sera,  par  conséquent  encore  infini;  la  fraction 

e    «• 


est  donc  nulle  pour  x  =  0  quand  m  est  positif. 
La  méthode  précédente  serait  évidemment  en    défaut  si  toutes 
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les  dérivées  successives  du  numérateur  et  du  dénominateur  étaient 
nulles  ou  infinies  pour  la  valeur  donnée  à  la  variable ,  comme  cela  a 
lieu   pour  les  fractions 

l/x  —  (/a  -4-  2^/x  —  a  log  sin  x 

j/^8  _  «2  ^       log  tang  X 

dont  tics  deux  termes  sont  nuls  et  infinis  et  ont  des  dérivées  succes- 
sives toutes  infinies  pour  x  =  a  et  x  =  0.  Il  faut  dans  ce  cas,  chercher 
à  découvrir  directement  le  facteur  commun  qui  fait  évanouir  les  deux 
termes  de  la  fraction  ou  leurs  dérivées.  En  décomposant  la  première 
fraction  de  cette  manière 


^/x  — t/o-^-  2t/(t/x-"t/ô)(f/x-4-  ;/a) 
1/ (x  -H  a)  {|/x -4-  j/a)  (j/x  —  (/a) 

l/j/x  —  i/â[/[x  -♦-  a)  (j/x -4-  j/â) 

on  reconnaît  que  iXj/x  — |/â  est  facteur  commun  et  on  trouve 
m    /  -.  pour  vraie  valeur.  Quant  à  l'autre,  sa  vraie  valeur  est  l'unité. 

Si  les  deux  termes  de  la  fraction  étaient  fonctions  de  deux  varia- 
bles (x,  y)  liées  entre  elles  par  l'équation 

et  que  ces  deux  termes  devinssent  nuls  pour  certaines  valeurs  (a,  6)  de 
(JP»  y)  satisfaisant  à  cette  dernière  équation,  la  vraie  valeur  de  la  frac- 
lion  s'obtiendrait  encore  en  prenant  les  dérivées  des  deux  termes  par 
rapport  à  x ,  pourvu  que  l'on  considérât  y  comme  fonction  de  x , 
puisqu'on   peut  concevoir  y  remplacé  par  sa  valeur  en  x  tirée  de 

f(x^  y)  =  0.  Ainsi  pour-  ,       ,  >   la  vraie  valeur  est 

d[  dF     dFdy      ^^_^^ 

dy  _^      dx  'dx'^'dy  dx       dx  dy      dy  dx 

'duc  Jf^  d<p      dff  dy  "^  d^df  ^d^d£ 

dy  dx      dydx        dx  dy      dy  dx 
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après  qu'oQ  aura  remplace  (x,y)  par  (o,  6).  Cette  seconde  valeur  résulte 

dy        ,  dx 

de  ce  que  dans  /"(x,  y)  =  0,    ,  -  est  égal  à  —  -tt:  •  Ainsi ,  si  on  cherche 

dy 

dy 
ce  que  devient  pour  x  =  0  la  dérivée  -p-  tirée  de 

dx 

on  trouve  y  =  0  et 

dy      o*x  —  2x(x*  -f-  y') 

"    '    -  •— ^— ^^^— i— 1^— ^— — .— ^^-^^^—  • 

dx      a*y  -t-  2y  (x*  -i-  y*) 

En  dérivant  les  deux  termes,  puis  faisant  (x  =  0,  y  =  0)  et  désignant 

dy 
par  A  la  valeur  correspondante  de  —y   il  vient 

dx 

a* 
A=— -     d'où      A  =  ±i. 
o'A 

30.  Fonctions  qui  deviennent  0®,  oo  *».  —  Cherchons  encore  la  vraie 
valeur  de  Fx^*,  lorsque  Fx  et  fx  deviennent  nuls  pour  une  même 
valeur  a  de  la  variable.  £n  représentant  cette  fonction  par  u,  il  vient 

lojT  Fx 
u  =  Fxf'y    log  u  =  /x  log  Fx  =  -2 

fk 

Cette  dernière  expression  prend  la  forme  —  ^  pour  x  =  ci,  puisque 
log  0  est  égal  à  l'infini  négatif;  sa  vraie  valeur  est  donc 

_Fa_      paF'a 
ra  ""  "^  Faf'a 

qui  se  réduit  a  -^  fa  ou  h  zéro,  parce  que  les  fonctions  fa  et  Fa 
étant  nulles,  leur  rapport  est  égal  à  celui  de  leurs  dérivées.  Le  log 
de  u  étant  zéro,  on  en  conclut  que  généralement  la  valeur  limite  d'une 
fonction  qui  prend  la  forme  O""  est  l'unité. 
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Si   Fx,  au  lieu  de  devenir  zéro  devenait  infini,   c'est-à-dire,  si 

la  fonction  donnée  prenait   la   forme  00%   les  deux  termes   de  la 

log  Fa 
fraction  — - —  seraient  infinis  et  la  vraie  valeur  de  log  u  serait  encore 

donnée  par 

fa*  Fa 

'  m 


log  u  =  — 


Fafa' 


Fa 
mais  les  deux  termes  de  la  fraction—  étant  infinis  en  même  temps,  on  a 


/■« 

Fa_      ra fa*  F'a , 

i   ~      f'a~~         f'a    ' 


fa  fa* 

la  valeur  de  log  u  se  réduit  donc  à /a  ou  à  zéro,  d'où  Ton  conclut 
que  00  **  est  aussi  égal  à  l'unité. 

31.  Fonctions  qui  deviennent  i*.  —  Enfin  si  pour  x  =  a,  Fx  con- 
vergeait vers  l'unité  et  fx  vers  l'infini,  en  opérant  comme  plus  haut, 

log  Fx 
il  est  visible  que  — r —  convergerait  vers  §  et  par  suite,  que  Ton  aurait 

1 

Jx 

aussi 

naF'a 

Fx  — i 
mais  Fx  convergeant  vers  l'unité,  la  fraction — - — converge  vers 

1 


:;  cl  Ton  a 

Fa—\ ra 

fa  fa^ 

la  valeur  de  log  u  devient  donc 

{Fa-i)fa__f^ 
Fa  Fa 

Fa  —  i 


A 
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et  comme  cette  dernière  se  présente  sons  la  forme  ^ ,  elle  devient  enfin 


00 

logt/  =  — 4!î(Fa  — 1)*    d'où    ti  =  e*"'^^^''~"*^*. 
Fa 

1 

On  trouve  ainsi   cosx<îo^*=l  pour  x==0,    langx**°8**^=-  pour 

e 

xr=j9   (1 -t-x)*  =  e  pour  x  =  0,   sinver x**"8*=-pour  x  =  -ct 

1  n 

~"~  — »  jt  lit    it 

enfin  pourx  =  0,  (1 -*- x*)«*=e"*  .  Cette  dernière  fonction 
devient  e,  i  ou  oo  selon  que  m  positif  est  égal,  supérieur  ou  infé- 
rieur à  n  positif. 

5â.  Développement  d'une  fonction.  —  On  dit  qu'une  fonction  fx 
est  développée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable  x, 
lorsqu'on  a  transformé  identiquement  fx  en  une  autre  fonction  de  la 

forme 

Ax«  -+-  BxP  -¥•  Cx*^  -H  etc. 

dans  laquelle  les  coefficients  A,  B,  G,  D et  les  exposants  a,  ^,7 

sont  finis  et  indépendants  de  x.  Remarquons  d'abord  que,  de  quelque 
manière  que  Ton  arrive  à  ce  développement ,  que  nous  supposerons 
toujours  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  a,  p^  7....  de  x,  le 
résultat  doit  toujours  être  le  même ,  pourvu  que  l'on  n'assigne  à  x 
aucune  valeur  particulière,  ou  en  d'autres  termes,^ qu'une  même 
fonction  ne  peut  donner  lieu  à  deux  développements  différents  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  la  même  variable;  en  effet,  si 

A'x«'  -*-  WxP'  -4-  C'xV  -H  etc. 

pouvait  être  un  second  développement,  on  aurait  pour  toute  valeur 
de  X, 

Ax«  -+-  BxP  -H  etc.  ==  A'x«'  h-  WxP'  -h  etc (i) 

Observons  d'abord  que  s'il  y  avait  de  part  ou  d'autre  des  exposants 
négatifs,  en  multipliant  les  deux  membres  par  x  élevé  à  une  puis- 
sance supérieure  au  plus  grand  exposant  négatif,  ils  deviendraient 
tous  positifs  et  que  par  conséquent  il  suffit  de  démontrer  l'identité  en 
supposant  tous  les  exposants  positifs.  Or,  si  on  suppose  a.'  plus  grand 
que  a,  il  vient  en  divisant  par  x**, 

A  ^-  Bx^-«  -4-  CxV-«  -f-  etc.  =  A'x«'-«  -h  B'x?'-«  -+-  Cx'^'-^  -h  etc. 
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Pour  X  =  0  le  premier  membre  se  réduit  à  la  constante  A  ;  il  doit 
donc  être  de  même  du  second  membre,  ce  qui  ne  pourrait  arriver 
si  a!  était  supérieur  à  a,  puisque  tous  les  termes  disparaîtraient,  tandis 
que  pour  tt'  ^=(t  Téquation  se  réduit  à 

A=A'. 

Si  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (i)  on  supprime  les  deux 
tcnnes  égaux  Ax^  et  A'x^\  celle-ci  devient 

Bx?  -H  Cx^  -H  etc.  =  Rx?'  -+-  Cx'^'  -i-  etc. 

et  on  démontrera  de  la  même  manière  l'égalité  des  autres  termes; 
d'où  l'on  conclura  que  les  deux  développements  sont  identiques. 

33.  Développement  de  Taylor.  —  Avant  de  nous  occuper  du  déve- 
loppement de  fx  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  nous  cher- 
cherons un  développement  plus  général  et  qui  renferme  le  premier 
comme  cas  particulier.  Si  dans  fx  on  donne  à  x  un  accroissement  A, 
la  fonction  devient  f(x  +  h)  et  proposons-nous  de  développer  cette 
dernière  suivant  les  puissances  ascendantes  de  A,  c'est-à-dire,  sous  la 
forme 

i4A«  -^  Bk?  -H  Ch'^  -4-  etc. 

A  y  Bj  C a,  p,  7 étant  indépendants  de  A.  On  a  vu  (N®  5)  que 

f(x  4-  h)  peut  toujours  se  décomposer  de  cette  manière 

/•(x  -H  A)  ==  /x  -H  Af  (x  -♦-  eA) 

quand  X  reste  variable.  Mettons  cette  équation  sous  la  forme 

f{x  ■^h)^fx-^hR, 

<^D  faisant 

iî  =  /-'(x-4-eA). 

^mme  cette  égalité  doit  subsister  pour  toute  valeur  de  A,  les  déri* 
vées  successives  des  deux  membres  par  rapport  à  cette  lettre  seront 
aussi  égales;  or,  on  sait  qu'en  représentant  x  -4-  A  par  x',  la  dérivée 
de  fx  par  rapport  à  A  est  (N®  8) 

c'est-à-dire,  que  cette  dérivée  s'obtient  en  prenant  la  dérivée  de  fx  par 

8 
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rapport  à  x  et  en  remplaçant  ensuite  x  par  x  -h  A.  On  reconnaît  de 
même  que  les  dérivées  seconde,  troisième,  etc.  de  f[x  -^  h)  par  rap- 
port k  h  sont  f\X'^h)y  /*'"(x -+- A). ;   on  a  donc  cette  suite 

d'égalités 

/•(X+  A)  =  /x-*- Alî, 

/•'(x^A)  =  lî-+-A^» 

an 

fix  -H  A)  =  2 h  A  — 

'  ^        ^         dh         dh* 

r(xH-A)«3^^A_ 


'     ^  '  dA*-^  dA* 

d'où  l'on  tire,  en  additionnant,  après  avoir  multiplié  les  deui  membres 

A* 
de  la  deuxième  par  —  A,  de  la  troisième  par  +  -r— ^  9  de  la  quatrième 

—  A' 
par  et  ainsi  de  suite, 

fi^ ^  h)-hf\x  +  h)  -^^("[x  +  h)-j^^f"\x  +  h) 


A*                                         A"+*       d"/? 
4.2 n'     ^  *      '        4.2.3 n  dk'' 

Si  on  change  x  -h  A  en  x'  et  par  conséquent  x  en  x'  —  A  et  qu'ensuite 
on  substitue  —  A'  à  +  A,  il  viendra,  en  supprimant  tous  les  accents , 

/(x+ A)==/x-f-Arx-*-  7-^  T'x h  -— f<*'xH 1  —  I . 

'^        ^     '         '         4.2'  4.2....»'  4.2.5.. ..n\dAV 

Il  est  à  remarquer  que  ces  transformations  doivent  aussi  être  faites 

d*jR 

dans  la  valeur  de  -z-i-9   dont  il  sera  question  plus  loin  et  que  nous 

mettons  entre  parenthèses  pour  rappeler  ce  changement. 
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Le  second  membre  de  cette  équation  donne  le  développement  de 

(d*R\ 
)  soit 

une  fonction  inconnue  de  A,  il  est  cependant  visible  que  si  on  déve- 
loppé par  un  moyen  quelconque  -r-r—- ; (  -rr  I  en  série  sui- 

"^    ^  ^      ^  T      j23 (n -f- i  )  \rf  A»»/ 

vaut  les  puissances  de  A ,  il  en  résultera  un  nouveau  développement 

A* 
dont  le  premier  terme  prendra  rang  après  r-— f^^'^x  et  que,  par 

conséquent,  les  premiers  termes  du  développement  de  f{x  +  A)   ne 

changeront  plus;  en  effet  pour  que  (  — -  i  put  donner  des 

termes  contenant  le  facteur  A  à  des  puissances  inférieures  à  n  +  1 , 

il  faudrait  que  le  développement  de  (  — -  )  contint  des  termes  divisés 

\aA*'/ 

par  A"  et  par  conséquent  que  i  —  j  devint  infini  pour  A  =  0,  ce  qui 
ne  peut  arriver  ;  car  si  de  l'équation  précédente  on  tire 

(dÂ^h'-''"  •" li^^ 

et  qu'on  cherche  ce  que  devient  le  second  membre  pour  A  =  0 ,  on 

i 

trouve  qu'il  se  réduit  à  ^  égal  & /'^'•+*^x. 

n  -*-  1 

Comme  l'indice  n  peut  croître  indéfiniment,  on  posera  en  général 

f{x  +  h)  =  fx  +  hrx  +  ^  f'x  +  ^  f"'x  +  etc. 

pourvu  que  l'on  suppose  illimité  le  nombre  de  termes  de  cette  série 
dont  la  loi  est  évidente.  Elle  ne  sera  limitée  que  si  la  fonction  fx  est 
telle  que  les  dérivées  successives  sont  toutes  nulles  à  partir  d'un  cer- 
tain rang,  ce  qui  évidemment  n'aura  lieu  que  si  fx  est  de  la  forme 
ax~  -+-  frx"  +  etc  ,  m  et  n  étant  des  nombres  entiers  et  positifs. 

Celte  formule  est  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Taylor.   En 
représentant  fx  par  y,  on  la  met  aussi  sous  la  forme 

'^  '      ^         dar      i.2rfx*      1.2.5  dx» 
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Si  Ton  admet  à  priori  la  possibilité  de  développer  f{x  +  h)  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  A ,  on  démontre  la  formule  de 
Taylor  d'une  manière  très-simple  par  la  méthode  des  coefficients  in- 
déterminés ;  supposons  en  effet  f{x  +  A)  développé  de  cette  manière 

f{x-^h)  =  A  -^Bh-^  Ch*  -*-  Z)A»  h-  etc. 

Af  Bj  Cy  D étant  des  coefficients  inconnus  et  indépendants  de  A. 

Cette  équation  devant  subsister  pour  toute  valeur  de  A,  les  dérivées 
des  deux  membres  par  rapport  à  A,  seront  aussi  égales;  on  a  donc 
cette  suite  d'égalités ,  en  se  rappelant  la  dérivée  trouvée  au  numéro 
précédent  pour  f{x  +  A)  par  rapport  à  A, 

/■(x  -4-  A)  =  i4  -+-  ifA  -♦-  CA«  -+-  />A»  -+-  etc. 

/•'(x  ^  A)  =  J?  -^  2CA  -4-  3DA«  -♦-  4£'A'  -+-  etc. 

f"{x  -4-  A)  =^  2C  -4-  2.3DA  -♦-  5AEh*  -f-  etc. 

f"'{x  -4-  A)  =.-  i.2.3i>  -¥-  2.3.4£'A  -♦-  etc. 


Ces  égalités  doivent  être  vérifiées  pour  toute  valeur  de  A,  et  pour 
A=:0,  on  trouve 

1 

E  =» f""Xy  etc. 

1.2.3.4'       * 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de  f{x  h-  A) ,  oq 
obtient  la  formule  de  Taylor. 
Appliquons  cette  formule  à  quelques  exemples.  Supposons 

< 

^  =  x"*; 
il  vient 

fg  =  X*,    fx  =»  mx"*-* ,    f^x  =  m{m  —  1  )x"^', 

/•'"x=»  m(m—  l)(m  —  2)x"'-^ 

et  par  conséquent, 

(x  -4-  A)"*  =  x~  -4-  mx*»-*  A  H — ^-r-z — x"^'A* 
^  ^  i.2 

m(m  — l)(m  — 2) 

-4-  — ^^ -4^- ^  X"»-»  A'  -+-  etc. 

1.2.3 
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On  voit  par  1&,  que  la  formule  du  binôme  de  Newton,  que  nous 
n'avons  supposée  au  N°  15  démontrée  que  pour  le  cas  d*un  exposant 
entier  et  positif,  est  encore  vraie  pour  un  exposant  quelconque. 

i 
Pour  la  fonction  -9  il  vient 

X 

112  2.5 

'         X  x*  a;'       '  X* 

et  Ton  trouve  en  substituant , 

1  1       A      A«      A'      A* 

T-i :  —  etc. 


x  -f-  A      X      ar*      x'      x*      x* 

II  est  visible  qu'on  serait  arrivé  au  même  résultat  en  effectuant 
directement  la  division  de  1  par  x  +  A. 
Pour  sinx,  on  a 

/x  =3  sin  X,    /^x  =  cos  x,    fx  =  —  sin  x,    /"'"x  =  —  cos  x,  etc.  . 

et  par  conséquent 

.    ,         ,v        .  Acosx       A'    .  A' 

sin  (x  H-  A)  =  sin  x  h sin  x  —  t-zt-z  cos  x  -h  etc. 

^  ^  1  1.2  1.2.5 

On  trouve  de  même 

A  sin  X       A^  A' 

cos  (x  -*-  A)  =  cos  X -r— •  cos  x  -♦-  -r-r—=  sin  x  -h  etc. 

^  '  1  1.2  1.2.5 

Il  est  à  remarquer  que  si  dans  sin  x,  sin  A,  sin  (x  +  A),  les  arcs  de 
cercle  x,  A,  x  +  A  peuvent  être  exprimés  en  degrés,  minutes  et 
secondes ,  cependant  les  arcs  x  et  A  placés  en  dehors  des  lignes  trigo- 
Dométriques  sont  toujours  des  nombres  abstraits,  représentant  les 
longueurs  de  ces.  mêmes  arcs  comptés  sur  la  circonférence  qui  a  l'unité 

pour  rayon  et  par  conséquent  estimés  à  raison  de— -pour  chaque 

degré. 
La  fonction  a*  donne 

fx  =  a',     /"'x  =  a'  log  a,    f'x  =  a'  log  «a,     f"x  =  a'  log  »a ,  etc. 
d'où  il  résulte  que 

A  log  a  A*log*a  A^log^a 

a'+*  =  0'-+-  a' — -^  ^  o'— -^—  -t-  o*    ,  /,    -^  etc. 

1  1.2  1.2.0 
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Si  on  suppose 

y  =  fx  =  logXy 
on  trouve 

1  12 

fx  =  -'  Log  c ,     f'x  = 5  Log  c,     /""'x  =  —  Log  «,  etc. 

•C  «u  •» 

et  par  conséquent 
Log(xH-A)  =  Logx-f.(^---- +----_  + etcj  Loge. 

54.  Formule  de  Jfaclaurin.  —  La  formule  de  Taylor  conduit  au 
développement  d'une  fonction  fx  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  sa  variable  ;  en  effet ,  si  on  fait  x  égal  k  zéro  et  qu'on  représente 

par/b,  /"'o,  f'o ce  que  deviennent /x,  /'x,  f'x quand  on  y 

fait  X  nul,  et  qu'ensuite  on  remplace  h  par  x,  il  vient 


X*   ^..  x' 


Cette  formule  est  celle  de  Maclaurin.  Il  est  visible  qu'elle  donne  le 
développement  cherché,  caries  coefficients /"o,  f%  f"o..,..  sont  des 
constantes  que  l'on  pourra  déterminer  dans  chaque  cas.  Il  résulte  de 
cette  équation ,  qu'une  fonction  peut  en  général  être  développée  sui- 
vant les  puissances  entièrei  et  positives  de  la  variable  ;  mais  comme 
on  n'obtient  ce  développement  qu'en  donnant  à  la  variable  x  la 
valeur  particulière  zéro,  il  n'a  pas  le  même  degré  de  généralité  que  le 
développement  de  Taylor.  Aussi  verrons-nous  plus  loin  que  la  série 
de  Maclaurin  est  souvent  en  défaut. 

La  série  de  Maclaurin  se  met  aussi  sous  une  autre  forme.  Si  dans 
la  série  de  Taylor  on  remplace  x  par  a  et  A  par  x  —  a,  en  désignant 
par  /ôe,  /V.....  ce  que  deviennent  /x,  fx ,  on  trouve  le  dévelop- 
pement 

fx  =  fa  -¥■  fa- — ; — '■'-\-  foL^ — .  ^  '   -*-  f  oL^^ -^  -♦-  etc. 

'        '         '  \  '  i.2  '         i.2.3 

qui  sert  à  développer  fx  suivant  les  puissance»  entières  et  positives  de 
X  —  a.  Il  doit  être  employé  toutes  les  fois  que  fx  est  tel  que  l'une  de 
ses  dérivées  devient  infinie  pour  x  =  0.  11  est  à  remarquer  que  la  pré- 
sence d'une  constante  a  d'une  valeur  arbitraire  dans  le  second  mem- 
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brede  cette  équation  n'est  qu*appareûte^  car  si  on  y  effectuait  tous 
les  calculs  indiques,  cette  quantité  disparaîtrait.  Cela  résulte  d'ailleurs 
de  la  remarque  que  le  premier  membre  étant  indépendant  de  a,  cette 
lettre  doit  disparaître  du  second  qui  est  identique  au  premier. 


Pour  première  application ,  considérons  la  fonction  ^a*"  +  z**  que 
nous  mettrons  sous  la  forme 


a  \/  i  H — -=aj/i  -*-  X 


X, 

\  a" 

On  trouYe 

/x=a^^l-*-x,    f'x=a-{\-^x)  »,     r'x^a (i-4-ar)  "   .etc. 

'  n  n      n 

et  par  conséquent, 

«  «       n         '  n       n  n 

La  formule  de  Maclaurin  donne  donc 

|/a*-*-i2-=a  (  1  H r •.  ■+-  —  -^ ^-^^ ^  — etc.  )• 

\       a'^n      a«*i.2.n«      a*»        1.2.3.n»  / 

On  trouvera  pour  les  fonctions  a*,  arc  sin  x,  arc  tang  x,  sin  x,  cos  x, 
les  développements  suivants  : 

.       X  loi;  a      X*  log  *a      x'  loe  'a 
a'  =  i  H ;2«_  H -^ H         o      ^  etc. 

i  1.2  1.2.3 

X        x'  3.3x*  3.3.5.5x^ 

arc  sin  X  ==  -  -H  .  ^  ^  h 1 h  etc. 

i       i.2.3      i.2.3.4.5      1.2.3.4.5.6.7 

X       x'       X*       x^ 

arc  tangx=7 — ="-♦-  T — "^r"^  ^^c- 

1       d        5        7 

X         x^  x'^  x' 

'"''^'^î^rils'*' 1.2.3.4.5  ~  1.2.5.4.5.6.7'*'  *'*'" 

"^^  =  ^-T^^ïAi^  1.2.5^4.5.6 -*-"^- 


X       X*      x'       X*       x' 


l0g(lH-x)=----H----^-- 


etc. 
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Si  dans  la  première  équation  on  fait  a  égal  à  la  base  e  des  loga- 
rithmes népériens,  et  x  égal  à  l'unité,  on  trouve  pour  e  la  valeur 

à  laquelle  on  a  déjà  été  conduit.  En  faisant  x  égal  à  l'unité  dans  la 

TT 

troisième  équation  et  observant  que  -  est  Tare  dont  la  tangente  est 

4 

égale  k  l'unité,  on  est  conduit  à  cette  expression  remarquable  d'un 

huitième  de  la  circonférence, 

TT       1       1       i       i       i        i 

-  =  -  — -H--— --4- -  — --  -♦-etc. 
4      1      3      5      7      9      11 

55.  Utilité  des  développements  des  fonctions  en  série.  —  La  prin- 
cipale utilité  des  développements  des  fonctions  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  variable ,  est  de  fournir  un  moyen  de  calculer  la 
valeur  approchée  d'une  fonction  donnée  pour  chaque  valeur  attribuée 
a  la  variable.  Ainsi  le  développement 

X*  x' 

sin  X  ==  X 1-  — — —  —  etc. 

1.2.3      i.2.5.4.5 

conduit  assez  promptement  à  la  valeur  des  sinus  de  tous  les  arcs;  car 
il  est  visible  que  les  termes  diminuent  très  rapidement  de  valeur, 
surtout  si  l'arc  x  est  petit,  et  quelques-uns  des  premiers  suffiront  pour 
donner  une  valeur  approchée  du  sinus. 


Le  développement  de  |/a*^Hhz*  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

*> /.       1     X       n  —  i     i      X* 

i/a*  -^  X  '=  a  l  i  -h-  * :7-  •  -v 

^  \        n    o*  n        2n    a** 

1      i      x»  \ 

on    a**  / 


n  —  1     2n  — 


n  2n 


peut  servir  k  calculer  la  racine  n*^^d'un  nombre  A  ;  car  si  a  est  la 
racine  approchée  de  i4  et  x  le  reste ,  il  est  visible  que  les  termes  de  la 
série  décroîtront,  en  général,  assez  rapidement  pour  qu'on  puisse  se 
borner  aux  premiers  termes,  du  moins  lorsque  le  reste  x  est  petit 
relativement  à  a". 
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Ud  semblable  usage  des  développements  des  fonctions  exige  évi- 
demment que  les  termes  diminuent  assez  rapidement  pour  qu*on  puisse 
les  négliger  tous  &  partir  d'un  certain  rang.  Il  faut  donc  rejeter 
comme  inutiles  et^omme  pouvant  même  donner  des  résultats  fautifs, 
ainsi  qu'on  le  verra  bientôt ,  les  développements  qui  ne  décroissent 
que  lentement  et  h  plus  forte  raison,  ceux,  dont  les  termes  au  lieu 
de  décroître,  vont  en  augmentant.  Ainsi,  il  ne  faudrait  pas,  pour 
calculer  les  logarithmes  des  nombres,  employer  la  formule 

Log  (A  -h  i)  =  f -—  -  ^  -  —  ^  H-  etc.  j  Log  e 

que  l'on  obtient  en  faisant  x=^i  dans  le  développement  de  Log(x  -¥-  h)  ; 
car  il  est  visible  que  pour  une  valeur  de  A  supérieure  à  l'unité,  les 
termes  vont  en  croissant.  On  ne  peut  donc  l'employer  que  lorsque  h 
est  pins  petit  que  l'unité;  mais  on  le  rend  propre  au  calcul  des  loga- 
rithmes des  nombres  supérieurs  en  lui  faisant  subir  certaines  trans- 
formations ;  ainsi  h  étant  plus  petit  que  l'unité ,  si  on  change  -f-  h 
en  —  A,   il  vient 


Log(l 


-*)  =  (^-ï-2— 5-4 -elcj  Loge 


et  en  retranchant  l'un  de  l'autre  les  deux  développements  et  remar- 
quant que 

Log  (1  -»-  A)  -  Log  (1  -  A)  =  Log  (J^)  ' 


on  trouve 


Faisons 


>     d'où    h  = 


4  —  A         n  2n  -+-  i  ' 

il  vient  enfin  en  substituant, 


Log(«-*.i)  =  Logn-.2(^^^l^ 


i        i 


h  etc.  I 

5  (2n  -f-  1)«^  / 


i)3 

etc.  )  Log  e. 
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Dans  ce  dëvcloppemcnt,  les  termes  décroissent  en  général  très- 
rapidement,  puisque  pour  n==20,  le  premier  est --j  et  le  second 

i 

;  on  pourra  donc  s*en  servir  pour  former  une  table  de  loga- 


206763 

rithmes,  car  ayant  trouvé  le  logarithme  d'un  nombre  n,  la  formule 

donne  le  logarithme  du  nombre  suivant  n  -^  i. 

36.  Convergence  des  séries,  —  Pour  que  Ton  puisse  faire  d*un  déve- 
loppement l'usage  indiqué  plus  haut,  il  ne  suffit  pas  que  les  termes 
aillent  en  décroissant;  il  faut  encore  que  la  loi  de  ce  décroissement 
soit  telle  que  la  somme  de  tous  les  termes  que  Ton  néglige,  à  partir 
d*un  certain  rang,  soit  une  quantité  finie  négligeable  devant  la  somme 
des  termes  dont  on  tient  compte.  Ainsi,  s*il  s*agit  du  développement 

.       i       i       1       1       1 

i^-H--..--^--H-.Hetc. 

on  ne  pourra  pas  considérer  la  somme  d*un  nombre  quelconque  des 
premiers  termes,  comme  une  valeur  approchée  de  la  somme  totale; 
en  effet  en  faisant  h  égal  à  Tunité  dans  le  développement  de  Log  (i  —  h), 
on  retrouve  la  suite  précédente;  la  somme  totale  est  donc  inGnie, 
puisque  Log  (i  —  1)  ou  Log  o  est  Tinfini  négatif;  et  il  doit  en  être  de 
même  de  la  somme  des  termes  depuis  un  rang  quelconque  jusqu'à 
rinfini,  puisqu'un  nombre  limité  des  premiers  termes  ne  forme 
évidemment  qu'une  quantité  finie. 

On  voit  par  cet  exemple  combien  il  importe  d'avoir  un  moyen  de 
s'assurer  que  la  somme  des  termes  à  partir  d'un  certain  rang  est 
négligeable  devant  ceux  dont  on  tient  compte.  C'est  cette  recherche 
qui  va  faire  l'objet  des  paragraphes  suivants. 

Nous  appellerons  en  général  série  une  suite  infinie  de  quantités  se 
déduisant  les  unes  des  autres  d'après  une  loi  uniforme  et  déterminée. 
Si  on  désigne  par  Sn  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série, 
Sn  sera  évidemment  une  fonction  du  nombre  n  et  la  série  est  dite 
convergente  si  la  somme  Sn  converge  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée, lorsque  le  nombre  ou  l'indice  n  converge  vers  l'infini.  Cette 
limite  se  nomme  somme  de  la  série.  Si  la  somme  totale  converge  vers 
une  valeur  indéterminée  ou  vers  l'infini,  la  série  est  dite  divergente  et 
n'a  plus  de  somme. 

La  comparaison  d'un  développement  donné,  avec  celui  formé  par 
une  progression  géométrique ,  fournit  quelques  principes  propres  à 
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faire  reconnaître  la  convergence  d'une   série.   Remarquons  d'abord 
que  si  la  série  donnée  forme  une  progression  géométrique 

la  somme  des  n  premiers  termes  est 


a 


i-q 


Cl  il  est  visibie  qu'elle  converge  vers  riofini  avec  l'indice  »,  si  q  est 
un  nombre  supérieur  à  l'unité,  puisque  dans  ce  cas  g"  est  infiui; 
tandis  que  si  q  est  plus  petit  que  l'unité,  elle  se  réduit  à  une  valeur 

flnie  et  déterminée  ■- •   Il  suit  de  là  que  la  progression  gcomé- 

i  —  gr 

trique  forme  une  série  divergente  ou  convergente,    selon  que  le 

coefficient  constant  q  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Sotl  maintenant  une  série  quelconque  dont  nous  supposerons  tous 

les  termes  positifs, 

u^  -4-  t*^  -H  M5  -♦-  M^  -♦- H-  ti,  -♦-  etc. 

dans  laquelle  Un  est  le  terme  général.  Je  dis  que  si  l'on  représente 

par  q  la  plus  grande  valeur  numérique  que  prend  |/u«  quand  on 
fait  croître  n  depuis  un  jusque  l'infini^  la  série  sera  convergente 
si  q  est  plus  petit  que  l'unité  ;  en  effet  l'inégalité 

«  

l/un<iq 

ayant  lieu  par  hypothèse ,  pour  toute  valeur  croissante  de  n ,  on  en 
déduit  en  donnant  k  n  toutes  les  valeurs  possibles  et  en  élevant  les 
deux  membres  à  la  puissance  n, 

et  par  conséquent 

i  —  Ûf" 

«*  -*-  «*-*-«*s -^-Un^q  -^  q^ -*-?"   ou    <9  j3^; 

or  si   q  est  inférieur  à  l'unité,  le  second  membre  converge  vers  la 

limite  finie — - — >   quand  n  converge  vers  l'infini;   la  somme  des 
.    i  —  q 

termes   reste  donc  inférieure  h  la  quantité  finie  .—^ — •  Si  quelques 

1  —  Q 
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uns  des  termes  de  la  série  étaient  négatifs,  la  convergence  existerait  à 
plus  forte  raison,  lorsque  la  série,  en  prenant  tous  les  termes  positi- 
vement, remplit  les  conditions  de  convergence.  11  suit  de  là  que  les 
séries 

a  cos  X  +  a*  cos  2x  -h  a'  cos  3x  -+-  a*  cos  4a:  -i-  etc. 

a  sin  X  +  a*  sin  2x  -♦-  a'  sin  5x  -f-  a*  sin  4x  -+-  etc. 

sont  convergentes  quels  que  soient  les  signes  des  différents  termes, 
pourvu  que  a  soit  plus  petit  que  l'unité,  car  on  a 

|/a**  cos  nx  =  o  |/cos«x,     ^a*  sin  nx  =  a  y  sin  nx 

et  comme  cos  nx  et  sin  nx  sont    tout  au    plus  égaux  à    l'unité, 

a  y  cos  nx  et  a  y  sin  nx  seront  pour  toute  valeur  de  n  plus  petits 
que  l'unité. 

En  général  la  série 

Uj  cosx  -H  Vj  cos2x  -+-  U5  cos  5x  -I- -h  ti»cosnx  -f-  etc. 

sera  convergente,  si  cette  autre  série 

tij  -4- 1#,  -H  w- *- 11»  -t-  etc. 

Test  elle-même ,  c'est-à-dire  si  l'on  a  yun  <[  i  pour  toute  valeur 
de  n;  car  la  condition  de  convergence  est 

n V~"  ^ 

y  Un  cos  nx  <[  1     ou  bien    |/ti»  <^  — 


j/cosnx 
condition  qui  est  remplie  si  (/Un  est  moindre  que  l'unité,  puisque 


^cos  nx  reste  inférieur  à  l'unité  et  la  fraction  du  second  membre 
reste  supérieure  à  l'unité. 

Il  en  serait  de  même  «i  cos  x  était  remplacé  par  sin  x  et  si  la  pro- 
gression X,  2x,  3x était  remplacée  par  toute  autre. 

La  série  est  encore  convergente  si  la  plus  grande  valeur  numé- 
rique du  rapport  -^  9   quand  on  fait  croître  n  indéfiniment,  reste 

inférieure  à  l'unité;  car  en  représentant  cette  plus  grande  valeur 
par  f ,  on  aura  par  hypothèse , 

—  <?,     — <7 <7 
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^^  Ton  tire  en  multipliant  membre  à  membre  les  deux,  puis  les 
*^>  etc.  premières  inégalités, 


% 


^^  conséquent  en  additionnant,  on  est  conduit  h  Tinégalité 

Le  second  membre  converge  vers  la  quantité  finie  - — - —  si  q  est 

moindre  que  Tunité,  puisque  q"*  devient  nul  quand  n  devient  infini. 
Enfin  lorsque  dans  une  série  les  termes  sont  altemativement  posi- 
tifs et  négatifs  y  il  y  a  convergence  quand  la  valeur  absolue  des 
termes  va  constamment  en  décroissant  ;  en  effet  en  écrivant  la  série 
de  cette  manière 

il  est  visible  que  cbaque  binôme  sera  positif  et  que,  par  conséquent 
la  somme  totale  est  positive  ou  supérieure  à  zéro ,  tandis  qu'en  écri- 
Taat  la  série  comme  il  suit 

lous  les  binômes   auront  encore  des  valeurs  absolues  positives   et 
comme  ils  doivent  être  retranchés  de  u^,  on  voit  que  la  somme  de  la 
s^rie  est  inférieure  à  u^.  Elle  est  donc  comprise  entre  zéro  et  ti^ , 
c'est-à-dire  qu'elle  est  finie. 
II  suit  de  là  que  la  série 

1      1      i       1      i 

-  —  — I 1 etc. 

i      2      3      4      5 

estcoDvergente,  tandis  que 

i       i      i      i      i 

--4---+---t---  -4---t-  etc. 
12      3      4      5 

De  satisfait  pas  à  la  condition  de  convergence,  attendu  que  le  rap- 

port-^-!.s=r^  est  ici r  qui  converge  vers  l'unité  quand  n  tend 

ïCTs  l'infini. 


I 
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Souvent  dans  une  suite  donnée,  les  conditions  de  convergence  ne  se 
vérifient  pas  dès  les  premiers  termes,  mais  à  partir  d'un  certain 
rang  m  jusqu'à  la  fin.  Dans  ce  cas  la  série  est  encore  dite  conver- 
gente, parce  qu'on  conçoit  la  romnie  totale  composée  de  deux  parties, 
la  première  comprenant  les  m  premiers  termes  qui  forment  une 
somme  finie,  et  la  seconde  comprenant  le  reste  de  la  suite  et  obéissant 
en  entier  à  la  loi  de  convergence,  c'est-à-dire  ayant  aussi  une  somme 
finie. 

Remdrquons  que  lorsqu'une  série  est  convergente,  la  somme  des 
n  premiers  termes  représente  d'une  manière  approchée,  la  somme 
totale  d'autant  plus  exactement  que  n  est  plus  grand,  puisque  la  par- 
tie que  l'on  néglige  n'est  autre  que  l'excès  de  la  somme  totale  finie , 
sur  ces  n  premiers  termes. 

Considérons  en  particulier  la  série  de  Taylor 

h  h*  h^  h"" 

'         1'  f.2'  1.2.5'  l.!2....n' 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'elle  sera  convergente  si  l'on  a  pour 
toutes  les  valeurs  croissantes  de  n. 


i.2.5 in-i-i)  ^,  .     .  n-+-1  r^-'x 

' <  1      ou      W  <  ^ : 

fin)  y.  ^  ^         ^("+i'x 

Cette  condition  est  visiblement  remplie  à  partir  d'un  certain  rang, 
pour  toute  valeur  de  h  et  pour  toute  valeur  de  x,  lorsque  les  dérivées 
ne  sont  ni  nulles  ni  infinies,  puisque  le  numérateur  n  +  1  peut  être 
pris  aussi  grand  que  l'on  veut.  On  voit  donc  que  la  série  de  Taylor 
est  convergente  pour  toute  valeur  de  A,  lorsque  toutes  les  dérivées 
successives  de  la  fonction  sont  comprises  entre  zéro  et  l'infini,  ou 
plutôt  lorsque  le  rapport  de  deux  dérivées  consécutives  est  cofistam- 
ment  une  quantité  finie. 

Dans  le  développement  de  (x  -♦-  A)"*,  le  rapport  ^-^r^- —  est  égal  à 

/  "  x 

qui  devient  infini  avec  n;   mais  la  condition  de  convergence 

X 

du  développement  du  binôme  de  Newton  est 

n  -f-  1 

h  < X 

m  —  n 
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pour  tonte  valeur  de  n  et  pour  n  infini,  elle  devient  en  faisant 
abstraction  du  signe,  h  <^x.  La  convergence  de  ce  développement 
n^est  donc  assurée  que  si  le  second  terme  h  est  plus  petit  que  le  pre- 
mier X,  On  trouve  la  même  condition  pour  la  convergence  du  déve- 
loppement de  Log  (x  -4-  h)  du  N"  53.  Les  valeurs  de  sin  (x  +  h)  et  de 
cos  (x  +  h)  sont   convergentes   pour  toute  valeur  de  A,  lorsque  x 

est  compris  entre  zéro  et-- 

Puisque  la  série  de  Maclaurin  se  déduit  de  celle  de  Taylor  en  faisant 
X  =  0  et  en  changeant  A  en  x,  on  conclut  de  ce  qui  précède  que  la 
série  de  Maclaurin  est  convergente  quelle  que  soit  la  valeur  de  x, 
toutes  les  fois  que  les  dérivées  successives  conservent  des  valeurs  finies 
pour  X  =  0.  Ainsi  le  développement 

X       X*  x' 

C  =  i  -+-  -  -f-  ---  -4-  - — -  -H  etc. 
i       1.2      i.!2.3 

est  toujours  convergent,  puisque  les  dérivées  successives  sont  toute:» 
égales  à  e*  qui  pour  x  =  o  devient  rniiité.  Quant  au  dévelopemeiit  de 
arc  lang  x,  savoir 

X        X*        x'^       Jl^ 


13        5        7 

comme  les  dérivées  croissent  jusqu'à  Tinfini,  sa  convergence  n'est  pas 
assurée  pour  toute  valeur  de  x.  On  a  ici 

Un         n  -H  2 

La  condition  de  convergence  est  donc 

x^  <  1     ou     x'  < • 

|Miiir  loiitc  valeur  croissante  de  n.  Le  second  membre  tendant  vers 
Tunité  ponr  n  =  ao  ,  la  convergence  de  la  série  est  assurée  pour  des 
valeurs  de  x  plus  petites  que  Funité.  On  est  conduit  au  même  résultat 
pour  le  développement  de  log(1  -h  x)  et  on  reconnaît  que  les  déve- 
loppements de  sinx  et  de  cosx  sont  convergents  pour  toute  valeur 

de  X. 
37.    Terme  sommatoire  de  la  série  de   Taylor.   —    Après  avoir 
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déterminé  les  n  +  i  premiers  termes  de  la  série  de  Taylor,  on  peut 
trouver  une  fonction  de  x  et  A  qui  complète  la  valeur  de  f[x  +  h)  ; 

il  suffit  pour  cela  de  calculer  le  terme  sommatoire  (  -—-  )  •  .  ^  , > 

^  \dh*J    1.2.5.. .n 

que  Ton  obtient  en  dérivant  n  fois  par  rapport  à  A,  la  valeur  de  R, 

c'est-à-dire, 

/?== , 

en  remplaçant  x  par  x  +  A  et  en  changeant  dans  le  résultat  le  signe 
de  fc,  comme  on  Ta  vu  (N"  33). 

Eclaircissons  ceci  par  un  exemple.  Soit  la  fonction 

x«  — 1 


11  vicMit 

fa:  -+-  A)«  —  1 
/•(a;  +  A)  = '.^L±ii^_  . 

'  X  -H  n 

Proposons-nous  de  développer  cette  fonction  suivant  les  puissances 
croissantes  de  A,  en  arrêtant  le  développement  aux  cinq  premiers 
termes.  On  aura 

fx  = ,     fx= — -— ,     /^x  =  — ~,     f"x=--, 

'  x  '  x*  x'       '  X* 

24 

f'-x  = -,etc. 

'  x^ 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de  Taylor,  on 
trouve 

(x-t-A)»  — 1^x«  — i  ^  x^H-i  A^      A»     h*  ^  f^*^\     *' 

x-t-A       ■"     X      ■*"     x«  x»"*'i*""x»'*'\rfÂ*yi. 2.3.4* 

Pour  calculer  le  terme  sommatoire ,  observons  que 

(x  -4-  A)^  — •  1       x«  —  i 
f(x-\'h)  —  fx  xTi;  X  ,  i 

/i  =  1 —  = —=  1    -4-  . 

«  A  x(x-t-A)' 
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et  en  dérivant  par  rapport  à  h , 

d*R        i. 2.5.4 


c/A*      (A-4-x)»a; 
£n  j  faisant  les  changements  indiqués  ci-dessus,  il  vient 


VdAV     ^  ^-^.^  ■"  (x  -f-  A)x=  ' 


on  a  donc  exactement 
(i4.fc)«_-4      .r«  — 1      x*-4-i,       A«      A»      A*  A^ 

'  —  ■  A -H : • 


X  -♦-  A  X  X*  x'      X*      x**      (x  -*-  A)x' 

ou  en  général , 

(x  -t-  A)«  —  i      x«  —  1      X*  -♦-  1 ,  .         A'»+* 

■A  -4  -^ 


X  -4-  A  X  X*  (x  -H  A)x"+* 

Si  on  développait  =^ — —  suivant  les  puissances  de  A,  soit  par 

(x  -H  A)x*+* 

la  division,  soit  au  moyen  du  théorème  de  Maclaurin,  on  trouverait 
les  termes  en  A'^^S  A"**"',  etc.,  qui  font  suite  à  la  série  obtenue 
plus  haut. 

38.  Limites  de  la  série  de  Taylor.  —  La  eoiinaissance  de  la  forme 
du  terme  sommatoire  est  utile,  parce  qu'elle  permet  souvent  d'appré- 
cier le  degré  d'approximation  avec  lequel  les  premiers  termes  de  la 
série  de  Taylor  donnent  la  valeur  développée  de  /"(x-f-A)  et  qu'il  fait 
coDoailre  souvent  les  conditions  de  convergence;  de  ce  développement. 
Ainsi  dans  l'exemple  précédent,  il  y  aura  convergence  pour  des  valeurs 

A*+*                   i      /A\*+' 
particulières  de  x  et  de  A,  si r- — — •  ou  r  (  -  )      ,  qui 

'^  (x  "h  A)x«+*         X  -4-  A  \xj 

présente  la  somme  des  termes  depuis  celui  du  rang  ?)  +  i  jusqu'à  l'in- 
fioi,. reste  fini  et  converge  vers  zéro  quand  n  converge  vers  l'infini,  ce 
qui  aura  lieu  visiblement,  quel  que  soit  A,  si  on  donne  à  x  une  valeur 
supérieure  à  A.  Mais  le  plus  souvent  les  opérations  qu'il  faut  effectuer 
sont  tellement  longues  et  la  valeur  finale  à  laquelle  on  arrive  est  telle- 
ment compliquée,  qu'elle  ne  remplit  que  fort  imparfaitement  ce  but; 
aussi  se  borne-t-on  ordinairement  à  déterminer,  ainsi  qu'il  suit,  deux 
limitas  entre  lesquelles  se  trouve  comprise  la  valeur  de  ce  terme  som- 
matoire. (  — -  j  étant  fonction  de  A,  change  de  valeur  avec  lui;  si 

10 


irc- 
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donc  on  représente  par  C  une  limite  supérieure  et  par  c  une  limite 
inférieure  des  valeurs  par  lesquelles  il  passe ,  tandis  que  h  va  en 
décroissant  jusqu'à  zéro,  on  aura  pour  toute  valeur  de  h , 

A*  A"  A»+* 

Or,  pour  que  la  première  inégalité  subsiste  quel  que  soit  A, 
il  suffit  que  la  dérivée  du  premier  membre  soit,  pour  toute  valeur 
de  A,  plus  petite  que  la  dérivée  du  second  membre.  En  effet ,  pour 
A  =  0,  les  deux  membres  sont  nuls  et  si  la  dérivée  du  premier  est 
toujours  plus  petite  que  celle  du  second,  le  premier  croîtra  à  partir 
de  zéro,  moins  rapidement  que  le  second  et  lui  restera  par  conséquent 
inférieur.  Pour  le  même  motif,  il  suffit  que  la  dérivée  du  pre- 
mier membre  soit  plus  grande  que  celle  du  second,  pour  assurer 
Texistence  de  la  seconde  inégalité  pour  toute  valeur  de  A.  Dérivons 
donc  par  rapport  à  A,  en  observant  que  /x,  /"'x,  /'"x,....  ne  renfer- 
ment pas  A,  et  que,  d'après  ce  qu'on  a  vu  (N"  33),    '^    — -  est  égal 

an 

h  f\x  -f-  A).  C  et  c  devront  satisfaire  à  ces  nouvelles  inégalités. 

On  prouvera  par  un  raisonnement  semblable,  que  ces  inégalités  sont 
assurées  si  l'on  a  les  deux  suivantes  : 

/•"(ar+A)— f'x /'<->x — y  c{n  h-  i) — 

En  continuant  les  dérivations,  on  trouve  enfin  pour  condition  finale 
suffisante, 

/•<--^*'{x  -^  A)<  C(«  -*-  1),    /'(-+*)(x  -f-  A)  >  c(n  -+- 1), 
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d'où  Ton  lire 

C>  — L-./'(-+i)(a:^/,),     c  <--i--. /•<'•+'>  (x -h  A), 

conditions  qui  seront  satisfaites,  si  en  désignant  par  A'  et  K'  les 
valeurs  de  A  qui  correspondent  à  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande 
valeur  que  prend  p*'^^^[x  +  A)  quand  on  fait  décroître  A  jusqu'à  zéro, 
on  fait 

C = — î—  /"<••-»-«>  (x  H-  A") ,    c  =  — ^  /•^••+«  ;x  -+-  A'). 


La  véritable  valeur  de  (  — -  j  est  donc  toujours  comprise  entre  ces 

deux  quantités;  or  si  Ton  suppose  que  la  fonction  p*'^*^{x  +  A)  reste 
finie  et  continue  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise  entre  x  et 
X  -h  A,  ce  qu*on  peut  toujours  admettre  tant  que  Ton  ne  donne  pas  à 
X  une  valeur  particulière,  il  résulte  du  principe  de  continuité  des 
fonctions,  qu'en  faisant  croître  A  par  degrés  insensibles,  la  fonction 
^(n+i)  ^x  +  A)  passe  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre 

pn+i)  ^J.  ^  h^    et    /'^•'+^^  (x  -h  A") , 

pendant  que  A  passe  de  la  valeur  A'  à  la  valeur  A";  il  existe  donc  une 

i 
valeur  de  A  comprise  entre  A'  et  A"  qui  rend -•/'^'•+*^(x -+- A) 

Il  -H  i 

-j—  I ,  et  cette  valeur  étant  comprise  elle-même  entre  0  et  A, 
oA*/ 

puisque  A'  et  A"  sont  compris  entre  ces  limites,  elle  peut  être  repré- 

seotée  par  OA ,  9  désignant  un  certain  facteur  inconnu  compris  entre 

0  et  I,  de  sorte  que  Ton  a  l'égalité 


La  formule  de  Taylor  devient  donc 

pn+i)  (x  ^  ôA)  , 


1.2 (n-^1) 
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OU  bien  en  représentant  fx  par  y , 

A--*-*)=y-i*-^0-^ -*^.orr« 

"*"        dx-+«         i.2 (n -+-!)' 

Observons  que  ce  dernier  terme,  ou  le  terme  limite ^  s'obtient  en 
déterminant  la  valeur  de   ,  ^^^  ou  /"t'+^'x   et  en  changeant  x  en 

X"\'  OA. 

Si  la  fonction  /'<'»+*)x  était  constamment  croissante  ou  décroissante, 
depuis  X  -+-  0  jusqu'à  x  -*-  A,  les  quantités  A'  et  A"  mentionnées  plus 
haut  seraient  égales  ii  0  et  &  A,  de  sorte  que  le  terme  limite  ou  le 
reste  de  Ja  série  depuis  le  terme  en  A**  exclusivement,  serait  compris 
entre 

A*+*                                         A"+* 
1.2.5 [n  -4-  i)'  1.2.3 (n  ^  1)'         ^  ^' 

En  général,  le  reste  de  la  série  de  Taylor  est  compris  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  par  lesquelles  passe 

A"+* 

/^-H)x, 


i.2.5 (n-H  1) 

tandis  que  la  variable  x  va  en  croissant  depuis  une  valeur  particulière 
X  jusqu'à  X  +  A.  Cette  remarque  suffit  le  plus  souvent  pour  faire 
apprécier  le  degré  d'approximation  avec  lequel  les  n  +  1  premiers 
termes  de  la  série  donnent  la  valeur  de  f{x  +  A]  ;  ainsi  pour  la 
fonction  e*,  on  trouve 

A*                     A»  A*+* 

c*+*  =  c*-4-  C'A  -4-  efr-Tz -♦-  e'-r— h  e»+®* 


1.2  1.2 n  1.2.3 (n-*-l) 

et  l'erreur  commise  en  prenant  les  n  +  1  premiers  termes  pour  valeur 
de  e^^  se  trouve  limitée  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
par  lesquelles  passe 

A*+< 
^1.2.3 (n-4-1)' 
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tandis  que  x  augmente  jusqu'à  a;  +  A,  ou  plutôt,  comme  cette  fonc 
tîoD  est  toujours  croissante,  l'erreur  est  comprise  entre 


A«+*  ^,  A"+* 

et    c'+* 


i.2.3 (n  ■+-  i)  i.2.3 (w  -♦-  i) 

59.  Conséquences  relatives  à  la  convergence  de  la  série  de  Taylor,  — 
Le  théorème  que  Ton  vient  de  démontrer  sur  les  limites  de  la  série 
de  Taylor,  conduit  à  plusieurs  conséquences  importantes  relatives  à 
la  convergence  de  ces  séries.  D'abord  quelle  que  soit  la  fonction  pri- 
mitive /x,  en  prenant  h  assez  petit,  on  peut  faire  en  sorte  que  la 
somme  des  termes,  à  partir  de  celui  du  rang  n,  soit  aussi  petite  que 
Ton  veut,  pourvu  que  toutes  les  dérivées  restent  finies ,  car  le  terme 

limite 

A-+* 

'         ^  M.2.3 (»-+-i) 

qui  représente  cette  somme,  se  compose  de  deux  facteurs,  dont  le 
second  peut  diminuer  évidemment  avec  A  jusqu'à  zéro,  tandis  que  le 
premier  reste  fini,  attendu  que  si  x  reste  variable  indéterminé,  x  +  OA 
est  aussi  indéterminé;  le  reste  de  la  série  peut  donc  être  rendu  aussi 
petit  que  l'on  veut.  Cette  proposition  n'est  plus  généralement  vraie 
si  on  donne  à  x  une  valeur  particulière ,  à  moins  que  l'on  se  soit 
assuré  que  p*'^*^{x  -¥•  ôA]  ne  prend  pas  alors  une  valeur  infinie,  ce 
que  l'on  reconnaît  en  s'assurant  que  /*<"+^>  (x  +  A)  reste  fini  et  continu 
depuis  /'^•+*>(x  -4-  o)  jusqu'à  /'<«+*^(x  -♦-  A). 

En  second  lieu,  si  on  diminue  suffisamment  la  valeur  de  A,  on 
peut  en  général  faire  en  sorte  que  l'un  quelconque  des  termes  de 
rang  n  soit  supérieur  à  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent;  il  suffit 
en  effet  pour  cela  de  prendre  A  de  manière  que 

œ  qui  aura  lieu  si ,  C  étant  la  plus  grande  valeur  comprise  entre 
/■^*>(x  H-  o)  et  /'t-+^*»  (x  H-  A),  on  a 

/•c»)a;>C— ^,     d'où    A</'<»>xî^. 

» 
Il   est  visible  que  A  aura  une   valeur   numérique    supérieure  à 
2éro,  toutes  les  fois  que  C  n^cst   pas  infini,  ce  dont  on  sera  cer- 
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lain   si  f^'^-^^^x  reste  fini    et  continu  depuis  /'^''+*^  (x -4- o)    jusqu'à 
/•(«+*>  (x  -^  A). 

40.  Limite  de  la  série  de  Maclaurin.  —  Si  dans  le  développement 
de  TayJor  on  faitx^^o  et  qu'on  y  remplace  ensuite  la  lettre  h  par 
la  lettre  x ,  on  trouve 

'         '        '  '        i.2      '         i.5i.5  '         i.î2 n 

x"+* 


-4-  /'(•'+*^  (ex) 

^         ^    '1.2 (n-4-i) 


0  étant  compris  entre  o  et  1.  Le  dernier  terme  de  cette  suite  forme  le 
terme  limite  de  la  série  de  Maclaurin,  lequel  représente  la  somme  de 
la  série  infinie,  depuis  le  terme  du  rang  n  -h  1,  pourvu  que  /"'••+*>  (Qx) 
soit  une  quantité  finie,  ce  dont  on  ne  peut  s'assurer  qu'en  vérifiant 
que  f^'^^^^x  reste  fini  et  continu  depuis  /'^"■''*^(o)  jusqu'à  /''"'•■*^(x). 

Si  on  applique  cette  formule  aux  exemples  traités  plus  haut  (N°  55j, 
on  trouve,  en  arrêtant  le  développement  au  terme  en  x^  inclusivement, 

X*  log  *a      a^'x'  log  'o 


a'  =  i  -h  X  log  a  -4- 


arc  sm  X  =  X 


1.2  1.2.5 

X»    1  -4-  2  (ôx)« 


4  9^  ^ 


X      X*  3  (ôx)*  —  1 
arc  tang  x  =  7  -+-  ~ 


1      5  [1  -*-  (ex)*]» 


X*  X* 


eos^=l~--^j^^^cosex, 


x«        3  -+-  12(ex)'        X* 


1/1  —  x«c=l 

[1  —  (Gx)*]  ' 

41 .  Conséquences  relatives  d  la  convergence  de  la  série  de  Maclau- 
rin. —  Les  propositions  relatives  à  la  convergence  de  la  série  de  Taylor 
démontrées  au  N""  39,  sont  aussi  applicables  à  la  série  de  Maclaurin. 
Ainsi,  l°on  peut  en  général,  rendre  la  série  aussi  convergente  que  Ton 
veut  en  diminuant  «sufiîsamment  la  valeur  de  la  variable  x,  c'est-à- 
dire,  faire  en  sorte  que  la  somme  des  termes  à  partir  d'un  certain  rang 
jusqu'à  l'infini  soit  aussi  petite  que  l'on  veut.  2''  On  peut,  en  gêné- 
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rai,  en  prenant  x  assez  petit,  faire  en  sorte  que  Tun  des  termes  soit 
supérieur  à  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent.  Dans  l'un  et  l'autre 
cas,  la  fonction  est  supposée  telle  que  toutes  ses  dérivées  successives 
restent  finies  et  continues  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise 
entre  zéro  et  x. 

Puisque  le  développement  de  Taylor  ou  celui  de  Maclaurin,  quand 
ils  sont  convergents,  représentent  f(x  +  h)  et  fx  d'autant  plus  exacte- 
ment que  l'on  en  prend  un  plus  grand  nombre  de  termes ,  il  faut  en 
conclure  que  les  développements  entiers  ont  rigoureusement  ces  fonc- 
tions pour  limites,  s'ils  sont  convergents,  et  peuvent  par  conséquent 
leur  élre  identiquement  substitués.  11  n'en  serait  pas  de  même  si  la 
série  était  divergente.  Comme  dans  ce  cas  la  somme  des  termes  que 
i'oo  néglige  ne  converge  pas  vers  zéro,  mais  vers  le  terme  sommaloire, 
il  est  évident  que  la  série,  quel  que  soit  le  nombre  de  termes  que  l'on 
considère^  ne  représentera  jamais,  même  d'une  manière  approchée , 
la  fonction  proposée. 

En  appliquant  le  théorème  de  Maclaurin  aux  fonctions 

__i        I. 

e    %     e    ** 

et  k  quelques  autres  de  forme  analogue,  il  se  présente  une  cir- 
constance remarquable.  Si  l'on  en  prend  les  dérivées  successives 
et  que  l'on  y  fasse  x  nul,  pour  avoir  les  valeurs  de  /b,  /"'o,  /""o,  etc.,  on 
trouve  que  tous  ces  coefficients  se  présentent  sous  la  forme  f  et  on 
reconnaît  que  les  vraies  valeurs  sont  toutes  indéfiniment  nulles;  de 
sorte  que  les  développements  entiers  de  ces  fonctions  semblent  égaux 
a  zéro.  Cette  anomalie  s'explique  en  observant  que  rien  ne  prouve 
que  ces  développements,  dont  tous  les  termes  sont  nuls,  sont  con- 
vergents et  que  par  conséquent  on  ne  peut  rien  conclure  de  cette 
circonstance,  pour  la  valeur  de  la  somme  de  tous  les  termes,  si  ce 
n'est  que  ces  fonctions  ne  sont  pas  développables  suivant  les  puis- 
sances positives  delà  variable,  ce  qui  du  reste  est  évident,  puisque 
pour  X  infiniment  petit,  le  développement  de  Maclaurin  procédant 
suivant  les  puissances  positives  croissantes  de  la  variable,  doit  repré- 
senter un  infiniment  petit  d'un  ordre  limité,  tandis  que  la  fonction 

e   ''devient  un  infiniment  petit  d'un  ordre  infini,  puisqu'on  a  vu 

e   '* 
(X*29)  que  le  rapport — ^  est  nul  pour  toute  valeur  de  m,  quand 

00  fait  X  nul  ou  infiniment  petit. 
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Il  suit  de  là  que  les  fonctions  fx-\-e  ''  et  /x  ont  en  apparence  le 
même  développement  qui,  s'il  est  convergent,  ne  représente  que  fx. 
On  voit  par  cet  exemple,  qu'un  développement  donné  ne  représente 
que  la  partie  de  la  fonction  primitive,  qui  est  susceptible  d*étre  déve- 
loppée suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable.  L'autre 
partie  ne  laisse  de  trace  que  dans  le  terme  sommatoire  ou  dans  le 
terme  limite. 

42.  Série  de  Taylor  en  défaut.  —  La  série  de  Taylor  est  dite  en 
défaut  lorsque  l'un  des  coefficients  de  h  dans  le  développement  est 
infini,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si  l'une  des  dérivées  successives  /"'x, 
/*''x,....  est  elle-même  infinie.  Tant  que  l'on  traite  x  comme  variable 
ou  qu'on  ne  lui  donne  pas  une  valeur  déterminée,  aucune  de  ces 
dérivées  ne  peut  être  infinie,  du  moins  aucune  dérivée  d'un  ordre 
fini;  car  en  supposant  que  /"^"'x  soit  la  première  qui  prenne  cette 
valeur,  la  précédente,  c'est-à-dire,  /"^""^^x  serait  une  certaine  fonction 
finie  de  la  variable  x  dont  la  dérivée  est  infinie,  ce  qui  ne  peut 
arriver,  d'après  ce  qu'on  a  vu  (N®  5);  mais  quand  on  donne  à  x  une 
valeur  déterminée,  il  peut  se  faire  que  celle-ci,  combinée  avec  les 
constantes  de  la  fonction,  rende  un  dénominateur  nul,  et  par  suite, 
la  dérivée  infinie.   Supposons  par  exemple,  que  l'une  des  dérivées 

successives  renferme  un  terme  de  la  forme  —  >  X  étant  quel- 

(/x*  —  a^ 
conque.  Il  est  évident  qu'aussi  longtemps  que  x  reste  arbitraire,  le 

dénominateur  yx^  —  a*  devra  subsister;  mais  si  l'on  donne  à  x  la 
valeur  particulière  a,  x*  —  o*  deviendra  nul  et  la  dérivée  sera  infi- 
nie. On  reconnaît  aussi  par  cet  exemple  que  si  une  des  dérivées  est 
infinie  pour  une  certaine  valeur  de  la  variable,  toutes  les  suivantes 

devront  l'être  aussi;  car  si  l'une  d'elles  prend  la  forme  — -  * 

j/x*  —  a* 

on  sait  que  toutes  les  suivantes  renfermeront  j/x*  —  a*  au  dénomi- 
nateur. Cette  proposition  peut  du  reste  être  démontrée  d'une  manière 
générale,  et  en  outre  on  reconnaît  que  lorsqu'une  dérivée ' devient 
infinie,  cette  circonstance  indique  qu'il  y  a  impossibilité  de  déve- 
lopper f{x  -*-  h)  suivant  les  puissances  entières  de  A,  et  que,  pour  que 
les  coefficients  cessent  d'être  infinis,  il  faut  que  l'exposant  de  h  de- 
vienne fractionnaire  à  partir  du  terme  où  la  dérivée  devient  infinie. 
Pour  le  faire  voir,  reprenons  la  démonstration  de  la  formule  de 
Taylor,  au  moyen  des  coefficients  indéterminés.  Supposons  f{x  -t-  A) 
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développé  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  ou  fraction- 
naires de  A,  et  posons 

f{x  H-  A)  =  /i  -4-  Ah^  -t-  Bh^  -+-  CA'y -^  NW  -*-  Ph^  -4-  etc. 

les  coefficients  A^  By  C étant  des  quantités /{m'es  et  inconnues. 

Pour  déterminer  A,  B,  C et  les  exposants  a,  p,  7 ,  remarquons 

que  les  deux  membres  de  cette  équation  étant  identiques  pour  toute 
valeur  de  k^  les  dérivées  d*un  ordre  quelconque  des  deux  membres 
doivent  aussi  être  égales  pour  toute  valeur  de  h  et  par  conséquent 
pour  h  =  0.  Or,  si  l'on  égale  les  dérivées  premières,  en  remarquant 
que  la  dérivée  de  f{x  h-  h)  par  rapport  à  h  est  /'(x  -♦-  A),  c'est-à-dire, 
est  la  dérivée  de  /x  en  y  changeant  x  en  x  +  A  (N""  53),  il  vient 

/•'(x  -+-  A)  =B  ai4A«-*  -^  etc. 

et  comme  pour  A  =  0,  le  premier  membre  se  réduit  à  /''x,  le  second 

devra  aussi  se  réduire  à  une  quantité  équivalente.  Si  cette  dérivée  /''x 

n'est  ni  nulle  ni  infinie,  le  second  membre  devra  donc  aussi  se  réduire 

à  une  quantité  comprise  entre  zéro  et  Finfîni,  ce  qui  ne  peut  avoir 

lieu  que  quand  a  est  entier  et  égal  &  l'unité;  car  s'il  était  inférieur, 

aA 
%—  I  serait  négatif  et  le  premier  terme,  mis  sous  la  forme 7^3-9 

/• 

deviendrait  infini  pour  A  nul;  tandis  que  si  a  était  supérieur  à  l'unité, 
2  —  I  serait  positif  et  ce  premier  terme  serait  nul  pour  A  nul,  ainsi 
que  tous  les  termes  suivants,  a  étant  donc  égal  à  l'unité,  l'équation 
précédente  devient 

/•'(x  -^  A)  =  i4  -4-  ^Bh?-'  -4-  etc. 

et  pour  A  =  0,  il  vient 

A  =  /"'x. 

En  dérivant  une  seconde  fois  par  rapport  à  A,  on  trouve 

f''{x  -♦-  A)  =  p{p  -  i)BhP-*  -h  etc. 

et  si  00  suppose  que  f"x  ait  une  valeur  qui  n'est  ni  nulle  ni  infinie, 
on  fera  voir,  comme  plus  haut,  que  p  ne  peut  être  que  2  et  on  en 
«inclut,  en  faisant  A  «=  0, 


i.2' 


11 
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On  trouvera  de  la  même  manière 

•y  =  3,        J  =  4,.... 

1.2.3'       '  1.2.3.4'       '  i.2.5...n' 

Ce  raisonnement,  qui  fait  connaître  les  différents  termes  de  la  série 
de  Taylor,  pourra  être  continué  indéfiniment,  tant  que  les  dérivées 
successives  f^*^x  conserveront  des  valeurs  comprises  entre  zéro  et  l'in- 
fini; mais  supposons  que  pour  une  certaine  valeur  attribuée  à  x,  la 
dérivée /'^'*'^^^x  devienne  infinie;  alors  le  raisonnement  précédent  se 
trouve  en  défaut,  lorsqu'on  arrive  à  1  équation 

fin^■i) (x  -H  A)  =  7r(7r  —  i)  (tt  —  2) Ph^-n-i  ,y,  etc.; 

en  effet,  pour  A  =  0,  le  premier  membre  se  réduit  par  hypothèse  à 
une  quantité  infinie  /'<"+*^x.  Or,  si  -n  était  un  nombre  entier,  le 
second  membre  ne  pourrait  pas  devenir  infini  comme  le  premier;  car 
l'exposant  tt  étant  plus  grand  que  l'exposant  n  du  terme  précédent, 
7r  —  n  —  1  ne  pourrait  être  que  zéro  ou  un  nombre  entier  positif  et 
pour  A  =  0  le  second  membre  se  réduirait,  dans  le  premier  cas,  à  la 
valeur  finie 

7r(7r— i) 3.2.1.P 

et  dans  le  second,  à  zéro;  tandis  que  si  it  est  fractionnaire  et  compris 
entre  n  et  n-*-l,  tt  —  n  —  i  sera  négatif  et  ce  terme  mis  sous  la 
forme 

„(,_!)(„_  2) /.J— 

deviendra  infini  pour  A  =  0  comme  le  premier  membre.  On  voit  donc 
que,  lorsque  la  dérivée  de  l'ordre  n  +  1  devient  infinie  pour  une 
certaine  valeur  de  la  variable,  le  développement  de  f{x  ■+■  h)  contient 
nécessairement  h  avec  un  exposant  fractionnaire  compris  entre  n  et 
n  +  i,  dans  le  terme  qui  suit  A".  Réciproquement,  si  dans  le  déve- 
loppement de  f[x  +  A)  obtenu  d'une  manière  quelconque,  il  se  trouve 
un  exposant  fractionnaire  compris  entre  les  nombres  entiers  n  et 
n  -h  i  ,  on  reconnaît  que  la  dérivée  /'<'*+^)x  doit  être  infinie,  puisque 
en  faisant  A  nul  dans  l'équation 

^(-+4)  (x  -4-  A)  =  7r(7r  —  1)  (tt  —  2) PA^-^-*  -f-  etc., 
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mise  sous  la  forme 

f-+«'(^ +  *)  =  "("-»)("-  2) Pj^^»^*^-, 

le  second  membre  devient  infini.  On  conclut  aussi  de  là  que  toutes  les 
dérivées  suivantes  sont  infinies  ;  car  on  a 

/■<•+« (X  -+-*)  =  7r(7r  -  i)  (tt  —  2) (tt  —  n  —  1)PA^— -«  -+-  etc. 

/•(•+»(x  -^  h)  =  n{n  —  i)(7r  -  2) (tt  —  n  —  âjPA'^-*-»  -+-  etc. 

dont  les  premiers  membres  deviennent  /'^•'♦■*^x,  /*î»+*'x  quand  on 
Tait  A  =  0  et  dont  les  seconds  membres  sont  tous  infinis,  puisque 
ff  —  »  —  %  jr  —  n  —  3,  etc.,  sont  des  exposants  négatifs. 

Si  f^^^^x  est  la  dernière  dérivée  qui  conserve  une  valeur  finie  pour 
une  valeur  particulière  de  x,  la  série  de  Taylor  pourra  être  employée 
jusqu'à  ce  terme;  mais  comme  tous  les  suivants  deviennent  infinis 
quand  on  conserve  pour  h  des  exposants  entiers,  il  serait  inutile  de 
pousser  le  développement  plus  loin,  à  moins  d'employer  des  exposants 
fractionnaires,  et  Ton  se  borne  alors  à  déterminer  le  ternie  somma- 
toire  qui  suit  /'^"^x.  C'est  pour  ce  motif  que  la  série  est  dite  en  défaut. 
Dans  l'exemple  suivant 

/x  =  x'  -4-  (x  —  6)  (x  —  a)% 
00  trouve 

/•'i  =  5x«-f-(x— a)^-^5(x— 6)(x  — a)S     /•"x  =  6x-*-5(x— o)* 

+  — (x— 6)(x  — a)*j     /^"'x^e-t-— (x— o)*H-  — .i^ Y9   etc. 

4  4  8  ,  .-j 

(x  — a)* 

On  voit  que  pour  x  égal  à  a,  f"^x  devient  infini  ainsi  que  toutes 
les  dérivées  suivantes;  il  faut  donc  se  borner  aux  trois  premiers  ter- 
mes de  la  série  et  employer  le  terme  sommatoire  pour  le  reste.  En  le 
développant  ensuite,  on  trouve 

f(a  ^  h)  =  a»  H-  3a«A  -*-  3o/i«  +  (a  -  6)  A*  -+-  A»  -+-  A  * . 

Si  ao  lieu  d'employer  le  terme  sommatoire ,  on  emploie  le  terme 
limite,  en  supposant  que /'^"'^'x  soit  la  première  dérivée  qui  devienne 
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infinie,  on  ne  pourra  pas  représenter  en  général  le  reste  de  la  série  par 


4,2.0 (n  -+-  1) 


yc»+i)(o^_  G/i), 


parce  que  /'<"+*^(a -*- ôA)  n'est  plus  fini  et  continu  depuis  x=a 
jusqu'à  Xa«=  a  -f-  A,  attendu  que  /'^*'+^^a  est  infini.  Il  faut  dans  ce  cas 
se  borner  à  développer  f{x  -¥-  h)  jusqu'à  la  dérivée  /""x  et  prendre 


i.â.5 n 

pour  terme  limite.  Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,il  vient 

i.2\  4  kl  J 

45.  Développement  d*une  fonction  suivant  les  puissances  entières 
d*une  fonction  donnée  de  la  variable.  —  Au  lieu  de  développer  une 
fonction  donnée  fx  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la 
variable  x,  on  peut  se  proposer  de  la  développer  suivant  les  puissan- 
ces entières  et  positives  d'une  fonction  donnée  <fx  de  cette  variable , 
c'est-à-dire,  de  manière  à  avoir 

Fx  =  i4  -f-  B{ifx)  -4-  €{(fx)*  -*-  D(ifxy  -^  E{ffx)*  -^  etc. 

Af  By  C,....  étant  des  coefficients  constants  à  déterminer.  Pour  cela, 
prenons  les  dérivées  successives  des  deux  membres  de  cette  équation. 
En  représentant  par  (f*x)',  (<p'x)"  etc.  les  dérivées  successives  de  f*x, 
<p'x,  etc.,  on  aura 

F'x=  Bff'x  -\-  C{fxy  -+-  />(t»x)'  -fr-  i?((p*x)'  -t-  etc. 

F"x^Bff"x  -4-  C{if^xY  -h  D{fxY'  -t-  %*xy'  -♦-  etc. 

F'"x  =  Jîf'"x  -♦-  C(y«x)'"  -*-  D(fxy"  -^  E{^*xY'  -*-  etc. 

F<»>xt=  j5yî*)x  -^  C(ip»x)^">  -h  Z>(7»x)<"^  -H  E{(f*xY*^  -f-  etc. 

Si  on  représente  par  «  une  valeur  de  x  qui  rend  fX  nul,  c'est-à-dire, 
une  des  racines  de  l'équation 

ipx=0, 
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il  vient ,  en  développant  les  dérivées  successives  de  {<fx)^  et  en  rem- 
plaçant X  par  a,  ce  qui  rend  ifX  nul , 

Fa    =i4, 
Fa    =By'a, 

F'  a=Bfoi'ï-  1.2C(p'*a, 
P"aL  =  Bf^"'o.  -t-  i.2.3C/af"«  -4-  i.2.3Z)<p'»a, 
F'"a  =  Bf"a  -+-  i.2C(3(p"«a  -♦-  4f'a(p'"a)  -f-  1.2.3.6D/«a/'a 
-f-i.2.3.4iFy'*a, 

d'où  Ton  tire 

Fa                 FVa  -  A^^« 
^=^*'     /?=_,      C  = ^^^^ , 

D= ^ .  ^  ^  ,, — ^^^ ^--^— >   etc. 

1.2.3<p'»a 

ou  bien 

dA  dB               dC              dD  dE^ 
rfa  da  doL  da          doc 

ff'a.  2y'a                 3y'a'              4y'a  5f'a 

qui  font  connaître  la  loi  de  la  formation  des  coefficients.  Cette  formule 
serait  en  défaut  si  la  valeur  a,  qui  rend  nulle  la  fonction  <px>  faisait 
aussi  évanouir  /x. 

On  trouve  ainsi  pour  le  développement  de  e   'en  fonction  de  log  a, 


--.( 


2  \ 

log  'x  +  etc.  j  • 


i  .2.3.4.5 


Si  dans  la  formule  générale,  on  fait  ffx  égal  à  x,  a  est  alors  zéro  et 
on  trouve 

^  =  Fo,    /?  =  Fo,     C=;j^F'o,    2>=^F"o,    etc. 
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et  elle  devient 

Fx  =  Fo  -^  Fo.x  -^  F'o.  ^ -f-  F"o .  -^ -^  etc. 

1.2  i.2.3 

qui  est  la  formule  de  Maclaurin. 

44.  Formule  pour  le  retour  des  suites.  —  Si  dans  la  même  formule 
générale  on  fait  Fx  =  x ,  on  trouve 

y'a  2y"a  2.3  f'"a 

et  par  suite, 

i  i  fa    .  I       3y"«a-yV"«   , 

y'a^         2y"a^  2.3  y'"a  ^  ^  ' 

Cette  formule  est  inverse  de  celle  de  Maclaurin.  Cette  dernière  donnait 
le  développement  d*une  fonction  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  la  variable ,  tandis  que  la  nouvelle  donne  le  développe- 
ment d'une  variable  suivant  les  puissances  de  la  fonction. 
Ainsi,  le  développement  de  Maclaurin  a  donné 

X*      x'       X* 
log(i  -t-xj^x  — --Hy—  — -helc. 

et  si  Ton  prend  log  (1  +  x)  pour  yx,  la  valeur  a  de  x  qui  rend  yx 
nul,  est  téro,  le  nouveau  développement  devient  donc 

i  i 

x  =  log(i  H-  x)  -h  T-sîog*(i  -f-x)  -i-  7-5-=log*{i  -h  x)  -*-  etc. 

1.2  1.2.3 

et  en  général,  si  l'on  a 

y  =  6x  -h  ex*  -4-  dx'  -t-  ex*  -*-  etc.  =  yx, 

on  en  déduit 

y  =  yx  «=  6x  -*-  ex*  -♦-  ex'  -+-  etc.,    y'x  =  6  -f-  2cx  -+-  3ex*  -h  etc. 

et  comme  pour  x  =  0,  yx  est  nul ,  on  voit  que  a  est  zéro  et  il  vient 

1  c    ,      2c*  — 6c   , 

Telle  est  la  formule  générale  pour  le  retour  des  suites, 

45.  Formule  pour  la  résolution  des  équations  numériques,  — 
Comme  a  doit  rendre  yX  nul,  si  on  remplace  yx  par  yx  —  ya  dans 


CALCUL    DIFFÉRBNTIEL.  87 

la  formule  générale  du  numéro  précédent,  a  sera  quelconque,  les 
coefficients  Ay  By  C,  D deviendront 

dB  dC 

i4  =  Fa ,     B  =•■  — t—  9      C  =  — —  >     D  =  —7-  •  •  •  •  • 

f  a  2f  a-  3f  a 

et  la  formule  prendra  la  forme 

Fol 
Fx^==  Fol  -h  —p-  [(fX  —  fa)  -4-  C{fX  —  ya)*  -H  D{fX  —  fa)*  -+-  etc. 
f  a 

dans  laquelle  a,  x,  f  et  F  sont  quelconques.  Quand  x  est  une  racine 
de  l'équation  fx  =>  0,  elle  se  réduit  à 

F'a 

Fx  =  Fa p-  fOL  -f-  Cy'a  —  Df^a  -H  etc. 

y  a 

qui  donne  la  valeur  d*une  fonction  quelconque  F  d*une  racine  de 
réquatîon  (fx  =  0.   Si  on  remplace  Fx  par  jp,  cette  équation  devient 

fa         i     y"af  *a  i      Zf"^a  —  flaf"'a 

X  =  a ; -r-r-  — ,  ^  , c'a  —  etc. 

f'a      1.2    f"a         1.2.5  f'»a  ^ 

•                                                                                                          i 
que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme  suivante,  en  représentant p 

9  a 
par  4^9  par  V  la  dérivée  par  rapport  à  a,  par  (44T  '^  dérivée  du  pro- 
duit ^^  et  ainsi  de  suite , 

X  =  «  -♦-  +^  -^  4^'  J^  -^  >K+f  )'  ;^  -h  >P[+ W)T  y|;^4  -^  etc. 

dans  laquelle  a  est  quelconque,  pourvu  que  la  série  soit  convergente. 
Celte  expression  est  utile  pour  la  résolution  des  équations  numériques  ; 
car  si  a  est  une  valeur  suffisamment  approchée  d'une  racine  réelle  de 

l'équation 

(fx  =  0, 

la  quantité  7a  suivant  laquelle  la  série  est  développée,  aura  une  valeur 
très  petite,  la  série  sera  convergente  et  donnera  la  valeur  de  la  racine 
X.  Cette  racine  est  celle  qui  est  la  plus  rapprochée  de  a,  puisque  x  —  a 
a  visiblement  une  valeur  unique  et  très  petite  si  <pa  est  très  peiit. 
Soit  par  exemple  à  résoudre  l'équation 

X»  — 2x--20=«0; 
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comme  il  est  visible  que  x  diffère  peu  de  5,  on  fera  a.  égal  à  ce  nombre 
et  on  aura 

^a  =a»  — 2a  — 20  =  1, 

fa  =  3a«  —  2  =  25  , 

ç"a  =  i8,     f "a  =1 6,     f '"a  ==  0,     ?'""«  =i  0,  etc. 

Eu  substituant,  on  trouve 

4  9  4^7 

a:  =  3 — etc.  =  2,95940997 

25      15625      9765625  ' 

valeur  exacte  &  moins  d'un  dix-millionième  près. 

La  formule  de  Maclaurin  peut  aussi  servir  à  démontrer  un  théorème 
important  d'algèbre.  Considérons  une  fonction  quelconque  imaginaire, 
c'est-à-dire ,  contenant  d'une  manière  quelconque  le  symbole  imagi- 
naire ^ —  1 ,  que  nous  désignerons  par  e.  La  fonction  proposée  pourra 
être  désignée  par  /s.  Or,  quelle  que  soit  la  signification  de  e,  on  peut 
concevoir  cette  fonction  développée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  £  et  mise  sous  la  forme  suivante,  /"o,  /'o,  /*"o,....  désignant  ce  que 

deviennent  /è,   -j^>   -jj ,  etc.  quand  on  y  fait  e  =  0, 


fe^fo^ero-^  —  ro-^ 

Si  on  remplace  e  par  sa  valeur  ^ —  i  ,  on  trouve 

'       '       1.2      1.2.3.4  ^        V         ^-2.3      1.2.3.4.5  / 

dans   laquelle    le   second    membre    est  visiblement    de    la    forme 

P  -\'  Q  j/ —  1.  11  suit  de  Ik  que  toute  fonction  imaginaire  peut  élre 

mise  sous  la  forme  P-^Qy^ —  1  et  l'équation  précédente  fait  con- 
naître la  valeur  des  deux  fonctions  réelles  P  et  Q,  du  moins  lors- 
qu'elles remplissent  les  conditions  de  convergence. 

46.  Maximum  et  minimum  des  fonctions  d'une  seule  x^ariable,  — 
Pour  troisième  application,  occupons-nous  de  la  théorie  des  maximum 
et  minimum  des  fonctions  d'une  seule  variable.  Si  l'on  fait  croître  x 
d'une  manière  continue,  /x  variera  elle-même,  en  général,  d'une  ma- 
nière continue  et  il  arrivera  le  plus  souvent  que  cette  fonction ,  après 
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avoir  été  en  croissant  dans  un  certain  intervalle,  finira  par  diminuer 
si  Ton  continue  à  faire  croître  x.  L*état  de  la  fonction  au  moment  où 
elle  cesse  de  croître  pour  commencer  k  décroître  se  nomme  maximum^ 
et  oo  donne  le  nom  de  minimum  h  l'état  de  la  fonction,  lorsqu'après 
avoir  été  en  diminuant  dans  un  certain  intervalle,  elle  commence 
ensuite  à  croître.  La  théorie  des  maximum  et  minimum  a.  pour  objet 
de  déterminer  la  valeur  quMl  faut  donner  à  x  pour  que  la  fonction 
devienne  maximum  ou  minimum.  En  donnant  à  x  un  accroissement 
et  une  diminution  A,  on  trouve 

/•(r  +  A)  =  /b  H-  hf'x  -*-  ^^x +  j^^J^/"*-'  (»  -*-  eA) , 

Pour  que  x  corresponde  à  un  maximum  ou  un  minimum  de  la 
fonction  /x,  il  faut  évidemment  que  f{x  +  h)  et  f(x  —  h)  soient,  tous 
deux  plus  petits  ou  tous  deux  plus  grands  que  /x,  quel  que  petit  que 
soit  h ,  c'est-à-dire ,  que  f{x  h-  A)  —  /x  et  f{x  —  h)  —  fx  et  par 
conséquent  les  valeurs  suivantes 


A« 

r 

1  tJbm  •  ■  •( 

.n' 

h- 

"1.2... 

..n' 

aient  le  même  signe,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  f'x  est  nul, 
puisque  ces  deux  valeurs  commencent  par  un  terme  de  signe  différent 
et  qu'on  a  vu  (N""  39]  qu'on  peut  toujours,  en  prenant  h  assez  petit, 
faire  en  sorte  que  ce  terme  l'emporte  sur  la  somme  de  tous  les  suivants 
et  par  conséquent,  donne  son  signe  à  la  série,  f^x  étant  nul,  les  deux 
différences  f{x  -+-  A)  —  fx  et  /*(x  —  A)  —  fx  seront  de  même  signe , 
car  leurs  valeurs  se  réduisent  aux  suivantes 

A*  A*  A» 

i.2'  4.2. 3'  i.2 n'     ^  ' 

A*  A'  A" 

^  JL  f'x —  r'x =h  — f^Hx  —  S'A) 

1.2'  1.2.3'  4.2 n'     ^  ^ 

dans  lesquelles  les  premiers  termes  sont  tous  deux  de  même  signe  et 

12 
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peuvent  être  rendus  supérieurs  à  la  somme  des  termes  qui  suivent.  Il 
résulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir,  qu'en  résolvant  l'équation 

les  racines  sont  les  valeurs  de  x  qui  rendent  fx  maximum  ou 
minimum.  Remarquons  que  dans  le  cas  du  maximum^  ces  deux  diffé- 
rences doivent  être  toutes  deux  négatives ,  ce  qui  ne  peut  arriver  que 

A* 
si  -r-r  /*"x  est  négatif  quel  que  soit  A,  c'est-à-dire,  si  /*"«  est  négatif. 

On  trouvera  de  même  que  dans  le  cas  du  minimum  ^  il  faut  que  fx 
soit  positif.  Ainsi ,  après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  x  correspon- 
dant à  un  maximum  ou  à  un  minimum  ^  on  substituera  ces  valeurs 
dans  f'x  et  on  aura  un  maximum  ou  un  minimum  suivant  que  le 
résultat  de  la  substitution  sera  négatif  ou  positif. 

Cette  règle  est  en  défaut  lorsque /^'x  cs^nul  en  même  temps  que  f^x. 
Alors  les  valeurs  trouvées  pour  x  ne  correspondent  pas  nécessaire- 
ment à  des  maximum  ou  des  minimum-,  car  il  vient  dans  ce  cas 

f^^-h)-fx  =  -j^f"'x ^^^—f^'^ix-n), 

et  on  fera  voir,  comme  on  l'a  fait  plus  haut,  que  les  deux  seconds 
membres,  qui  commencent  avec  des  signes  différents,  ne  peuvent  être 
tous  deux  positifs  ou  tous  deux  négatifs  que  si  f^"x  est  nul  ;  de  sorte 
que  celte  condition  devra  être  jointe  aux  deux  précédentes  pour  qu'il 
y  ait  maximum  ou  minimum ,  qu'on  distinguera  ensuite  par  le  signe 
que  prendra  la  dérivée  suivante  f^"x.  Si  celle-ci  était  aussi  nulle,  ou 
prouverait  que  p'"^x  doit  être  nul,  et  ainsi  de  suite.  On  énonce  donc 
la  règle  générale  de  cette  manière  :  Pour  avoir  la  valeur  de  x  carres- 
pondant  à  un  maximum  oti  à  un  minimum  d*une  fonction ,  on  égalera  d 
zéro  la  dérivée  du  premier  ordre;  on  en  tirera  les  valeurs  de  x,  que 
Von  substituera  dans  f*'x;  il  y  aura  maximum  ou  minimum  suivant  que  le 
résultat  de  la  substitution  sera  négatif  ou  positif.  Si  le  résultat  est 
nul,  on  substituera  les  valeurs  de  x  dans  f"x  et  il  n'y  aura  maximum 
011  MINIMUM  que  si  cette  dérivée  est  égale  à  zéro;  dans  ce  cas,  on  distin- 
guera le  MAXIMUM  du  MINIMUM  par  le  signe  que  prendra  f'"x  après  la 
substitution,  et  ainsi  de  suite. 
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Cette  théorie  est  insuffisante  lorsque^  pour  la  valeur  particulière  de 
h  variable  qui  répond  au  maximum ,  le  développement  de  Taylor  est 
eo  défaut  dès  le  premier  terme ,  c'est-à-dire ,  lorsque  la  dérivée  prer 
mière  fx  prend  une  valeur  infinie.  On  évite  ce  cas  d'exception  en 
préseotant  cette  théorie  comme  il  suit  :  ce  qui  caractérise  le  maximum, 
c'est  cette  circonstance  que,  en  faisant  varier  x,  fx  cesse  de  croître 
pour  aller  en  décroissant.  Or,  on  a  vu  (N"  6)  qu'une  fonction  est 
croissante  ou  décroissante  selon  que  sa  dérivée  est  positive  ou  néga- 
tive; d'où  il  suit  que  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  il  faut 
que  la  dérivée  change  de  signe,  ce  qui,  quand  la  fonction  reste  réelle, 
a  lieu  en  passant  par  zéro  ou  par  l'infini.  D'où  il  suit  que  les  valeurs 
cherchées  de  la  variable  ne  peuvent  être  que  les  racines  de  l'une  ou 
l'autre  des  deux  équations 

f'x  =  0,     fx  =  <». 

La  théorie  précédente  n'avait  conduit  qu'à  la  première  équation  de 
condition.  Comme  une  fonction  qui  passe  par  zéro  ou  par  l'infini  ne 
change  pas  nécessairement  de  signe ,  les  racines  de  ces  équations  ne 
répondent  pas  toujours  à  un  maximum  ou  un.  minimum  et  il  est  né- 
cessaire de  s'assurer  que  la  fonction  primitive  /x  est  à  la  fois  crois- 
sante ou  à  la  fois  décroissante  quand  on  remplace  x  par  a;  -f-  A  et 
x-^k^  h  restant  très  petit. 

Appliquons  cette  théorie  à  quelques  exemples.  Soit  la  fonction 
a  —  6x  -+-  X*  =  /x.  On  en  tire 

rx  =  — 6-f-2x  =  0,  x=-,    f'x  =  2. 

6                                                                 X 
jc  =3 ^correspond  donc  à  un  minimum.  Pour- -y  ou  trouve 

i 

La  première  racine  donne  —  ^pour  f"x  et  correspond  à  un  mcuci- 

i 

muni.  La  seconde  donne -et  correspond  à  un  minimum^  Pour  l'équation 

X*  —  2  axy  —  y*  -♦-  i  =  0 , 

on  fera 

du      X  —  ay      ^  ^  X 

-f^ ^==0,    X  — ay  =  0,    y=-- 

rfx      y  -4-  ax  a 
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Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  y  daos  l'équation  primitive,  il  vient 


On  a  ensuite 

^*y    /-      .\^    ^ dx 

dx^  (ax-4-y)« 

qui,  pour  les  deux  valeurs  de  x  devient,  en  remarquant  que  ~  est 

dx 

nul, 

cPy -4-i  cPy  — i 

La  première  racine  correspond  donc  à  un  minimum  de  la  fonction  y 

a* 
et  la  seconde  à  un  maximum.  Pour  —  »  on  trouve  sans  peine  que 

X 

X'^- donne  un  minimum  ou  un  maximum  suivant  que  a  est  plus 

log  a 

grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Nous  terminerons  ces  applications,  en  résolvant  quelques  pro- 
blèmes d'analyse  et  de  géométrie  dont  la  solution  dépend  de  la 
théorie  des  maximum  et  minimum. 

Trouver  un  nombre  x  tel  que  sa  racine  x'^«  soit  la  plus  grande 
possible.  Le  problème  posé  en  équation  donne 


Xy— 


y=|/a:=x', 
et  on  trouve 

et  par  conséquent 

i— logx=:0,  d'où  x=e=2,7i828 

On  peut  s'assurer  que  la  solution  correspond  à  un  maximum. 

Partager  un  nombre  donné  a  en  deux  parties  telles  que  le  produit 
de  la  n««»*  puissance  de  l'une  par  la  m**^' puissance  de  l'autre,  soit 
un  MàxiMUii.  En  représentant  le  produit  par  y  et  l'une  des  divisions 

par  X,  il  vient 

dy 
y=:x*(o — x)**  et  -^=(a — x)"»wx*""* — x*fn(a  —  x)"»~* 

=ix*'^*\na  —  {m  -+-  n)x|{a — x)**~*  =  0. 
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Oo  trouve  que 

an 


ar  = 


m  -^  fi 


répond  à  un  moxtmtim.  x=0  donne  un  minimum  si  n  est  un  nombre 
entier  pair  et  x  =  a  donne  aussi  un  minimum  quand  m  est  pair. 

Si  m=n  =  i,  il  vientx=s^9  ce  qui  apprend  que  le  produit  des 

deux  parties  d'une  droite  donnée  est  un  maximum  quand  les  deux 
parties  sont  égales. 

Trouver  parmi  les  cylindres  droits  d'un  volume  donné,  celui  dont 
la  surface  totale,  y  compris  les  baseSy  est  la  plus  petite  possible. 

V  étant  le  volume  donné,  si  on  représente  par  y  la  surface  totale, 
par  X  le  rayon  de  la  base  et  par  af  la  hauteur,  on  trouve  pour  la 
surface  des  deux  bases  Sttx^,  pour  la  surface  convexe,  ^irxccf  et  pour 
la  surface  totale  S^x*  +  2nxx\  Mais  le  volume  est  ttx^x'  ;  on  a  donc 

t?=:7rxV    d'où   x's=» — r>   V  =  27rX*H > 

TTX*       ^  X 

d*oû  roD  tire 

du                 2v  /  V  ^      /  V 

^=43rx z=0,   47rx»  — 2v  =  0,   x=\/---5    ac'=2\/^- 

dx  X*  y        âîT  V       ^TT 

Mener  d^un  point  donné,  à  une  courbe  donnée,  la  droite  la  plus  long  ue 
et  la  plus  courte  possibles,Soieni{x^^y')les  coordonnées  du  point  donné, 
y  =  fx  l'équation  de  la  courbe ,  (x,  y)  les  coordonnées  du  point  de  la 
courbe  où  la  droite  doit  aboutir  et  /  la  longueur  de  cette  droite.  Il  vient 

P  =  (x  —  x')*  -^  (y  —  y?  ==  x«  —  âxx'  -^  x"  -4-  y«  —  2yy'  -*-  y'S 
et  en  remplaçant  y  par  sa  valeur, 

/«  ==  X*  —  Sxx'  -+-  x'*  -^  (f x)*  —  ^y'fx  -^  y*, 
doù 

/ .  —  =  X  —  x'  -♦-  (p'x((px  —  y) , 
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et  par  conséquent  les  points  cherchés  sont  donnés  par  les  racines  de 

l'équation  (*) 

X  —  a/  -f-  f'x{fx  —  y')  =  0. 

Il  y  a  quelquefois  certaines  précautions  à  prendre  dans  le  choix 
de  la  variable  indépendante  pour  pouvoir  déterminer  le  maximum 
ou  le  minimum  d'une  fonction  au  moyen  de  la  théorie  générale.  Le 
problème  suivant  offre  un  exemple  de  ce  cas.  Proposons-nous  de 
chercher  la  droite  la  plus  longue  et  la  plus  courte  qu'on  puisse  mener 
d'un  point  A  (fig.  5)  à  un  cercle,  (x,  y)  étant  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  circonférence  et  (x  ==  a,  t/  =  0)  les  coordonnées  du  point 
A .  La  distance  (  de  i4  à  un  point  de  la  circonférence  est  donnée  par 

'     /  =  (/{x  —  o)« -f- y» 
et  comme  l'équation  du  cercle  est 

X*  -f-  y*  ==  r*, 

(*)  Comme  Téquation  de  la  normale  à  la  courbe  y  =  70;  au  point  {xy)  est  (N**  52) 

en  la  faisant  passer  par  le  point  (a/,  y')  il  vient 

dy 
a?'— 05=— --(y'— y)  ou  »  — a?'-4-?'ap(î>aj~y')=0. 
dx 

on  voit  donc  que  ces  droites  minimum  ou  maximum  sont  des  normales  abaissées 
du  point  (a/,  y')  sur  la  courbe. 

Pour  distinguer  le  maximum  du  minimum,  il  faut  remonter  à  la  dérivée  de  l  et 
on  reconnaît  qu*il  y  a  maximum  ou  minimum  suivant  que 

i  H-  f'^x  -t-  (f''x(<fx  —  y') 
est  négatif  ou  positif. 

Si  on  désigne  par  (a,  ^)  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  au  point  {x,  y), 

comme  on  a  (No  55) 

on  reconnaît  eu  substituant,  qu*il  y  a  maximum  ou  minimum  suivant  que 
f"a5{3 — y')  est  négatif  ou  positif.  Quand  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  l'axe 
des  X,  Y'^  est  positif  (N<*  63)  et  il  y  a  maximum  ou  minimum  suivant  que  y'  est 
supérieur  ou  inférieur  à  p,  c'est-à-dire,  suivant  que  le  point  donné  est  plus  éloigné 
ou  plus  rapproché  de  l'axe  des  X  que  le  centre  de  courbure.  Dans  le  cas  de  la 
convexité,  c'est  l'inverse.  Il  suit  de  là  que  silc  point  donné  esi  placé  dans  la  parité 
convexe  de  la  courbe,  la  normale  est  toujours  un  minimum,  tandis  que  *f  le  point 
est  placé  du  côté  concave,  il  y  a  fnaximum  ou  minimum  selon  que  la  normale  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  le  rayon  de  courbure,  ou  suivant  que  la  distance  à 
(a  courbe,  du  point  donné  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  le  rayon  de  courbure. 
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il  vient  en  éliminant  y, 

l  =  |/(x  —  a)*  -I-  r*  —  X*  =  j/r*  -4-  o*  —  2ax, 
d'où  Ton  tire 

Il  est  visible   que  cette  valeur  de  -p  ne  peut  pas  être  égalée  à 

zéro  quelque  valeur  que  Ton  donne  à  x.  Cette  difficulté  cesse  d'exister 
si,  au  lieu  d'éliminer  y^  on  élimine  x;  car  on  trouve  alors 

/  =  j/y*  -♦-  X*  -+-  a*  —  2ax  =  j/r*  -*-  a*  —  2a  (/r*  —  y* 

et  il  vient,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré  et  en  dérivant 
ensuite, 

jdl  ^       gy 

dy    /;rij,' 

« 

d'où  Ton  tire  pour  le  mcmmum  ou  le  minimum  ^ 

yssO,     l  =  [/r*  -t-  g'  zp  2gr  =  g  ±  r. 

47.  Va^etir^  imaginaires  des  siniis  et  cosinus.  Logarithmes  de 
Ttinilé.  —  Pour  quatrième  application  analytique  du  calcul  différen- 
tiel, nous  chercherons  les  expressions  imaginaires  des  sinus  et  cosinus. 
Reprenons  le  développement  trouvé  pour  e*, 

série  qui,  comme  on  Ta  vu,  est  convergente  quelle  que  soit  la  valeur 

réelle  de  x.  Remplaçons  successivement  x  par  x  ^ —  i  et  — xj/ — \. 
I]  viendra 

jei/rrî     -      X*         X*  x« 

^         i.2      i.2.3.4      i.2.3.4.5.6 

y /  X»  X*  \ 

'^  \        4.2.3      i. 2.3.4.5  / 
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'  etc. 


-a,|/_.l^  a:«  rc*  a:« 


1.2      l.â.3.4      i.2.5.4.5.6 

/ /  «'  a:»  \ 

•^  1/ —  1  f  X 1 etc.  I  • 

^         \        1,2.3      i.2.3.4.5  J 

Gomme  les  seconds  membres  se  composent  de  deux  séries  convergentes 
pour  toute  valeur  de  x,  ceux-ci  sont  eux-mêmes  convergents  et  eo 
les  rapprochant  des  séries  trouvées  pour  cos  x  et  sin  x,  ces  égalités 
deviennent 

e**^^""  =cosx  -4-|/ — isinx  ,.. 

\V 

e  ~«K  — *  =-  cosaj —  ^ —  i  sin  x, 
d'où  Ton  tire  en  les  additionnant  et  en  les  retranchant  successivement, 

cosxt=: sinx= • 

Ces  relations  dues  à  Euler,  entre  les  lignes  trigonométriques  et  les 


xt/ I        xt/ i 

fonctions  exponentielles  imaginaires  e  ,  e  ne  sauraient 

évidemment  servir  à  calculer  les  valeurs  numériques  de  cos  x  et  de 
sin  x;  mais  elles  doivent  être  considérées  comme  des  symboles  qui 
résument  toutes  les  propriétés  des  lignes  trigonométriques  et  qui 
peuvent  même  servir  à  les  démontrer  au  moyen  des  propriétés  des 
quantités  exponentielles.  En  prenant  les  logarithmes  népériens  des 
deux  membres  de  la  première  équation  (i),  il  vient 

log  (cos  X  -4-  |/— i  sin  x)  =  X  |/ — i- 

Soit  ff  la  demi  circonférence  d'un  cercle  ayant  son  rayon  égal  à  l'unité, 
et  n  un  nombre  entier  quelconque.  Il  vient  en  faisant  xsnTr, 


log  (cos  nn  -♦-  |/ —  i  sin  nn)  =  nn  (/ —  i. 

Or,  si  n  est  un  nombre  pair,  nir  sera  un  nombre  entier  de  circon- 
férences et  l'on  aura 

cosn7r=l,     sinnffsO; 
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et  par  suite 

lOg  i  =  WTT  |/ —  \ , 

qui  apprend  que  Tunilë  a  un  nombre  infini  de  logarithmes,  puisqu'on 
peut  donner  à  n  toutes  les  valeurs  paires  0,  2,  4,  6,  8,  ete.  Les  loga- 
rithmes correspondants  sont  0,27r^ —  i ,  ikny  —  1 ,  Sny^ —  1,  etc. 
Le  premier  est  seul  réel  ;  e'est  celui  que  donnent  les  tables.  Les  autres 
logarithmes  sont  tous  imaginaires. 
Si  n  est  un  nombre  impair,  on  trouve 

sin  nn  =  0,     cos  /itt  =  —  i 
et  par  suite  ' 

log  ( —  i)  =  WTT  i/ 4 

e*est-à-dire,  que  l'unité  négative  a  un  nombre  infini  de  logarithmes 

qui  sont  ff|/— i,  Stt (/ —  i ,  Sttj/—!,  Ttt^ — i,  etc.  Ils  sont 
tous  imaginaires.  On  conclut  de  là  qu'un  nombre  positif  quelconque 
a  un  nombre  infini  de  logarithmes  dont  un  seul  est  réel  et  que  ceux 
des  nombres  négatifs,  aussi  en  nombre  infini,  sont  tous  imaginaires, 
car  on  a 

log  a  =  log  (a  X  0  =  iog  a  -t-  nni/ —  i 


log  ( —  o)  =  log  (a  X  —  i)  =  log  a  -t-  mT[/ — i  , 

n  étant  pair  dans  la  première  équation  et  impair  dans  la  seconde. 

48.  Racines  de  l'unité.  Racines  des  équations  à  deux  termes.  —  Les 
formules  précédentes  font  connaître  les  différentes  racines  de  Tunité, 

c'est-à-dire,  les  différentes  valeurs  de  (/i  ;  en  effet,  la  théorie  des 

logarithmes  donne 

i/i  4 

logj/1  =-logl, 


m 


ou  bien ,  en  substituant  la  valeur  précédente  de  log  i  dans  laquelle  n 
est  un  nooibre  pair  quelconque. 


m  fin  l/—  i 


m 
et  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres. 


l/i  =  e 


m 


i3 
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équation  qui  donne  toutes  les  racines  de  Tunité,  en  remplaçant  suc- 
cessivement n  par  tous  les  nombres  entiers  pairs.  Ces  valeurs  de  yi 
peuvent  être  mises  sous  une  forme  plus  commode  pour  les  calculs,  en 

remplaçant  x  par  —  dans  {\)  du  N**  47,  ce  qui  donne 

m 


l/i  =cos h  1/ —  i  sin — • 

^  m      ^  m 

m 

La  première  valeur  de  ^i  est  i  correspondant  à  n  =  0.  C'est  la 
seule  racine  réelle,  si  m  est  un  nombre  impair;  mais  s*il  est  pair,  en 
faisant  passer  n  par  toutes  ses  valeurs  paires  croissantes,  l'une  d'elles 

fi'K 

sera  égale  à  m;  — se  réduit  alors  à  tt  et  comme  cos7rt=  —  |  et 

sin  TT  =  0,  l'une  des  valeurs  de  y^  ^^^^  —  ^  •  ^^^  autres  racines  sont 
toutes  imaginaires.  Il  est  à  remarquer  que  quoique  le  nombre  des 
valeurs  qu'on  peut  attribuer  à  n  soit  infini ,  le  nombre  de  valeurs  dis- 

tinctes  qui  en  résultent  pourri  est  limité  et  égal  au  nombre  ni, 
conformément  à  la  théorie  des  équations;  car  il  est  visible  que  dans 


M 

toute  valeur  paire  de  n  inférieure  ou  égale  à  âm,  donne  pour  (/ï  des 
valeurs  distinctes ,  dont  le  nombre  est  égal  à  m ,  tandis  que  pour  des 
valeurs  croissantes  den,  qui  dépassent  2m,  on  retombe  nécessaire- 
ment sur  les  valeurs  déjà  obtenues  et  dans  l'ordre  où  celles-ci  se  sont 
présentées;  en  effet  si  on  remplace  n  par  2m  +  n,  il  vient 


(2m-f-n)7r|/— 1  nnl/—  i 


e       "* 


ou  bien  en  remarquant  que  e     ^'^     *  =  -+-  i  , 
On  retrouve  donc  toutes  les  racines  précédentes. 
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Par  un  moyeu  semblable,  on  trouvera  les  différentes  valeur^  de 


y  —  \  ;  il  suffira  de  donner  à  n  un  nombre  n  de  valeurs  impaires  à 
partir  de  n  =  i . 

On  Toit  aussi  que  toutes  les  valeurs  de  y^  ^^  y —  i  sont  expri- 

mecs  par  e      "*       et  e  ^,  ,  en  donnant  à  %  toutes  les  va- 

leurs entières  depuis  0  jusqu'à  m  —  i . 

Ce  qui  précède  conduit  à  la  résolution  générale  des  équations  à 
deux  termes 

y**  —  1  «  0    et    y  -f-  4  =  0; 

car  on  en  tire 

y  =  |/^   ?  =  /— i 

et  les  valeurs  de  |/i  et  de  ^ —  1   trouvées  plus  haut  font  connaître 
les  différentes  racines  des  deux  équations.  Si  l'on  avait 

en  représentant  par  r  la  racine  m^^'»^  arithmétique  de  a ,  on  poserait 

%f=rz 
et  l'équation  deviendrait 

r«z*  —  a  =  0    ou    js*  —  4=0, 

en  remarquant  que  r**  est  égal  à  a.  On  tire  de  cette  dernière , 

2  =  |/î    et    y  =  r|/4 

dans  laquelle  on  remplacera  |/ 1  par  toutes  ses  valeurs. 
Go  obtient  aussi  toutes  les  racines  d'une  équation  de  la  forme 


y«--^py-  =  qr; 


on  trouve  d'abord 


'-=-l-v/? 


00,  en  représentant  par  p'  et  p"  les  deux  valeurs  du  second  membre 
supposées  réelles, 
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r'  et  r"  étant  les  racines  m"*'»**  arithmétiques  de  p'  et  />",  il  vient 
comme  plus  haut, 


m m 


y  =  r'V^,    y  =  r"y/\. 

Si  le  second  membre  était  imaginaire  et  de  la  forme  a  +  6 1/ —  i ,  on 
poserait 

a  -H  6  \/ —  i  =  p  (cos  a  -f-  (/ —  i  sin  a). 

Les  valeurs  de  p  et  de  a  sont  déterminées  par  les  conditions 

a  =  pcosa,     6  =  psina, 
d'où  Ton  tire 

p  =5 1/ a' -f- 6* ,     tanga  =  ->    a  =  arctang-9 
et  ces  valeurs  font  prendre  à  y^  la  forme  suivante  : 

y*»  =r  p  (cos  a  H-  |/  —  1  sin  a)  =  C  X  p  X  i  5 

d'où  l'on  tire 

«,> — ï  («  +  n7r)^— ^ 

y  =  e''*  X|/pl/l  =  |/pe      '^ 

=  |/p  (  cos h  1/ — i  sm I» 

\  m  ^  m     J 

dans  laquelle  |/p  est  la  racine  »n««»»«  arithmétique  de  p,  n  un  nombre 

pair  quelconque  et  a  le  plus  petit  arc  qui  a  -  pour  tangente. 

a 

Cette  équation  fait  connaître  toutes  les  racines  m»^'"*^'  de  a  -h  6  y — i 
en  donnant  à  n  toutes  les  valeurs  entières  et  paires  depuis  0  jusqu'à  2»i, 
et  par  suite,  les  racines  de  l'équation 

ytm,  ^  pym  ;_-  q  ; 


en  remplaçant  a  et 6  par  — ^  et  d=  \/  —  q  —  ^  • 

49.  Développement  de  sin^x  et  co8^x.  —  Les  expressions  imagi- 
naires trouvées  pour  sin  x  et  cos  x  conduisent  très  simplement  au 
développement  des  puissances  entières  des  sinus  et  cosinus  en  fonction 
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des  sinus  et  cosinus  des  arcs  multiples,  c'est-à-dîrc  aux  valeurs  de 
sin  "*x  et  cos  "'x  en  fonction  desinmx^  sin  {m  —  2)x,  sin(m — 4).t,  etc., 
m  étant  entier  et  positif;  en  effet,  de  Tëquation 

on  tire  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  m, 
2'»cos"*x=e     "^        -hfne^        '  ^        h e         '  ^        -helc. 

et,  si  on  remarque  que  x  étant  quelconque  dans  les  équations  symbo- 
liques, peut  y  être  remplacé  par  mx^  (m  —  2)x^  etc.,  et  que  par  consé- 
quent on  a 

gww?|/  —   _^  ^^g  ^^  ^  j/ — d  sin  mx 
g(m-2) jr|/- 1  ==  cos  (m  —  2)  X  -4-  |/^  sin  (m  —  2)  x 

la  valeur  de  cos*'x  deviendra 

2"*  cos"*x  =  cos  mx  -f-  m  cos  (m  —  2)  x  h —r-^ — •  cos  (m  —  4)  x 

'  i.2  ^ 

m(m  — i)(m  — 2) 

-cos  (m  —  6)x-t- 


4.2.5 


/ r  r  .  .    /         ^>         wi  (m  —  i)  .    ,  ,x  .    T 

4-  y —  \  [sin  mx  -t-  m  sin  (m  —  2)  x  h ^-j— —  sm  (m  —  4)  x  -♦-  etc.] 

Comme  le  premier  membre  de  Téquation  est  réel,  le  second  doit  Tctre 

aussi  et  par  conséquent  le  coefficient  de  ^ —  i  doit  nécessairement 
être  nul ,  ce  qu'il  est  du  reste  facile  de  vérifier  directement,  quand  m 
est  entier,  en  observant  que  la  parenthèse  contient  la  suite  des  sinus 

sin  f7ix,     sin  (m  —  2)x,     sin  (m  —  4)x....     sin  (4  —  m)x, 

sin  (2  —  m)  x,     sin  ( —  m)  x 
qui  S4jnl  égaux  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  ainsi  que  les  coeffi- 
cients m,  — "TlÂ — '  '  ^^^*  placés  à  égale  distance  des  deux  extrémités; 

1  ,A 
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tous  les  termes  se  détruisent  donc  deux  à  deux  et  la  valeur  de  cos**x 

se  réduit  à 

^  ,  _ .         fîi  (fit  —  \)        .  . 

2m  cos^j;  -—  cos  mx  H-  m  cos  (m  —  2)  x  h — cos  (m  — 4)  x  -♦-  etc. 

qu'on  simplifie  encore  par  la  remarque  que  les  termes  placés  à  égale 
distance  des  deux  extrémités  sont  aussi  égaux,  et  qu'il  suffit  par  con- 
séquent de  doubler  ceux  de  la  première  moitié.  Une  marche  analogue 
donnera  la  valeur  de  sin"^x.  On  trouve  ainsi,  si  m  est  pair,  en 
écrivant  âm  au  lieu  de  m, 

^im  ^ —  I jm  sin «<»  X  =s  cos  2mx  —  2m  cos  (2m  —  2)  x 

2m(2m--i) 

^ ^— '  cos  (2m  —  4)  x  —  etc. 

1.2  ^  ' 

et  si  m  est  impair, 

m— 1 
2*( — i)     ^     sin**x  =  sinmx— msin(m — 2)x 

m{m  —  *)  .    /         .V  . 

H ^— - — -  sin  (m  —  4)  X  —  etc. 

Ces  développements  doivent  être  prolongés  jusqu'à  cos  (,—  2m) a;  et 
sin  ( —  m)  x;  mais  ils  se  simplifient  comme  plus  haut,  en  remarquant 
que  les  termes  de  la  seconde  moitié  ne  font  que  reproduire  ceux  de  la 
première. 

50.  Formules  de  Moivre,  Développement  de  cos  mx  et  sin  mx.  — 
Si  Ton  élève  à  la  puissance  m  les  deux  membres  des  équations 


e 


api/— 1  / — :    . 

e    ^        a=cosx  +  ^ — Isinx, 

—  xy—   =  cos X  — 1/~  i  sin  x, 


il  vient 


e 


e 


y        =  (cos  X  -H  |/ —  i  sin  x)**, 


D'un  autre  côté,  en  remplaçant  x  par  mx  dans  les  premières  équa- 
tions^ on  trouve 

^nucy  —  1  __  g^g  jjjj.  _^  |/ —  I  sin  mx 


-  mr^/-  1  ^  ^^5  ^^^  _  j/_  j  gj 


Sin  mx; 
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on  a  donc,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  les  relations 

(cos  X  -H  ^  —  i  sin  x)"*  =  cos  mx  -t-  j/  —  4  sin  mx, 


(cos  X  —  ^ —  \  sin  x)"»  =  cos  mx  —  (/ —  i  sin  wx, 
qui  ont  été  données  pour  la  première  fois  par  Moivre.  On  en  tire 

(cos  X  -4-  i/ —  i  sin  x)"*  -f-  (cos  x  —  sin  x  l/ —  d)** 

cos  WX  = r » 


(cos X  -f-  iZ—Tsin  x)*  —  (cos x  —  sin  x  i/ —  l)* 
sm  mx  =-^ !^ ' — — ^ — ^  • 

Si  on  développe  les  puissances  m<^^'  par  la  formule  du  binôme,  les 
imaginaires  disparaissent  et  Ton  a  les  expressions  suivantes  de  cos  mx 
et  sin  mx  en  fonction  des  puissances  de  cos  x  et  sin  x, 

m(m  —  \\  .      .  . 

cos  mx  =  cos"*x ——- —  cos"*~*  x  sm*  x 

m(m  — i)(m  —  2)  (m  —  3)  ,      .  , 

H ^ ,  ^  ^  ,      '  COS**"*  X  sm*  X  -♦-  etc. 

4.2.5.4 

.      .  m  (m  —  4)  (m — 2) 

sm  mx  =  m  cos**~*  x  sm  x ^ : — -z '  cos**"'  x  sm'  x  -*-  etc. 

4.2.5 

Ces  deux  développements  qui  s'arrêtent  lorsque  m  est  un  nom- 
bre entier^  sont  inverses  de  ceux  qui  ont  été  démontrés  au  numéro 
précédent. 

51.  Quelques  valeurs  symboliques  remarquables,  —  Nous  termine- 
rons ces  applications  analytiques,  en  faisant  connaître  plusieurs  for- 
mules symboliques  remarquables.  Si  par  la  règle  du  N**  54  on  chercbe 

là  limite  ^ers  laquelle  converge  Texpression  i  4  +  -  U  ,  quand  n 
converge  vers  l'infini,  on  trouve 


limite  de  M  -4-  -  jÂ  =  c,  d'où  lim  (  4  -h  -  j  = 


eS 


e  désignant,  à  l'ordinaire,  la  base  des  logarithmes  Népériens.  En 
faisant  A  égal  à  log  a,  il  vient 


a^lim^lH-!^)", 
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d'où  Ton  tire  pour  Texpression  symbolique  d'an  logarithme, 

loga  =  lim  n  ((/a  —  i)  ==  oo{ya  —  i). 

On  a  vu  plus  haut  que  les  différentes  valeurs  du  logarithme  de  Tunîté 
négative  sont  doanées  par  la  formule 


log(— l)==n7r/— 1, 

n  étant  un  nombre  entier  impair  quelconque.  En  faisant  n  égal  à 
l'unité,  on  trouve  pour  expression  symbolique  de  la  demi  circonfé- 
rence du  cercle , 

d'où  l'ou  tire,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

-î      / —  ^/^^ 
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Applications  géométriques  du  calcul  différentiel.  Tangentes  et  normales  aux 
eoorbes  planes.  Sous- tangentes.  Sous>normaIes.  —  Courbes  osculatrices.  — 
Propriétés  des  courbes  osculatrices.  —  Cercle  osculateur.  —  Rayon  de  cour- 
bure. —  Centre  de  courbure.  —  Courbure  d'une  courbe  en  un  point  donné.  — 
Équation  d'une  développée.  —  Propriétés  des  rayons  de  courbure.  —  Dérivée 
de  Tare  d'une  courbe.  —  Propriétés  des  développées.  —  Équation  et  propriétés 
de  la  cycloïde.  —  Epicycloïde.  —  Analyse  d'une  courbe.  Points  singuliers.  — 
Point  multiple.  —  Point  de  rebroussement.  —  Point  saillant.  —  Point  d'arrêt. 
Point  conjugué.  —  Théorème  sur  les  points  singuliers.  —  Point  d'inflexion.  — 
Coordonnées  polaires.  —  Rayons  de  courbure  et  développées  dans  les  courbes 
polaires.  —  Sous-tangentes  et  sous-normales  polaires.  — Application  aux  spirales. 
—  Courbes  enveloppes.  —  Caustiques.  —  Inverse  du  problème  des  courbes 
enveloppes. 

;iâ.  Applications  géométriques  du  calcul  différentiel.  Tangentes 
et  normales  aux  courbes  planes.  Sous-tangentes,  Sous-normales.  — 
Pour  première  application  géométrique  du  calcul  différentiel,  occu- 
pons-nous de  la  détermination  des  tangentes  aux  courbes  planes.  Soit 

y  =  fx 

rëquatîon  d*une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  des  X  et 
des  Y.  On  a  vu  (N*»  4)  que  si  en  un  point  (x,  y) ,  on  mène  une  tou- 
chante ,  eelle-ci  fait  avec  l'axe  des  X  un  angle  dont  la  tangente  trigo- 

dy 
nométrique  est  égale  à  la  dérivée  de  la  variable  dépendante  y  y  ou  --  • 

dx 

Celle  proposition  renferme  toute  la  théorie  des  tangentes  et  suffit  pour 

déterminer  de  grandeur  et  de  position,  les  droites  qui  en  dépendent, 

44 
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telles  que  sous-tangentes,  normales,  sous-normales,  etc.  Représentons 

par  (a/,  y')  les  coordonnées  courantes  de  la  tangente.  Puisque  celle-ci 

passe  par  le  point  de  contact  (x,  y)  de  la  courbe  et  qu'elle  fait  avec 

dy 
Taxe  des  X  un  angle  dont  la  tangente  est -3^9  son  équation  est  de  la 

dx 

forme 

Le  point  T  ou  la  tangente  Tt  (fig.  â)  rencontre  ^axe  des  X,  s'obtient 
en  faisant  y'  ==  0  dans  l'équation  précédente  et  en  tirant  la  valeur  de 
a/  qui  est 

x'  =  x  — #-. 
dy 

dx 

Telle  est  la  valeur  de  AT.  Pour  avoir  la  sous-tangente  PT ,  il  faut 
de  AP  ou  X  retrancher  AT,  et  il  vient 

y 
sous-tangente  PT  ==  ■—  • 

dx 

La  longueur  de  la  tangente  MT  se  tire  du  triangle  rectangle  MPT. 
Il  vient 


MT  =  i/MP«  -+-  PT«  =  %  /y*  -+-  — TT- 

^    (S) 


V'<iy 


y^ ^ 

1      y  dy 

dx 


La  normale  MQ  passant  par  le  point  M  dont  les  coordonnées  sont 
(Xj  y],  a  une  équation  de  la  forme 

y'  — y==tanga(a/  — x), 

(x',  y')  étant  les  coordonnées  courantes  de  MQ  et  a  l'angle  que  fait  MQ 
avec  l'axe  des  X  ;  mais  comme  cette  droite  est  perpendiculaire  sur 
MT,  on  a  pour  condition 

1 -f- tanga-~==0    dou     tanga  = ;-; 

dx  dy 

dx 
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l'ëquation  de  la  normale  est  donc 


^-^ — l(y'-y) 


La  distance  AQ  s'obtient  en  faisant  y  =  0  et  en  tirant  la  valeur  de 
osf.  On  trouve 

On  déduit  de  là  pour  la  sous-normale  PQ, 

PQ  =  AQ  — AP  =  AQ  — x  =  y^- 
Oo  trouvera  de  même  pour  la  longueur  MQ  de  la  normale , 


Prenons  pour  exemple  la  courbe  qui  a  pour  équation 

y*x  —  2yx*  -i-  x'  —  i  =  0. 
Oo  en  tire 

dy    —  y*  -+-  ^^y  —  5^*    ^^  —  y 

dx  2xy  —  2x*  2x 

Les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  cette  courbe  au 
point  (x,  y)  sont  donc 

,  3x  —  y ,  .        . 

2x 

Les  valeurs  de  la  sous-tangente,  de  la  sous-normale,  etc.,  s*obtien- 
«Iront  tout  aussi  facilement. 

Ce  qu'on  vient  de  voir,  conduit  à  la  solution  de  tous  les  problèmes 
relatifs  aux  tangentes  ou  aux  normales  des  courbes.  Proposons-nous, 
par  exemple,  de  mener  par  un  point  extérieur  ou  intérieur  une 
normale  &  une  courbe  donnée.  Si  (x',  \f)^  (a,  6)^  (x,  y]  sont  les 
coordonnées  courantes,  celles  du  point  donné  et  celles  du  point  de 
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rencontre  9  et  si  y  =  fx  est  l'équation  de  la  courbe,  l'équation  de  la 
normale  sera  de  la  forme 

et  comme  cette  droite  doit  passer  par  le  point  (a,  6],  il  en  résultera 

ou  bien 

a  —  X  ==  —  r^(b  —  fx) 

dans  laquelle  x  appartient  au  pied  de  la  normale.  Les  racines  réelles 
de  cette  équation  fixeront  donc  la  position  des  différentes  normales. 
Comme  cette  équation  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée 
en  cherchant  les  droites  les  plus  longues  et  les  plus  courtes  qu'on 
peut  mener  d'un  point  (a,  6)  à  une  courbe  y  =s  fx  (fin  du  N"*  46),  on 
en  a  conclu  que  les  normales  se  confondent  avec  ces  dernières  droites. 
55.  Courbes  osculatrices,  —  Une  des  principales  applications  géomé- 
triques du  calcul  différentiel  est  celle  qui  a  pour  objet  la  théorie  des 
courbes  osculatrices.  Convenons  de  représenter  par 

y  =  /xety  =  (px 

les  équations  de  deux  courbes  rapportées  aux  mêmes  axes  et  dont  la 
première  désignée  par  f  est  entièrement  déterminée  et  invariable, 
tandis  que  la  seconde  7  est  susceptible  de  prendre  une  infinité  de 
formes  et  de  positions  différentes  par  rapport  à  la  première,  par  suite 
de  l'indétermination  d'un  certain  nombre  de  coefficients  ou  paramètres 
littéraux  a,  6,  c,  d contenus  dans  fx.  Si  on  dispose  de  quelques- 
unes  des  indéterminées  a,  6,  c...  de  manière  à  rendre  la  seconde 
courbe  tangente  en  un  point  donné  de  la  première  et  qu'on  donne  aux 
autres  les  valeurs  qui  rendent  le  contact  le  plus  intime  possible,  c'est-à- 
dire,  celles  qui  rapprochent  le  plus  possible  la  courbe  variable  de  la 
courbe  fixe,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  cette  courbe  varia- 
ble ainsi  déterminée  est  alors  appelée  osculatrice  de  la  courbe  fixe. 
En  désignant  par  x,  y  les  coordonnées  du  point  de  contact,  ou  doit 
avoir  pour  ce  point 

y=fx,     y  =  yx- 
et  l'équation 

fx  =  (fX 

exprime  que  les  deux  courbes  ont  un  point  commun. 
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De  même ,  pour  rendre  les  courbes  tangentes  ou  pour  leur  donner 
une  touchante  commune  en  ce  point,  il  faut  évidemment  que  a,  6,  c... 
satisfassent  à  l'équation  de  condition 

r^  et  y'x  étant  les  dérivées  premières  de  fx  et  de  yx.  Quant  aux 
«Qtres  indéterminées  a,  6,  c...  que  nous  supposerons  en  nombre  n, 
mr  valeur  s'obtient  en  égalant  les  dérivées  successives  des  fonctions 
r  et  ffXy  c'est-à-dire  que  ces  valeurs  sont  les  racines  des  équations 

suivantes  :  (i) 

r«==yx,    fx=ff\     f'x=:y"x,    /^"x=y'"x.../'^»-*Jx=y<'^*>x 

'^^^  nombre  étant  égal  à  n  ou  au  nombre  des  indéterminées  a^  b,  c... 
our  démontrer  que  la  courbe  ainsi  obtenue^  est  en  effet  l'osculatrice 
**^hée,  c'est-à-dire  celle  de  toutes  les  courbes  variables  qui  se 
'^P^Oche  le  plus  de  la  courbe  fixe  dans  le  voisinage  du  point  de 
t^^Xa^t,  il  faut  faire  voir  qu'à  une  distance  très  petite  de  ce  point, 
Wnlervalle  entre  la  courbe  fixe  /*et  la  courbe  7  telle  que  nous  venons 
de  la  déterminer,  est  moindre  que  l'intervalle,  pris  à  la  même  dis- 
tance, entre  la  courbe  fixe  /*et  l'une  quelconque  des  courbes  variables 
obtenues  en  attribuant  à  a,  b,  c...  des  valeurs  autres  que  celles 
qui  satisfont  aux  équations  précédentes.  Soit  M  (fig.  6)  le  point  de 
contact,  M/* la  courbe  fixe,  M<p  la  courbe  qu'on  vient  de  déterminer 
et  h  un  intervalle  PP'  très  petit.  Il  est  visible  que  les  ordonnées 
M'F  cl  N'P'  sont  données   par  les  développements  de  /"(x  -f-  h)  et 
?(*+/*),  et  que,  par  conséquent,  l'intervalle  M'N' des  deux  courbes 
est  la  différence  de  ces  développements,  c'est-à-dire,  que  l'on  a, 
en  supprimant  les  termes  égaux, 

A*» 

M'N'  =  (/"<->  X  —  ?  «••î  x)         ' H  etc. 

\  »  Jt  t  d.  ...  •»* 

tandis  que,  si  on  compare  la  courbe  M/  à  une  des  autres  courbes  Mj;, 
pour  laquelle  les  équations  (1)  ne  sont  pas  toutes  satisfaites,  en 
<I<^ignant  l'équation  de  celle-ci  par 


y  =  k^ 


9 


rintervalle  M'N"  sera  encore  donné  par  la  différence  de  f{x  -f-  h)  et 
ile}(x+A),  et  comme  quelques-unes  des  équations  (i)  n'ont  pas 
lieu,  la  différence  des  deux  développements  ne  commencera  pas  au 
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terme  en  A*,  mais  à  un  terme  en  A"',  n'  étant  inférieur  k  n,  de  sorte 
que  l'on  aura 

A"' 

M'N"  =  (/^»"  X  -  ^^-'^  x) ,    ç.    ^        .  -*-  etc. 

En  prenant  le  rapport  et  supprimant  le  facteur  commun  A"',  il  vient 

(fnx  —  a^x)     •  -4-  CtC. 


(An/) a; _  ^(«') x)  — — :  -4-  etc. 

et  il  est  visible  qu'en  faisant  h  très  petit,  M'N'  sera  moindre  que 
M'N";  car  le  numérateur  peut  être  diminué  autant  que  Ton  veut, 
puisqu'il  converge  vers  zéro>  en  diminuant  le  facteur  commun  A, 
tandis  que  le  dénominateur  se  réduira  au  terme  fini 

à 

(/(«')x  —  ^^nnrg.) 


1  .2.3....n" 


M^|;  est  donc  plus  éloigné  de  M/*  que  M^,  qui  est  par  conséquent  une 
osculatrice,  et  cette  osculatrice  est  dite  de  l'ordre  n  —  i,  parce  que 
les  n  —  i  premières  dérivées  sont  égales  à  celles  tirées  de  l'équation 
de  la  courbe  fixe.  Le  nombre  de  constantes  arbitraires  contenues 
dans  l'équation  de  la  courbe  variable,  diminué  d'une  unité  y  indique 
donc  l'ordre  de  l'osculatrice  ou  l'ordre  du  contact  des  deux  courbes. 
54.  Propriétés  des  courbes  osculatrices.  —  Les  courbes  osculatriccs 
jouissent  de  plusieurs  propriétés  générales  indépendantes  de  la  forme 
de  l'équation  choisie  pour  les  représenter,  ou  ce  qui  est  la  même  chose, 
indépendante  de  la  nature  de  la  courbe  variable.  Remarquons  d'abord 
que  si  dans  la  valeur  de  M'N'  on  fait  A  très  petit,  le  premier  terme 
devant  lequel  les  autres  sont  négligeables,  contenant  le  facteur  A",  est 
un  infiniment  petit  de  l'ordre  n.  Il  résulte  de  là  que  lorsque  deux 
courbes  sont  osculatrices  de  l'ordre  n  —  i,  leur  intervalle  pris  à 
une  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre  du  point  de  cofitact 
est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  n.  Comme  la  direction  des  axes 
auxquels  on  rapporte  les  deux  courbes  est  entièrement  arbitraire,  il 
est  visible  que  cette  propriété  subsiste,  quelle  que  soit  la  direction 
suivant  laquelle  on  mesure  la  distance  des  deux  courbes.  Une  seconde 
propriété  consiste  en  ce  que  de  deux  osculatrices  quelconques  d'un 
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wdn  différent ,  tracées  en  un  même  point  d'une  courbe  fixe  donnée  y 
celle  qui  a  un  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  se  rapproche  le  plus 
de  la  courbe  fixe.  La  démonstration  de  ce  théorème  résulte  immé- 
diatement de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut;  en  e£Fet,  si 

soDt  les  équations  de  la  courbe  fixe  et  des  deux  osculatrîces  contenant, 
la  première,  un  nombre  n  de  constantes  arbitraires  et  la  seconde,  un 
nombre  n'  moindre  que  n^  on  trouvera  comme  précédemment,  que 
rinterralle  entre  la  courbe  fixe  et  chacune  des  deux  osculatrîces  est 

(/^.)x_.ç(«)x)-_Jl_-  +  etc.;     (/^«^)  a;  -  ;p<'^>  x) --— ->-f-etc. 

et  on  prouvera  en  cherchant  le  rapport  de  ces  deux  valeurs,  comme 
on  Fa  déjà  fait,  que  la  première  di£Férence  tend  à  devenir  moindre 
que  la  seconde  à  mesure  que  h  diminue. 

Il  résulte  aussi  de  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  la  différence 
M'N'  des  ordonnées  dans  la  courbe  et  dans  Tosculatrice,  savoir  : 

A* 

M'N'  =  M'F  —  WV  =  (Z^»)  X  —  y<'»'  x)  — -f-  etc. 

\  •  js.o...  •  »n 

que,  lorsqu'une  osculatrice  est  d'ordre  impair  y  elle  ne  fait  que  toucher 
la  courbe,  tandis  qu^une  osculatrice  d'ordre  pair  la  traverse  au  point 
de  contact;  car  dans  le  premier  cas, 

conserve  le  même  signe  quand  on  rend  h  négatif,  tandis  qu'il  change 
de  signe  dans  le  second  cas,  et  comme  en  prenant  h  très  petit,  ce 
ti  rme  donne  son  signe  à  la  série  qui  représente  la  valeur  de  M'N',  on 
en  conclut  que  pour  un  ordre  impair,  la  différence  M'N'  conserve  le 
même  sigoe  des  deux  côtés  du  point  M  et  qu'il  en  change  quand  l'ordre 
est  pair,  c'est-à-dire,  que  les  deux  branches  de  l'osculatrice  sont  pla- 
cées du  même  côté  de  la  courbe  dans  le  premier  cas  et  de  côtés  diffé- 
rents dans  le  second. 

La  considération  des  infiniment  petits  conduit  fort  simplement  à  une 
théorie  des  courbes  osculatrices  un  peu  différente  de  la  précédente. 
Â  ce  nouveau  point  de  vue,  on  donne  le  nom  d'osculatrice  de  l'ordre 
II—  I  à  une  courbe  qui  an  —  i  éléments  consécutifs  communs  avec  une 
courbe  donnée,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qui  a  n  points  communs. 
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ces  points  étant  infînimcnt  rapprochés.  En  désignant  par  x  Tabscissc 
de  Textrémité  du  premier  élément,  par  x  -h  rfx,  x  -h  i/x'....x  -f-  rfx^*"** 
celles  des  points  suivants,  et  représentant  par  y  =  fxy  y  =  f^x  les 
équations  des  deux  courbes,  celte  coïncidence  est  déterminée  par  les 
égalités  suivantes  : 

fx  =  (px,     f{x  -*-  dx)  =  (j>  (x  -4-  Ar),     f{x  -h  dx')  =  ^  (x  -♦-  rfx') 

f[x  -♦-  dx^"-*>)  =  y  (x  -f-  dx^"-*^), 

si  on  développe  chacune  de  ces  fonctions  au  moyen  de  la  formule  de 
Taylor,  en  ne  conservant  que  les  deux  premiers  termes  dans  la 
seconde  équation,  les  trois  premiers  dans  la  troisième,  etc.,  et  en  sup- 
primant dans  les  deux  membres  de  chacune  d'elles,  les  termes  égaux, 
on  retrouve  les  équations  de  condition  auxquelles  on  était  parvenu 
plus  haut. 

35.  Cercle  osculateur.  —  Les  courbes  osculatrices  offrent  un  moyen 
facile  et  commode  pour  reconnaître  la  forme  qu'affecte  en  chacun  de 
ses  points  ,  une  courbe  qui  n'est  donnée  que  par  son  équation  ;  car  si 
l'on  choisit  pour  osculatrice  une  certaine  courbe  dont  la  forme  est 
bien  connue,  et  que  l'on  détermine,  comme  on  vient  de  le  voir,  les 
constantes  qui  entrent  dans  son  équation,  un  petit  arc  pris  sur  l'oscu- 
latrice  dans  le  voisinage  du  point  de  contact  se  confondra  sensible- 
ment avec  l'arc  correspondant  pris  sur  la  courbe  proposée,  et  celte 
identité  sera  d'autant  plus  parfaite  que  l'osculatrice  sera  d'un  ordre 
plus  élevé. 

La  courbe  qui  présente  le  plus  d'avantages  comme  osculatrice ,  est 
incontestablement  le  cercle.  L'uniformité  de  sa  courbure  et  la  simpli- 
cité de  sa  construction  le  rendent  éminemment  propre  à  cet  usage. 
Concevons  que  l'on  mène  une  suite  de  cercles  tangents  à  une  courbe 
donnée,  en  un  certain  point  et  qu'on  détermine  celui  de  tous  ces  cer- 
cles qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe;  un  arc  de  ce  cercle  se  con- 
fondra sensiblement  dans  une  petite  étendue,  avec  un  arc  de  la  courbe 
donnée  et  en  fera  connaître  la  courbure  au  point  de  contact.  Appli- 
quons donc  au  cercle  en  particulier  ce  que  nous  avons  dit  des  oscula- 
trices en  général.  En  désignant  par  a  et  ^  les  coordonnées  du  centre  el 
par  7  le  rayon,  l'équation  du  cercle  est 

qui  tiendra  lieu  de  l'équation  générale  des  osculatrices 
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<^JIc  renferme  trois  constantes  a,  p  et  7  dont  on  peut  disposer;  le 
^^J^le   ne  peut  donc  être  qu*une  osculatrice  du  deuxième  ordre.  Pour 
^^^miner  ces  trois  constantes,  représentons  par  x,  y  les  coordonnées 
^^int  de  contact  et  posons  les  trois  équations  de  condition, 

/i  =  yx,     fx^^'x,    rx  =  <f"x. 

^-^^ï  deviennent 

/x=p±|/7«-(x-«)S     f'x==p—^^ 

y  y*  —  (x  —  a)* 

7* 

[7*  -  (a;  -  «)*]• 

(lu'il  faut  résoudre  par  rapport  à  a,  ^  et  7.  A  cet  effet,  on  éliminera  7 
entre  la  première  et  les  deux  autres,  et  Ton  aura  d'abord 

d'où  J'oD  tire 

^,_p.-L^ ,„ 

.-,.d^r. m 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  première,  on  en  tire 


s 


Si  Von  convient  de  représenter  par -7-,  y^  les  dérivées  tirées  de 

Inéquation  de  la  courbe  fixe,  les  trois  équations  peuvent  aussi  s'écrire 
ainsi  : 


7  =  dtz 


['  -  (m 


13 
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Le  cercle  osculaleur  étant  une  osculatrice  du  second  ordre,  il 
résulte  de  ce  qu'on  a  vu  à  la  fin  du  N"*  54  qu'il  coupe  en  général  la 
courbe  donnée  au  point  de  contact. 

56.  Rayon  de  courbure.  Centre  de  courbure.  Courbure  d'une  courbe 
en  un  point  donné.  —  Les  trois  équations  (1),  (2)  et  (3)  donnent  les 
valeurs  de  a,  ^  et  7  nécessaires  pour  que  le  cercle  soit  une  osculatrice 
du  second  ordre;  la  troisième  en  fait  connaître  le  rayon.  Gomme  cette 
longueur  suffit  pour  faire  apprécier  la  courbure  du  cercle  et  par 
conséquent  de  la  courbe  au  point  de  contact,  on  donne  à  7  le  nom 
de  rayon  de  courbure.  Les  valeurs  de  a  et  de  ^  fixent  la  position  du 
centre  du  cercle  osculatcur,  point  auquel  on  a  donné  le  nom  de  centre 
de  courbure.  Le  rayon  d'un  cercle  osculatcur  étant  une  quantité 
essentiellement  positive,  on  conserve  celui  des  deux  signes  qui  rend 
la  valeur  de  7  positive;  ainsi,  si  /""x  est  négatif,  on  emploie  le  signe 
moins. 

Prenons  pour  exemple  l'ellipse  dont  l'équation  est 

On  en  tire 

^  dx  '        ^dx*  \dxj 

d'où 

A^  f^\  ^B^  B^-.^ 

dy ^      d*y  \dxj  AY  B*   B* 

dx~      A^y'    dx*'^  A*y  ""       A*y       ^""ïï«"y*' 

et  en  substituant,  il  vient 

_  {AY  -4-  J9V)«      [A^  -  {A*'-B^)x^Y 
^  A^B*  ~"  A*B  ' 

à  cause  de 

AY -^  ^3C*  =  A^B*. 

Aux  sommets  de  l'ellipse,  on  a  x  =»  0  ou  x  =  il ,  et  7  y  devient 

A*  B* 

7  =  -     et    7==-^. 
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Pour  la  parabole,  qui  a  pour  équation 
on  trouve 


=v/^ 


P 

La  courbure  d*un  arc  de  cercle  étant  dans  le  rapport  inverse  de  son 
rayon,  on  convient  de  prendre  pour  mesure  de  la  courbure,  le  rap- 

i 

port  '9   r  étant  le  rayon.  Pour  une  courbe  quelconque,  la  courbure 
r 

en  un  point  donné  se  confond  avec  celle  du  cercle  osculateur  relatif 
à  ce  point.  Il  suit  de  là  que  si  7  est  le  rayon  de  courbure  au  point 

i 
donné,  la  courbure  de  la  courbe  sera  représentée  par  -  • 

7 

57.  Equation  d'une  développée.  —  Les  équations  (i)  et  (2)  du  N"*  55 
donnent  les  valeurs  des  coordonnées  a  et  ^  du  centre  de  courbure 
pour  un  point  quelconque  (x,  y)  d'une  courbe  donnée.  Supposons  que 
Ton  construise  ce  centre  et  que  Ton  en  fasse  autant  pour  tous  les 
points  de  cette  courbe,  Tenseinble  de  tous  ces  centres  de  courbure 
constituera  une  nouvelle  courbe  dont  la  forme  et  la  position  seront 
intimement  liées  à  celles  de  la  courbe  primitive.  Ce  lieu  géométrique 
des  centres  de  courbure  a  été  appelé  développée  de  la  courbe  donnée. 
Cette  dernière,  comparée  à  la  développée,  se  nomme  développante, 
L*ëquation  de  la  développée  d'une  courbe  est  facile  à  trouver,  car 
après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  a  et  de  ^  en  fonction  de  x  et 
de  y,  on  aura  trois  équations  contenant  x,  y,  a,  p,  savoir  :  la  valeur 
de  a,  la  valeur  de  p  et  l'équation  de  la  courbe,  entre  lesquelles  on 
peut  éliminer  x  et  y.  —  L'équation  finale  ne  contiendra  plus  que  a  et 
â  et  sera  par  conséquent  l'équation  de  la  développée. 

Prenons  pour  exemple  l'ellipse  dont  on  s'est  occupé  (N*  56);  on 
trouve,  en  substituant  les  valeurs  de  f'x  et  f'x  dans  (1)  et(2)du  N"55, 

B^ 

i»*x* 
.1*  y^ 
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£d  tenant  compte  de  l'équation  de  la  courbe 
on  trouve 

et  en  substituant  dans  Tëquation  de  Tellipse,  il  vient  pour  équation  de 
la  développée  y 

il»  a'  -+-  Jî*  ?' =  (il«  —  B^y. 

58.  Propriétés  des  rayons  de  courbure,  —  Remarquons  d'abord  que 

le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe  est  dirigé  suivant  la 

normale  à  la  courbe,  puisque  la  tangente  est  commune  à  la  courbe  et 

au  cercle  osculateur  et  qu'un  rayon  est  perpendiculaire  à  la  tangente 

au  cercle.  En  désignant  par  (x',!/')  les  coordonnées  courantes,  l'équation 

de  cette  normale  est 

i 

et  comme  cette  droite  indéfinie  renferme  le  rayon  de  courbure,  celle 
équation  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées  a,  |3;  on  a  donc 

qui  exprime  une  relation  entre  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  de  la 
courbe  et  les  coordonnées  a,  ^  du  centre  de  courbure  correspondant. 
On  peut,  dans  cette  équation,  considérer  x  comme  une  variable  indé- 
pendante ;  alors  y  est  une  fonction  de  x  donnée  par  l'équation  de  la 
courbe,  a  est  une  fonction  de  x  donnée  par  l'équation  (!2)  du  (N°  55) 
et  p  est  une  fonction  de  a  donnée  par  l'équation  de  la  développée  et 
par  conséquent,  une  fonction  de  fonction  de  x.  Si  donc  on  dérive 
l'équation  précédente  par  rapport  à  x,  il  vient 

da    dx      dx  fx\dx       )     f*x^  '' 

ou  bien,  en  remplaçant  a  —  x  par  sa  valeur  liréc  de  (2)  (N°  5S)  et  re- 
marquant que  px  n'est  autre  chose  que  -p> 

dp  i  dBdy       ^       ^ 

aa.  dy  da  dx 

dx 
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Or,  si  on  mène  au  centre  de  courbure  une  touchante  à  la  développée, 
elle  fera  avec  Taxe  des  X  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique 

cst-T-;  cette  dernière  équation  exprime  donc  que  la  touchante  à  la 

courbe  donnée  et  la  touchante  à  la  développée  au  point  correspon- 
dant, sont  perpendiculaires  entre  elles.  Comme  les  rayons  de  cour- 
bure sont  aussi  perpendiculaires  aux  touchantes  de  la  courbe  donnée, 
on  conclut  de  là  que  les  normales  d'une  courbe  sont  partout  tangen- 
tes à  la  développée  et  que  la  partie  de  la  normale  comprise  entre  ta 
courbe  donnée  et  la  développée  représente  le  rayon  de  courbure.  Cette 
propriété  permet  de  considérer  la  développée  d'une  couibe  comme 
formée  par  l'intersection  deux  à  deux  des  normales  menées  aux  diffé- 
rents points  de  cette  courbe. 

59.  Dérivée  de  Varc  d'une  courbe,  —  La  propriété  des  développées 
qui  reste  à  démontrer,  supposant  connue  la  dérivée  d'un  arc  de  courbe 
par  rapport  à  l'abscisse,  c'est-à-dire,  la  limite  du  rapport  de  l'accrois- 
semeni  d'un  arc  de  courbe  à  l'accroissement  de  l'abscisse ,  nous  nous 
occuperons  d'abord  de  cette  recherche.  Soit  s  la  longueur  d'un  arc 
de  ecurbe  CM  (fig.  7),  compté  depuis  un  point  fixe  C  jusqu'en  un 
VOlût  M ,  ayant  x,  y  pour  coordonnées.  Il  est  visible  que  s  varie  avec 
X  et  est  par  conséquent  une  fonction  de  cette  variable;  si  donc  on 
augmente  a;  de  Ax  =  PP' ,  s  augmentera  de  ^s  ou  MM',  et  c'est  la 

limite  du  rapport  —  qu'on  se  propose  de  trouver;  pour  cela  remar- 
quons qu'en  prenant  h  assez  petit,  on  peut  toujours  faire  en  sorte 
que  Tare  MM'  soit  concave  ou  convexe  dans  toute  son  étendue,  par 
rapport  à  l'axe  des  X  et  on  sait  qu'alors  la  longueur  de  cet  arc  est 
comprise  entre  la  corde  MM'  et  un  polygone  quelconque  enveloppant 
tel  que  MNM'  construit  ici  en  menant  la  tangente  MN  à  l'extrémité 
M  de  l'arc.  En  remarquant  que  M'Q  est  A^,  que  le  cosinus  de  l'angle 
NMQ  est 

i 4 

|/l  -+-  tang«  NMQ      j/i  -h  /'«x 
<*lquc 

^^IN-— ^,  =  Ax/rr/^,     NM'  =  NQ-M'Q 
cos  NMQ  ' 

=  MQ  lang  NMQ  —  M'Q  =  Axf  x  —  Ay , 
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on  trouve 

^8  >  ^^Ax*  -♦-  Ay*,     ^s  <  ^x  j/l  -h  /""x  +  Ax/^x  —  Ay , 
et  par  conséquent 


Ax^V  \^V  A^ 


'  '  Ax 


As 
On  voit  donc  que  le  rapport  —  est  compris  entre  les  valeurs  des 

Ax 

seconds  membres  de  ces  deux  inégalités;  or,  si  pour  passer  à  la  limite, 

Au  dy       j, 

on  fait  converger  Ax  vers  zéro,  -^  convergera  vers-—  ou  /'x,  de  sorte 

iiX  c*x 

que  les  deux  valeurs  entre  lesquelles  se  trouve  compris  —  tendent  à 


se  réduire  à  (/i  +•  /'*x  qui  est  par  conséquent  la  limite  de  ce  rapport, 
c'est-à-dire  que  Ton  a 


^.-/rrr.^^^'. 


dx 


pour  la  dérivée  cherchée.  Le  radical  du  ôccond  membre  est  précédé  du 
double  signe,  et  il  est  visible  qu*il  faut  prendre  le  signe  plus  ou  le 
signe  moins,  suivant  qu'un  accroissement  donné  à  x  fera  croître  ou 
diminuer  Tare  s. 

La  considération  des  infiniment  petits  conduit  fort  simplement  à  ce 
résultat;  car  si  MQ  est  infiniment  petit,  l'arc  MM'  le  sera  aussi  et  se 
confondra  avec  sa  corde;  le  triangle  rectangle  MM'Q  donnera  donc 


MM'    ou    ds  =  (/MQ«  -f-  M'Q*  =  (/dx«  -♦-  dy* 

et  en  divisant  par  dxy  on  retrouve  l'équation  obtenue  plus  haut. 

60.  Propriété  des  développées.  —  Revenons  maintenant  aux  déve- 
loppées et  reprenons  l'équation  trouvée  plus  haut, 

(x  — a)«H-(y  — p)«  =  7«. 

On  a  vu  au  N*"  58  que  y  et  a  sont  des  fonctions  de  x  et  que  ^  est  fonc- 
tion de  a;  en  outre,  il  est  évident  que  7  change  de  valeur  avec  la 
position  du  centre  de  courbure ,  et  est  par  conséquent  fonction  de  a  ; 
si  donc  on  dérive  l'équation  précédente  par  rapport  à  x,  il  vient 


(• 
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En  substituant  les  valeurs  de  x  —  a,  y  —  p  et  7  obtenues  au  N*»  55 

du 
cl  celle  de  Px  ou  -^  trouvée  au  N"  58,  il  vient 
'  dx 


ÏV'  -  O' 


Pour  interpréter  ce  résultat,  représentons  par  8  une  certaine  por- 
lioude  la  développée,  comptée  depuis  un  point  quelconque  fixe  jus- 
qu'au point  (a,  p);  on  sait  que  Ton  a  pour  la  dérivée  d*un  arc  de 
courbe  rapportée  à  des  axes  rectangulaires, 


^v/^- 


]]  suit  de  là  que 


dy      d$  d'i  —  ds  dh — s) 

-j-  =  -j-     ou     — j ou      — ' =  0 

c'est-à-dire,  que  la  dérivée  de  7  —  s  est  constamment  nulle,  et  par 
conséquent  que  7  —  s  est  invariable.  On  a  donc,  C  étant  une  certaine 
constante, 

7  —  s  =  C. 

Appelons /et  s' ce.  que  deviennent  7  et  «en  un  autre  point  de  la 
courbe,  00  aura  de  même 

y— «'=C    d'où    7— y  =  «  — s', 

ce  qui  apprend  que  l'accroissement  du  rayon  de  courbure ,  depuis  un 
certain  point  de  la  développée  jusqu'à  un  autre^  est  égal  à  l'arc  de  la 
développée  compris  entre  ces  points. 

On  conclut  de  cette  propriété  des  développées,  combinée  avec  celle 
des  rayons  de  courbure  d*étre  tangents  à  la  développée,  une  consé- 
quence importante.  Si  Ton  enroule  un  fil  AMM'M"M'''  (fig.  8)  sur  la 
développée  MM'M",  en  fixant  une  extrémité  en  un  point  quelconque  M'" 
et  en  maintenant  ce  fil  tendu,  la  partie  libre  AM  sera  rectiligne  et 
tangente  en  M  à  la  développée  et  si  1*0%  fait  glisser  l'extrémité  A  de 
maoière  à  dérouler  le  fil  de  la  courbe  MM'",  cette  extrémité  décrira 
une  courbe  ABC  qui  n'est  autre  que  la  développante  de  MM''',  c'est-à- 
dire  la  conrbe  qui  a  celle-ci  pour  développée;  en  effet,  supposons 
que  ABC  puisse  être  distinct  de  la  développante  AC  et  que  ces  deux 
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courbes  coïncident  en  un  certain  point  A.  Pour  un  point  B',  le  rayon 
de  courbure  ne  peut  être  que  la  tangente  B'M'  à  la  développée  MM'"; 
mais  on  vient  de  voir  que  B'M'  =  AM  +  MM'.  D*un  autre  côté,  le  fil 
AM  ayant  pris  en  se  déroulant  la  position  BM'  sans  changer  de  lon- 
gueur, il  est  visible  que  Ton  doit  avoir  aussi  BM'  =  AM  +  MM';  d'où 
il  suit  que  les  longueurs  BM'  et  B'M'  sont  égales  et  que  par  consé- 
quent tous  les  points  B  et  B'  des  deux  courbes  coïncident. 

On  conclut  aussi  de  ce  qui  précède  qu'une  courbe  donnée  ne  peut 
avoir  qu'une  seule  développée,  puisque  celle-ci  se  trouve  entièrement 
déterminée,  tandis  qu'une  développée  peut  avoir  un  nombre  infini  de 
développantes;  car  on  conçoit  que  tandis  que  le  fil  AMM'M"  se  déroule 
de  la  courbe  MM'M" ,  un  point  quelconque  a  décrira  une  nouvelle  dé- 
veloppante abc  qui  aura  la  même  développée  MM'M"  que  ABC. 

6i.  Équation  et  propriétés  de  la  cycloïde.  —  Appliquons  les  théories 
précédentes  à  la  cycloïde.  C'est  ainsi  qu'on  nomme  la  courbe  décrite 
par  un  point  de  la  circonférence  d'un  cercle  qui  roule  sans  glisser  sur 
une  droite  donnée.  Si  donc  on  suppose  le  point  décrivant  M  du 
cercle  BMC  (fig.  9) ,  placé  d'abord  en  A  au  point  de  contact  du  cercle 
et  de  la  droite  donnée  AX  et  qu^on  fasse  ensuite  rouler  ce  cercle,  le 
point  M  décrira  la  cycloïde  AME  A'.  Pour  trouver  son  équation,  pre- 
nons A  pour  origine  et  AX  pour  axe  des  X;  considérons  le  cercle 
générateur  dans  une  position  quelconque  BMC.  Soient  (x,  y)  les  deux 
coordonnées  AP  et  PM  du  point  M  et  r?  le  rayon  du  cercle  décrivant. 
Il  résulte  du  mode  de  génération  que  AC  est  égal  k  l'arc  MC.  Repré- 
sentons l'arc  MC  par  z,  et  du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon  Om 
égal  à  celui  r  des  tables  trigonométriques,  décrivons  l'arc  cm',  la 
perpendiculaire  md  sera  le  sinus  de  me  et  on  aura 

MC  :  tnc  =  a  :  r,     MD  :  md  =:a:r^     OD  :  Od  =  a  :  r. 
d'où 

r  a     ,      a       r  a    .      a       r 

mc  =  -z,     MD  =- ma  =  -sin--z,     OD  ==-Oo  =  -cos-  zi 
a  r  r       a  r  r       a 

mais  on  a 

a       r 


et 


AP  =  AC  —  PC,     c  est-à-dire,    x  =  z sin-z 

r       o 


MP  =  OC  — OD    d'où     v  =  a---cos-z. 

^  r       o 
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Il  suffit  done  d*ëliminer  z  entre  ces  deux  ëqaatîons  pour  avoir  Tequa- 
tion  de  la  courbe.  On  tire  de  la  dernière, 


^z=r(a— y)    d'où    sin^z  =  %/»•*—« («-y)*  ==^»^2ay--y 


cos 
et 

-«  =  arcsin-  ^^2ay  — y*. 
a  a 

£q  substituant  ces  valeurs  de  sin  —  z  et  de  z  dans  la  valeur  de  x ,  il 

a 

vient  enfin  pour  équation  de  la  cycloîde, 

x  =  -arcsin-  •  j/2«y  —  y*  —  j/2ay  —  y« , 
pu  bien,  en  faisant  le  rayon  des  tables  r  égal  à  l'unité, 


,y^ay-y*_^^^—-,^ 


a;  =3  a  •  arc  sin 

a 

l^  signe  du  radical  doit  être  changé  quand  le  point  M  est  placé  entre 
S  €t  A',  parce  que  dans  ce  cas  on  a 

AP  =  AC  -4-  PC, 

et  que  l'arc  est  alors  plus  grand  qu'un  demi  cercle. 

Cette  équation  étant  transcendante,  la  cycloïde  est  elle-même  une 
courbe  transcendante.  Son  équation  dérivée  prend  une  forme  beau- 

dz 

dx 
coup  plus  simple.    Puisque  la  dérivée  de   arc  sin  z  est  > 

yi  —  z* 

celle  de  arc  sin  -  l/^ay  — •  y*   est  -— 1=  «'  par  conséquent,  en 

a  j/2oy  — y» 

prenant  la  dérivée  des  deux  membres  de  l'équation  de  la  courbe ,  il 
vient 

<=r  =  d'où    3^«=\/  ^ 

|/2ay— y»     l/2oy  -  y»      |/2oy-y«  rf«      V        y 

15 
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Telle  est  Téquation  dérivée  de  la  cycloïde.  Celle-ci ,  comme  Téqua- 
tion  primitive,  représente  non-seulement  la  branche  AEA',  mais 
encore  un  nombre  illimité  de  branches  identiques,  telles  que  Â'G 
placées  les  unes  à  la  suite  des  autres  ;  pour  s*en  convaincre,  il  suffit  de 
remarquer  que  les  arcs  qui  différent  d'une  ou  plusieurs  circonférences 

entières,  ayant  tous  le  même  sinus,  il  s'en  suit  que  arc  sin  ^ — - — ^ 

a 

désigne  indifféremment  a  ou  jtn  '\-  a^    47r  +  a  etc.  Si  on   donne  à 

l'arc  cette  seconde   signification   en  remplaçant  arc  sin  - — — 

a 

|/2af/  —  V* 
par  âw  -*-  arc  sin ^  »  et  qu'on  transporte  l'origine  des  coor- 
données de  A  en  A',  ce  qui  se  fait  en  remplaçant  x  par  x  +  AA'  ou 
x  +  27ra,  l'équation  reprend  identiquement  la  première  forme.  La 
seconde  branche  A'G  est  donc  semblable  à  la  première  et  il  en  sera  de 
même  des  suivantes.  Gela  résulte  d'ailleurs  du  mode  de  construction  ; 
car  après  que  le  cercle  générateur  a  achevé  sa  première  révolution,  il 
en  recommence  une  deuxième,  puis  une  troisième,  ce  qui  donne 
naissance  à  une  suite  de  branches  de  courbes  toutes  identiques  k  la 
première  AEA'. 
La  longueur  de  la  normale  déduite  de  la  formule  connue  (N**  52) 

est  ]/^ay  ;  or,  si  Ton  joint  le  poiut  M  de  la  courbe  au  point  de  con- 
tact G  du  cercle  générateur,  une  propriété  connue  du  cercle  donne  la 
proportion 

GD:GM  =  GM:GB,     d'où    GM=»|/2Ôy; 

on  voit  donc  que  la  normale  à  la  cycloïde  au  point  M  est  égale  à  la 
corde  MG,  et  comme  du  point  M  on  ne  peut  mener  deux  obliques 
égales  du  même  côté  de  la  perpendiculaire  MP,  la  corde  MG  doit  se 
confondre  avec  cette  normale.  On  voit  aussi  que,  puisque  la  corde 
supplémentaire  BM  est  perpendiculaire  sur  MG,  cette  corde  DM  repré- 
sente la  tangente  à  la  courbe.  Si  l'on  trace  un  cercle  EM'F  égal  au 
cercle  décrivant  et  tangent  k  l'axe  en  un  point  quelconque,  il  est  visi- 
ble qu'en  menant  MM'  parallèle  à  AA',  les  cordes  BM  et  EM'  sont 
parallèles;  d'où  résulte  cette  construction  fort  simple  pour  mener 
une  tangente  en  un  point  donné  M  de  la  cycloïde  :  on  mènera  par  M 
une  parallèle  MM'  h  l'axe,  qui  coupera  le  cercle  fixe  EM'F  en  M'  ;  on 
joindra  le  point  M'  au  point  E  et  l'on  mènera  par  M  une  parallèle  à  EM'; 
cette  parallèle  sera  la  tangente  cherchée. 


/ 
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^  ^'expression  du  rayon  de  courbure  s'obtient  en  remplaçant  dans  la 
vé  '^^^^  générale ,  fx  et  f'^x  par  leur  valeur  tirée  de  Téquation  déri- 
'ie  la  courbe,  savoir  : 

/ «? 

r^=y-y-^  et  rx^- 


y  \/'2ay  —  y*  ^ 


Od  trouve 

(2ay) 


S 


'  a^  ay  ay 

d'où  il  suit  que  le  rayon  de  courbure  MH  est  double  de  la  nor- 
male MC. 

Cherchons  encore  la  développée  de  la  cycloïde;  il  faut,  pour  cela, 
remplacer  /"'x  et  f"x  par  leur  valeur,  dans  les  équations  (1)  et  (2)  du 
N"*  55,  ce  qui  conduit  aux  valeurs  suivantes 


2a  — .y 

1    -i- 

X —  a  = 

2a  — y 


2a  —  y 

o        V      y 


4  -+- 


y  —  p=, ^ =  2y,    d'où    p  =  -y, 


y 

a 

et  en  éliminant  x  et  y  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  cycloïde, 
on  trouve  pour  la  développée , 

,==a-arcsin'^~^"^~-^  +  /-2«p-p«. 

a 

Cette  courbe  est  elle-même  une  cycloïde  identique  à  la  première,  et 
qni  n'en  diffère  que  par  sa  position  ;  car  si  on  transporte  l'origine  des 
coordonnées  au  point  H'  (fig.  9),  placé  sur  la  perpendiculaire  EF  élevée 
aa  milieu  de  A  A',  à  une  distance  FH'  égale  à  EF  ou  2a,  et  qu'on  prenne 
pour  nouveaux  axes  des  X'  et  T  la  droite  H'E  et  la  parallèle  H'X'  k  l'axe 
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des  X,  en  désignant  par  x',  y'  les  nouvelles  coordonnées,  les  formules 
pour  la  transformation  seront 

a  =3  OTT  —  a/,     p  =  —  2a  H-  y, 
et  il  viendra  en  substituant  » 

an  —  3^=»a  -arcsin!- — ^      ^  -f-  |/2ay'  —  y^, 
d'où 

x^  =,  a  ("^  -^  arc  sin  »^^^^""  ^^  \  ^  /2a/  -  y». 

Si  Ton  observe  que  deux  arcs  supplémentaires  ont  le  même  sious 
et  que  par  conséquent  tt  —  arc  sin  - — ^  peut  être  remplace 


.   i/2at/  —  »/'•  „,        .        ,    ,    ,,    , 

par  arcsm^^^ =^— >  on  aura  pour  1  équation  de  la  développée, 

a;'=aarcsin'-— ^^-— ^ ^^2ay'  —  /* 

qui  est  identiquement  la  même  que  celle  de  la  cycloTde  primitive. 
La  développée  d'une  cycloïde  est  donc  une  cycloide  identique. 

62.  Équation  de  l'hypocycloïde.  —  Au  lieu  de  faire  rouler  un  cercle 
sur  une  droite,  si  on  le  fait  rouler  sur  une  courbe,  par  exemple,  sur 
un  cercle,  la  courbe  décrite  par  un  point  du  cercle  mobile,  prend  le 
nom  d*hypocycloïde  ou  à'épieycloîde  suivant  que  le  cercle  mobile 
roule  dans  la  partie  concave  ou  sur  la  partie  convexe  de  la  courbe. 
Examinons  en  particulier  le  cas  où  le  cercle  0  (fig.  iO)  roule  dans 
rintérieur  d'un  cercle  A,  le  rayon  NO  étant  te  quart  du  rayon  AN. 
Si  B  est  le  point  de  contact  primitif  et  M  le  point  décrivant  dans  une 
position  quelconque,  et  qu'on  désigne  par  z  Tare  BN,  Tare  MLN  devra 
être  égal  à  z.  Soient  (x,  y)  les  coordonnées  du  point  M  de  Thypocycloïde 
et  r  le  rayon  AN;  on  a 

3  5         z  5         z 
AO  =  7  r,    AQ  =  AO  cos  NAB  =»-  r  cos  ~»    00  =  7  r  sin  -> 

4  4         r  4         r 

a  =»  AQ  —  PQ  =-r  cos  -  —  MO  cos  a,    y  =  OQ  —  MO  sin  a. 
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a  représente  rincliDaison  de  MO  sur  Taxe  des  X,  c'est-à-dire 


OAB 
OD  a  donc 


r      \   r  /  r 


3  z      r       Zz  Z     ,   z      r   ,    ^z 

4  r4r^4         r4r 

Ed  éliminant  z  entre  ces  deux  équations,  après  avoir  remplacé  cos  3  - 

z  z 

et  sin  3 -par  leur  valeur  en  fonction  de  cos -donnée  par  les  formules 
r  r 

de  la  fin  du  N"  50,  il  vient  pour  l'équation  de-  cette  hypocycloïde , 

X*  -*-  y'  =  r'. 

Si  le  cercle  mobile  avait  son  rayon  égal  à  la  moitié  de  celui  du  cercle 
fixe,  rhypocycloïde  deviendrait  un  diamètre  de  ce  dernier  cercle. 

63.  Analyse  d'une  courbe.  Points  singuliers.  —  Analyser  une 
courbe  donnée,  c'est  cbercber  par  la  discussion  de  son  équation  les 
particularités  les  plus  remarquables  que  présente  cette  courbe.  Le 
moyen  qui  atteindrait  ce  but  de  la  manière  ta  plus  complète,  consis- 
terait à  construire  la  courbe  par  points,  en  donnant  à  l'abscisse  x  une 
suite  de  valeurs  numériques  très  rapprochées  et  en  calculant  les 
valeurs  correspondantes  de  y.  On  conçoit  que  si  les  valeurs  de  x 
étaient  suffisamment  rapprochées,  en  reliant  les  points  ainsi  obtenus, 
par  un  trait  continu ,  on  aurait  une  image  de  la  courbe  assez  exacte 
pour  qu'on  put  se  faire  une  juste  idée  de  sa  forme  et  de  ses  particu- 
larités; mais  l'extrême  longueur  de  ce  procédé  le  rend  le  plus  sou- 
vent illusoire,  du  moins  quand  il  s'agit  de  construire  une  courbe  dans 
toute  son  étendue;  ce  n'est  que  lorsqu'il  ne  faut  construire  par  points 
qu'un  petit  arc  de  courbe  que  ce  moyen  est  praticable ,  et  ecla  suffit 
le  plus  souvent,  parce  que  le  calcul  différentiel  permet,  comme  on  le 
verra,  de  fixer  les  seuls  points  de  la  courbe  où  certaines  particularités 
remarquables  peuvent  exister. 

D'abord ,  la  valeur  de  la  dérivée  du  premier  ordre  fait  connaître  les 
limites  de  la  courbe  dans  le  sens  des  deux  axes  ;  il  résulte ,  en  effet , 
de  la  signification  de  la  dérivée  que,  lorsque  sa  valeur  est  égale  à 
zéro,  la  tangente  à  la  courbe  fait  un  angle  nul  avec  Taxe  des  X  ou 
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lui  est  parallèle;  d'où  il  suit  qu'en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  pre- 
mier ordre,  les  racines  de  l'équation  ou  les  valeurs  de  x  indiqueront 
les  points  de  la  courbe  pour  lesquels  la  tangente  est  parallèle  k  l'axe 
desX,  points  qui 9  en  général,  sont  les  plus  rapprochés  ou  les  plus 
éloignés  de  l'axe  des  X.  On  distingue  ces  deux  circonstances  par  le 
signe  de  la  dérivée  du  second  ordre,  laquelle  est  positive  dans  le 
premier  cas  et  négative  dans  le  second  (N**  46).  On  connaîtra  égale- 
ment les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens  de  l'axe  des  X  en  remar- 
quant que  pour  ces  points  extrêmes,  les  tangentes  sont  parallèles  à 

l'axe  des  Y  et  par  conséquent,  la  dérivée  -—  infinie. 

On  peut  aussi  reconnaître  si  en  un  point  donné,  une  courbe  tourne 
sa  concavité  ou  sa  convexité  vers  l'axe  des  X;  en  effet,  il  est  évident 
que  la  concavité  d'une  courbe  est  tournée  vers  le  centre  de  courbure 
et  que,  par  conséquent,  la  concavité  ou  la  convexité  sera  tournée  vers 
l'axe  des  X  selon  que  le  centre  de  courbure  sera  plus  rapproché  ou 
plus  éloigné  de  cet  axe  que  le  point  correspondant  de  la  courbe, 
c'est-ji-dire,  selon  que  y  —  p  sera  positif  ou  négatif;  or  on  a  vu  que 

et  comme  le  numérateur  est  essentiellement  positif,  il  résulte  de 
cette  valeur  que  la  concavité  ou  la  convexité  sera  tournée  vers  l'axe 
des  X,  suivant  que  f"x  sera  négatif  ou  positif.  Si  y  était  négatif  ou  si 
la  courbe  était  placée  au-dessous  de  l'axe  des  X  du  côté  de  Taxe  des 
Y  négatifs,  on  changerait  y  en  p  et  — y  en  —  p  et  l'équation  devien- 
drait 

et  il  est  visible  que  les  conditions  seraient  les  mêmes,  mais  inverses. 
En  rapprochant  ces  différentes  conditions,  il  est  facile  de  voir  que  la 
concavité  ou  la  convexité  sera  tournée  vers  l'axe  des  X,  suivant  que 
y  ou  fx  et  fx  seront  de  signe  différent  ou  de  même  signe,  ou  selon 
que  le  produit  fx  f"x  sera  négatif  ou  positif. 

On  reconnaît  l'existence  de  plusieurs  branches  dans  une  courbe,  en 
résolvant  son  équation  par  rapport  à  l'une  des  coordonnées,  y  par 
exemple.  Si  y  a  plusieurs  valeurs  réelles,  chacune  de  ces  valeurs 
correspondra  à  une  branche  particulière.   On  pourra   même    isoler 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL.  127 

I»» 

^9uation  de  cette  branche,  en  ne  prenant  pour  y  que  la  racine  qui 

/  coffespond.  Si  la  courbe  est  algébrique,  il  est  visible  que  les  équa- 

'^s  des  différentes  branches  ne  différeront  les  unes  des  autres  que 

*cs  signes  des  radicaux  présents  dans  la  valeur  générale  de  y. 

p  »  ^  appelle  pomf5  singuliers^  les  points  d*une  courbe  où  celle-ci 

c/e  ^'^^e  dans  sa  forme  quelque  particularité  remarquable.  L'existence 

&û^v^^   points  se  manifeste  le  plus  souvent  dans  l'équation  par  des 


T4(^*.^Mnuités  accidentelles.  Ils  correspondent  quelquefois  à  certaine 

y      ^   particulière,  attribuée  à  l'une  des  dérivées.  Les  points  singu- 

^  ^ont  nous  nous  occuperons,  sont  :  le  point  multiple^  le  point  de 

t^TOusstment  ^  le  point  saillant^  le  point  d* arrêt,  le  point  isolé  ou 

conjugué,  et  le  point  d'inflexion, 

64.  Point  multiple.  —  Le  point  multiple  est  celui  où  viennent  se 
croiser  deux  ou  plusieurs  branches  d'une  même  courbe.  On  reconnaît 
saos  peine  l'existence  d'un  semblable  point  dans  la  courbe  qui  a  pour 
équation 

en  effet,  on  en  tire 

y  =  ±x|/T— -X* 

et  Ton  voit  que  pour  x  positif  et  plus  petit  que  l'unité ,  y  a  deux  va- 
leurs égales  et  réelles;  d'où  il  résulte  que  la  courbe  du  cdté  des  X 
positifs  a  deux  branches  OA  et  OB  (fig.  il)  placées  symétriquement  des 
deux  cétés  de  l'axe  des  X.  En  faisant  x  négatif,  y  prend  encore  deux 
valeurs  réelles  et  égales,  ce  qui  prouve  que  du  côté  des  X  négatifs,  il 
y  a  aussi  deux  branches  symétriques  OA'  et  Ofi\  Le  point  0  est  donc 
un  point  multiple. 

65.  Point  de  rebroussement.  Point  saillant,  —  Si  deux  branches 
d'une  même  courbe  viennent  se  réunir  en  un  point  A  et  ne  se  prolon- 
gent pas  au'delè,  le  point  se  nomme  point  de  rebroussement.  Pour  en 
reconoailre  l'existence  il  faut  s'assurer  de  la  présence  de  deux  branches 
àe  courbe,  et  vérifier  si  les  valeurs  des  ordonnées  étant  réelles  d'un, 
calé  de  ce  point,  deviennent  imaginaires  de  l'autre.  Prenons  pour 
exemple 

{y  —  xy  =  6«  {X«  —  C«)». 

En  h  mettant  sous  la  forme 


2/==x=i=  6  |/(x*  —  c«)* , 


L 
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on  reconnaît  que  depuis  x  =  c  jusqu'à  x  =  h-  oo ,  et  depuis  x  =  —  c 
jusqu'à  x=  —  00  ,  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  réelles  qui 
se  réunissent  aux  points  où  x  =»  c  et  x  =  —  c  et  ne  se  prolongent  pas 
au-delà.  On  en  tire 

^=i=b36x|/x»  — c« 
dx  ^ 

qui  pour  xs=c  et  x  =  —  c  donne  -—  =  i ,  ce  qui  apprend  que  dans 

OtX 

ces  points  les  tangentes  aux  deux  branches  sont  inclinées  de  y  sur 

4 

l'axe  X  et  par  conséquent  se  confondent. 

11  est  à  remarquer  que  quand  l'équation  est  réductible  à  la  forme 


y  =  fx±  /(yx)-*  =  /x  =b  (<px)« , 

n  étant  un  nombre  pair,  ce  qui  embrasse  tous  les  cas  où  la  courbe  se 
compose  de  deux  branches,  celles-ci  se  touchent  en  général  au  point 
de  rebroussement;  en  effet,  il  est  visible  que  le  point  singulier  pour 
lequel  la  double  valeur  de  y  doit  disparaître,  répond  à  fXs=0  ou  à 

<px  =  00  suivant  que  —  est  positif  ou  négatif.  D'un  autre  côté ,  on  tire 

u 

de  cette  double  équation 

Pour  —  négalif  OU  pour  ^x  infini,  ces  deux  valeurs  se  réduisent  en 
général  à  une  valeur  unique  /'x.  Pour  —  positif  ou  pour  ?x  nul ,  les 

deux  valeurs  deviennent  encore  f'x  ou  l'infini  suivant  que  —  est  plus 

grand  ou  plus  petit  que  l'unilé,  c'est-à-dire  que  dans  tous  les  cas  la 
direction  des  deux  tangentes  est  la  même. 
La  discussion  des  équations 

[y  —  ax*)'  =>  6x',    y*  =  x', 

fait  découvrir  la  présence  d'un  point  de  rebroussement  à  l'origine  des 
coordonnées. 
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Le  point  de  rebroussement  prend  le  nom  de  point  saillant  quand 
les  branches  ne  se  touchent  pas.  Il  ne  difTère  du  premier  qu'en  ce  que 
les  branches  n'y  ont  pas  une  tangente  commune ,  comme  cela  a  lieu 
ordinairement  dans  les  courbes  transcendantes*  Dans  les  courbes 
transcendantes  qui  ont  pour  équation 

y  = -^,    y  =  xarctang-. 

i  -4-e' 

un  point  saillant  se  trouve  à  l'origine  des  coordonnées;  puisque 
dans  la  première  \Q-^y  converge  vers  zéro  du  côté  des  x  positifs  et 

vers  l'unité  du  côté  des  x  négatifs,  et  que  dans  la  seconde^  le  -p  con- 
verge dans  ces  deux  directions  vers  -  et  —  -  • 

À  À 

66.  Point  (Tarrét.  Point  conjugué.  —  Le  point  d'arrêt  est  celui  où 
une  branche  unique  de  courbe  s'arrête  brusquement.  Sa  présence  se 
manifeste  par  cette  circonstance  que  la  valeur  de  t/,  après  être  restée 
réelle  et  unique  dans  une  certaine  étendue  des  valeurs  de  x,  devient 
brusquement  imaginaire  pour  des  valeurs  croissantes  de  cette  variable. 
La  courbe 

i 

logx 

présente  un  semblable  point  à  l'origine  des  coordonnées,  car  pour 
toute  valeur  positive  de  x,  y  ne  reçoit  qu'une  seule  valeur  réelle,  et 
lorsque  x  devient  négatif,  la  valeur  de  y  devient  imaginaire.  La  courbe 

i 

y  = 1 

se  compose  de  deux  branches  l'une  placée  au-dessus  de  l'axe  des  X  posi- 
tifs et  commençant  à  l'origine,  l'autre  s'étendant  indéfiniment  au-des- 
sas  de  l'axe  des  X  négatifs  et  commençant  dans  l'axe  des  Y  au  point 
ou  y  =s  i.  Les  commencements  de  ces  deux  branches  forment  deux 
pmnts  d'arrêt. 

Quelquefois  une  équation  entre  deux  variables  représente  k  la  fois 
une  courbe  et  un  ou  plusieurs  points  entièrement  isolés  que  l'on  a 
nommes  points  conjugués. 

iC 
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On  reconnaît  Texistence  de  ces  points,  h  ce  caractère  que  pour  une 
certaine  valeur  de  x,  y  reste  réel,  tandis  qu'une  valeur  un  peu  moin- 
dre ou  plus  grande  rend  y  imaginaire.  Dans  la  courbe 

y*  =  x{x  -^  iy 

le  point  qui  a  pour  coordonnées  (x  =  —  i,  y  =  0)  est  isolé,  car  en 
mettant  Tequation  sous  la  forme 

y  =  ±  (x  -4-  i)  /x, 

on  reconnaît  que  pour  x  =  —  i,  y  est  réel  et  nul,  tandis  qu'en  rem- 
plaçant X  par  —  i  -^  h,  h  étant  une  quantité  très  petite,  y  devient 

dz  h  y^ —  i  +  A  qui  est  imaginaire  pour  des  valeurs  positives  ou  néga- 
tives de  A.  La  courbe  proprement  dite  s'étend  depuis  x  =  0  jusqu'à 
X  =  00  . 

67.  Théorème  sur  les  points  singuliers.  —  La  recherche  des  points 
singuliers  dans  les  courbes  algébriques  est  beaucoup  facilitée  par  ce 
théorème  :  dans  toute  courbe  algébrique  dont  l'équation 

f{xyy)  =  0    ou    /  =  0 

deux  nulles  ou  toutes  deux  infinies  pour  un  point  de  rebroussement , 
un  point  multiple  ou  un  point  isolé. 

En  effet  supposons  que  M'A  et  MA  (fig.  13)  forment  en  A  un  point 
multiple  ou  un  point  de  rebroussement.  En  mettant  l'équation  de  la 
courbe  sous  la  forme 

y  =  ffx 

et  en  désignant  par  a  l'abscisse  de  ce  point  et  par  h  une  quantité  très 
petite  positive  ou  négative,  il  est  visible  que  <p(a  +  A)  doit  avoir 
plusieurs  valeurs,  tandis  que  <fa  n'en  a  qu'une  seule,  puisque  l'ordonnée 
AB  correspondant  à  a  est  unique;  tandis  que,  à  l'abscisse  OP  =  a  -h  A 
correspondent  plusieurs  ordonnées  MP,  MT.  Il  suit  de  là  que  l'une 

des  dérivées  —-  >   -~  etc.  doit  être  susceptible  de  plusieurs  valeurs 

dx     dx* 

distinctes  pour  x  ==  a,  puisque  ^(a  -^  h)  est  donné  par  le  développe- 
ment 


\dxja        \dx*Ju  i  .2 


etc. 
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Or,  si  la  dérivée  de  Tordre  n  est  la  première  qui  prend  une  valeur 
multiple,  et  qu'on  cherche  les  dérivées  successives  de  l'équation  de 
la  courbe  rendue  rationnelle  et  mise  sous  la  forme 

il  viendra  après  n  dérivations , 
dy  dx      dx         * 

dy  dx*      dxdy  dx      dydx  dx      dy*  \dxj       dx*  '      ' 

dfd^y  ^    d*f  d*y  ^  d*f  dy  d*y  \  ^^  _^ 
dy  dx'      dydx  dx*      dy*  dx  dx*  '         ' 

df  d*y        d*f  d"-*  y 

zry^-^  T-T-  j— 4  -*-  etc.  =  0. 

dy  dx""      dydx  dx»"* 

dy     d*v        d"^*i/ 

ou  bien ,  en  éliminant  -~  >  -r^ -; — =7  entre  ces  équations , 

dx     dx*         dx»-* 

dy  dx      dx         ' 

fd/yd*y       d*f  df  df       d*f  df  df  ^  d*f/dr\*  ^  d*f/df\*    ^ 
\dyj  dx*      dxdy  dx  dy      dydx  dx  dy      dy*  \dxj       dx*  \dy/ 


\dy) 


*»-*  d"w 
dx"* 


Cette  dernière  équation  se  compose  de  deux  termes  dont  l'un,  conte- 

rf»t/ 
nant-p^  9    prend  par  hypothèse  plusieurs  valeurs  pour  x  =  a  et  dont 

Taatre  que  nous  avons  désigné  par  U  ne  prend  qu'une  seule  valeur 

,      .^  .  ^  ^.     df     df       d*f 

quand  x=«a,  parce  que  les  dérivées  partielles -j- »        -         ' 


dy     dx     dydx 

qui  seules  entrent  dans  U^  ne  sauraient  avoir  des  valeurs  multiples, 
attendu  que  la  fonction  f{x^y)  ayant  été  rendue  rationnelle,  ses 
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dérivées  partielles  le  soDt  également.  Il  suit  de  là  qu'en  désignant 
par  A  eiA'  deux  des  valeurs  de  -j-^  9  on  doit  avoir  à  la  fois 


d*où  Ton  tire  en  retranchant  membre  à  membre, 

et  par  conséquent 

/df\ 

=  0, 


a 


parce  que  A  diffère  de  A^  par  hypothèse.  L'équation  dérivée  première 

dfdy     df_ 
d^dSi'^d^~^       ' 

se  réduit  alors  à 


ce  qui  vérifie  la  première  partie  de  la  proposition. 

Los  deux  équations  (i)  pourraient  aussi  subsister  ^M  3^  )  ^M  V"  ) 

df 
prenaient  des  valeurs  infinies  pourx  =  a;  car  U  qui  contient    -j- 

dx 

df 
et  y- on  facteur,  devient  infini  avec  ces  dérivées  et  les  équations  (i) 

pourront  encore  donner  pour  -7^  plusieurs  valeurs  A  et  A\  puisque 
les  doux  équations 


"  m 


lii-4 


sont  idcnUquemcnt  satisfaites. 
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Le  même  théorème  subsiste  pour  un  point  isolé;  car  a  étant  l'abscisse 
de  ce  pointy  si  dans  l'équation  de  la  courbe  y  =  ^x,  on  fait  x  =  a,  on 
doit  trouver  pour  y  ou  ^a  une  valeur  réelle,  tandis  que  pour  x±=aàihf 
h  étant  une  quantité  très  petite  quelconque,  Tordonnée  ne  peut 
rencontrer  la  courbe,  puisque  le  point  est  isolé,  et  par  conséquent 
f{azizh)  doit  avoir  une  valeur  imaginaire.  Or  la  formule  de  Taylor 
donne 


\dxj.    "*"  \dx*Ja  1 . 2 ■*■  \dx»J.  1 .2.: 


il  faut  donc  que  l'une  des  dérivées  soit  imaginaire  pour  le  point  con- 
jugué. D'un  autre  côté, 

/■(^>  y) = 0 

étant  l'équation  de  la  même  courbe ,  rendue  rationnelle ,  on  en  tire 
comme  plus  haut,  après n  dérivations  successives, 

fn-l  J»y 


dx* 


i7  =  0, 


dans  laquelle  U  représente  l'ensemble  de  tous  les  termes  contenant 

les  dérivées  partielles -/- >  -r-»  -rA»   etc.  Soit -—^  une  des  dérivées 

dx     dy     dx*  ox* 

qui  devient  imaginaire.   U  est  une  quantité  réelle ,  puisque  /*(x,  y) 

ayant  été  rendu  rationnel,  ses  dérivées  partielles  des  différents  ordres 

ne  contiendront  pas  de  radicaux  et  ne  savent  par  conséquent  devenir 

imaginaires.  L'équation 

est  donc  composée  de  deux  termes  dont  l'un  U  est  réel  et  l'autre  ima- 
ginaire, et  n'est  possible  que  si  les  termes  imaginaires  sont  nuls  sépa- 
rément, ou  si  l'on  a 

f-o. 
df 

et  par  conséquent  —-  =  0 ,  à  cause  de  l'équation  dérivée 

dx 

dy  dx      dx 
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Comme  Féqualion  dérivée  peut  se  mettre  sous  la  forme 


U  dx* 


Q- 


_=o, 


on  voit  qu'elle  est  aussi  satisfaite  en  posant 

_L  =3  00     et  par  conséquent     -7-=  oo  . 
dy  ^  ^  dx 

Il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir  que  pour  trouver  les  points 
singuliers  dans  les  courbes  prises  plus  haut  pour  exemples,  il  faut 
poser  les  équations 

^f      r.      ^f      ^  ,..         df  df 

7^=0,     -i-  =  0,     ou  bien     -1^^=00,     -f-  =  oo, 

dx  dy  dx  dy 

et  en  tirer  les  valeurs  de  x,  y.  Si  ces  valeurs  vérifient  Téquation 

elles  pourront  seules  correspondre  à  des  points  singuliers,  et  la 
discussion  ou  la  construction  de  la  courbe  dans  son  voisinage  sera 
nécessaire  pour  en  confirmer  l'existence  et  pour  en  reconnaître  la 
nature.  Si  les  valeurs  de  x  et  y  ne  satisfaisaient  pas  à  l'équation  de  la 
courbe,  l'existence  de  l'un  des  trois  points  singuliers  cités  plus  haut 
serait  impossible. 

En  examinant  la  marche  de  la  démonstration  précédente ,  on 
reconnaît  sans  peine  que  le  théorème  doit  s'appliquer  souvent  aux 
courbes  transcendantes;  car  il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  pour 
qu'il  y  ait  un  point  singulier  dans  une  courbe  de  nature  quelconque, 
les  conditions  suivantes  sont  nécessaires  :  il  faut  que,  à  une  valeur 
arbitraire  de  x  correspondent  des  valeurs  multiples  de  y,  se  réduisant 
à  une  seule  pour  une  valeur  particulière  a  de  x,  et  en  outre,  que  l'équa- 
tion puisse  être  mise  sous  une  forme  telle  que  ses  dérivées  partielles 
successives  aient  des  valeurs  uniques  et  réelles  pour  une  même  valeur 

de  X,  y.  Si  ces  conditions  sont  toutes  remplies,  les  deux  dérivées 

If        ft  f 

partielles  -4-  ei  -j-  tirées  de  l'équation  de  la   courbe  transformée 
dx        dy 

comme  on  vient  de  le  dire ,  doivent  être  nulles  ou  infinies  au  point 
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de  la  courbe  où  se  trouve  un  des  trois  points  singuliers  dont  il  est 
question  plus  haut.  Ainsi  pour  la  courbe 

i 

y  =  axarc  tang-» 

il  y  a  plusieurs  valeurs  réelles  distinctes  de  y  qui  sont 
y=(ia:arctg->     yz=ax(  âjr-t-arctg-  j,    2/=ax[  47r-*-arctg- V  et<^ 

cl  qui  réprésentent  chacune,  une  branche  particulière.  Pour  x=0,  on 
trouve  la  valeur  unique  et  réelle  y  =  0  et  en  troisième  lieu ,  si  Ton 
met  l'équation  sous  la  forme  implicite 

teng-^^ =  0, 

ax      X 

les  dérivées  partielles  successives  du  premier  membre  auront  des 
valeurs  uniques  et  réelles  pour  toute  valeur  de  x.  Le  point  singu- 
lier, s'il  existe,  pourra  donc  être  déterminé  comme  pour  les  courbes 
algébriques.  On  trouve  en  effet 

df  ^y  \  df  1 


dx        .     .  V     ^      rfy  -  V 

aj'cos*--  oxcos'-^ 

ax  ax 

cl  ces  deux  dérivées  partielles  deviennent  infinies  pour  x  =  0  qui  cor- 
i^pond  à  y  ==  0,  c'est-à-dire,  pour  Toriginc.  On  a  vu  en  effet  qu'il  y 
a  un  point  saillant  en  cet  endroit. 

68.  Point  d'inflexion.  —  11  nous  reste  encore  à  trouver  le  caractère 

qui  permet  Texistence  d'un  point   d'inflexion.  On  donne  ce  nom 

su  point  où  une  courbe  de  concave  qu'elle  était  d'abord,  devient 

convexe,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  c'est  le  point  où  la  tangente 

coope  la  courbe.  On  a  vu  qu'une  courbe  tourne  sa  concavité  ou  sa 

Gonvexité  vers  l'axe  des  X  selon  que  f'x  est  négatif  ou  positif.  Il  faut 

donc  qu'au  point  d'inflexion  A  (fig.  i4),  f'^x  change  de  signe  et  comme 

on  sait  qu'en  général,  une  fonction  change  de  signe  en  passant  par 

zéro  ou  par  Tinfini,  on  voit  que  la  dérivée  du  second  ordre  est  nulle 

ou  infinie  en  ce  point.  11  faut  donc  égaler  la  dérivée  seconde  à  zéro  ou 

i  rinfini,  et  chercher  les  valeurs  réelles  correspondantes  de  x.  La  dis- 
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cussion  de  Téquation    est   nécessaire  pour  confirmer  Texislence  de 
l'inflexion.  Ainsi  dans  les  courbes  qui  ont  pour  équation 

y»  =  ax^ ,     a*y*  ==  à^x*  —  x*,    y  =  tang  x , 

il  y  a  un  point  d'inflexion  à  l'origine,  car  on  trouve 


ePy^iO    '/a      dhj       a:(2x«  —  5a*)       dhj  _ 


sinx 


et  il  est  visible  que  les  deux  premières  dérivées  changent  de  signe 
quand  x,  variant  d'une  manière  continue,  passe  par  la  valeur  zéro. 
Il  en  est  de  même  de  la  troisième  quand  x  passe  par  les  valeurs 

0,  7r,    Stt,   57r,    etc. 

69.  Coordonnées  polaires,  —  Dans  toutes  les  applications  précéden- 
tes, on  a  supposé  les  courbes  rapportées  à  deux  axes  orthogonaux  et  les 
valeurs  des  rayons  de  courbure,  sous- tangentes,  normales,  etc.,  ont 
été  exprimées  au  moyen  des  dérivées  tirées  des  équations  de  ces 
courbes  en  coordonnées  rectangulaires;  mais  ces  formules  ne  seraient 
plus  applicables,  s'il  s'agissait  d'une  courbe  rapportée  à  un  autre 
système  de  coordonnées ,  par  exemple ,  à  des  coordonnées  polaires. 
On  pourrait  encore,  il  est  vrai,  déduire  de  l'équation  de  la  courbe, 
les  valeurs  des  dérivées  des  différents  ordres  de  l'une  des  variables  con- 
sidérée comme  fonction  de  l'autre;  mais  ces  dérivées  n'auront  plus  la 
même  signification  géométrique  que  précédemment,  et  par  conséquent 
les  formules  qui  donnent  les  valeurs  du  rayon  de  courbure  etc.,  et 
qui  sont  fondées  sur  cette  signification,  seront  différentes  pour  cha- 
que système  de  coordonnées.  Au  lieu  d'établir  une  théorie  particu- 
lière des  tangentes,  des  cercles  osculateurs,  etc.  pour  chaque  système 
de  coordonnées,  on  peut  au  moyen  des  formules  établies  dans  les 
N""  iO  et  25,  déduire  des  valeurs  précédentes  du  rayon  de  cour- 
bure, etc.,  celles  de  ces  mêmes  droites  dans  chaque  système  de  coor- 
données, pourvu  que  l'on  connaisse  les  formules  qui  servent  à  passer 
des  coordonnées  rectangulaires  aux  nouvelles  coordonnées  que  l'on 
adopte  ;  en  effet,  prenons  pour  exemple  les  coordonnées  polaires.  En 
représentant  par  {a,  b)  les  deux  coordonnées  rectangulaires  du  pôle, 
par  r  le  rayon  vecteur ,  par  a  l'angle  constant  que  forme  avec  l'axe 
des  X  une  droite  fixe  passant  par  le  pôle,  par  t  l'angle  variable  formé 
par  le  rayon  vecteur  avec  cette  droite  fixe;  on  sait  que  les  formules 
qui  lient  les  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées  polaires  sont 

X  =  o  -t-  r  cos  (a  —  t),    y  =  6  -♦-  r  sin  (a  —  (). 
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Cela  posé,  supposons  l'équation  d'une  courbe  donnée  en  coordonnées 
polaires,  c'est-à-dire,  au  moyen  d'une  relation  en  Ire  r  et  t.  En  choi- 
sissant t  pour  variable  indépendante ,  les  formules  précédentes ,  dans 
lesquelles  r  doit  être  considéré  comme  une  fonction  connue  de  t , 
expriment  les  valeurs  de  x  et  de  y  en  fonction  de  cette  variable  indé- 
pcDdanle  (,  et  il  vient  en  dérivant, 

dx      dr 

-^^=^cos(a-  f)^rsin(a  — f), 

dy      dr  .    , 

-f^  =  -_ sin  (a  —  t)  —  r  cos («  —  t), 

dt       dt       ^         ^  V  ;. 

d^x      d^T  dv 

-7—  =  -7- cos  (a  —  t)  -t-  2  -r  sin  (a  —  t)  —  r  cos  (a  —  t). 
dt*       dt*       ^  ^  dt       ^  ^  \  i> 

d*y      d^r  .    ,  .       ^dr        ,  ,  .    , 

--4  ==-ri  sm  (a  —  0  —  2  -r  cos  (a  —  t)  —  r  sin  (a  —  n  , 

dt*       dt*       ^  ^  dt       ^  ^  V  ;. 


En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  formules  établies  plus  haut 

dtf     d*y 
{N**  40  et  23) ,  on  trouve  pour  les  valeurs  de  -p?   -r~»    etc. 

dx      dr 

-j-  cos  (a  —  ()  -f-  r  sin  (a  —  t) 

^*y  ''   ^     \dt)       ""dt*  d'y 

^—  ^     ^  --4=  etc. 


fi 


dx*  l      .    ,  ,       rfr       ,  J*'     rfx'» 

J  r  sin  (a  —  r)  -f-  ~  cos  (a  —  0  ( 

70.  Rayons  de  courbure  et  développées  dans  les  courbes  polaires.  —  Au 
moyen  de  ces  relations,  on  peut  exprimer  en  coordonnées  polaires  les 
valeurs  de  toute  quantité  dont  on  connaît  l'expression  en  coordonnées 
rcptangulaires ;  on  trouve,  par  exemple,  pour  le  rayon  de  courbure, 


•/====:- -  =  ± 


dx* 


r* 


'  '^^yjtj  ~"dr* 

17 


/dr\*  _    dV ' 
\Jt)       **  dt* 
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Cl  pour  les  coordonnées  a'  et  p'  du  centre  de  courbure  (N"  55) , 

\dxj      dy  .        ^. 

a'  =  X ^:    ^    .  -^=  a  -4-  r cos  (a  —  <) 

d*y  dx 

dx^ 

6'  =  V  H ;r — ^—  ==  6  -*-  r  sin  (a  —  t) 

dx* 

r cos (a -  0  j('^y  _ r g j^ ^sin(a_ 0 j r» -. (^Jj 


OU  bien 


-<g- 


.    /         vi/ï^A*        ^r)      dr      ,         A  ,      /rfrV) 
rs.o(,-OJ(-)-r^j--eos(a-0|r>.H(-Jj 

Ces  deux  équations  fixent  le  centre  de  courbure  en  fonction  des 
coordonnées  rectangulaires  (a',  p').  Si  on  voulait  fixer  sa  position  par  des 
coordonnées  polaires ,  il  suffirait  de  remarquer  que  r'  et  t'  étant  les 
coordonnées  polaires  relatives  k  ce  points  il  doit  exister  entre  (r',  f) 
et  (a',  p')  les  relations 

a'  ==  a  -♦-  r'  cos  (a  —  (') ,    p'  =  6  4-  r'  sin  (a  —  «') , 
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d'où  Ton  tire 


r' =  |/(a' -  a)* -i- (p' -  6)S     tang(a-0='-7 


ô'  — 6 


a  —  a 


et  par  conséquent,  en  substituant  les  valeurs  de  a'  et  p\ 


.  \Ai(lFlf-(i:)ia)' 


r  = 


r*-*-2( -- )  —  r— - 
\dtj  (H* 

'[(D'-'^>i-'-'>[-œ] 

Si  dans  la  deuxième  équation,  on  remplace  tang  (a  —  f)  et  tang  (a  —  tf) 

.  tang  a  —  tang  (        tang  a  —  tang  <'  ,  , 

par  les  valeurs  - — — »    - — 2 — ,  »    et  qu'on  opère 

1  -♦-  tang  a  tang  t      i  -t-  tang  a  tang  v 

ensuite  les  réductions  en  faisant  disparaître  les  dénominateurs  et  sup- 
primant le  facteur  commun  1  +  tang^  a,  on  trouve 

--r*-f-(--)[-t-r|(T-i  — r---[  tang  ( 


\\dt)      'dl^\     dtV  ^U/i  ^  ^ 


qui  ne  contient  plus  la  lettre  a.  En  éliminant  r  et  (  entre  ces  deux 
équations  et  celle  de  la  courbe,  on  trouvera  l'équation  polaire  de  la 
développée.  On  serait  arrivé  fort  simplement  à  ces  formules  en  repre- 
nant  la  théorie  précédente  des  courbes  osculatrices  et  en  l'appropriant 
aux  courbes  polaires. 

7i.  Sous-tangente  et  sous-normale  polaires,  etc,  —  Quant  à  la  sous- 
tangente,  sous-normale,  etc.,  il  est  à  observer  que  ces  droites ,  qui 
avaient  une  signiGcation  bien  définie,  quand  il  s'agissait  des  courbes 
rapportées  à  des  axes  orthogonaux,  ne  présentent  plus  aucun  intérêt 
dans  les  courbes  rapportées  à  des  coordonnées  polaires.  Dans  ces 
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dernières  courbes,  on  a  donné  le  nom  de  sous-iangenle,  normale^  etc., 
à  des  droites  différentes  des  premières,  quoiqu'ayant  avec  elles  cer- 
taines analogies;  ainsi  AB  (fig.  45)  étant  la  courbe,  0  son  pôle,  OM  un 
rayon  vecteur  quelconque  et  OC  la  droite  fixe  d'où  se  comptent  les 
angles  MOC  ou  f,  on  appelle  sous-tangente  polaire^  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  OT  élevée  sur  le  rayon  vecteur  OM  et  prolongée 
jusqu'à  la  tangente  MT;  MT  est  la  longueur  de  la  tangente  polaire , 
MN  la  longueur  de  la  normale  et  NO  la  sous-normale  polaire,  La 
valeur  de  ces  droites  se  déduit  de  celles  trouvées  plus  haut  pour  les 
droites  de  même  nom;  en  effet,  si  Ton  rapporte  la  courbe  AB  à  des 
axes  rectangulaires,  en  prenant  pour  origine  le  pôle  0  et  pour  axe 
des  Y  le  rayon  vecteur  OM,  la  perpendiculaire  TN  élevée  au  point  O 
sur  OM  deviendra  l'axe  des  X  et  la  sous-tangente  polaire  OT  se  con- 

y 

fondra  avec  la  sous-tangentc  rectangulaire  dont  la  valeur  est  -^  ;  il 

dx 

suffira  donc  de  remplacer  dans  cette  expression,  y  et  -^  par  leur 

dx 

valeur  en  coordonnées  polaires  ;  or  pour  faire  coïncider  l'origine  avec 

le  pôle  0,  et  l'axe  des  Y  avec  OM,  il  faut  faire 

0  =  0,     6  =  0,     a  — t=^j    c'est-à-dire,     COX  — COM=^, 

du 
ce  qui  réduit  les  valeurs  précédentes  de  y  et  -^  aux  suivantes  : 

t^  =  b  +  r  sin  (a  —  f  )  =  r , 

dr  ,    ,  .  ,  ^        dr 

-r-sin  (a  —  t)  —  rcosfa  —  t)        —r 

dy       dt       ^  '  ^  ^         dt 


dx      dr  •    f         ,\  ^ 

—  COS  (a  —  t)  H-  r  sm  (a  —  /) 

et  il  vient  pour  la  sous-tangente  polaire  OT  et  pour  la  sous-normale  NO, 

y  r*  dr 

sous-tane  OT  =  -7—  =  —7-  »     sous-normale  NO  =  -r-  • 

dy         dr  dt 

'dx         H 
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On  trouve  de  même 


/       ^ 

longueur  de  la  tangente  MT  =  r  %  /  1  h 


W 

/  TdrY 

longueur  de  la  normale  MN  =%/''*  "♦"("r)  * 

On  voit  par  là  que  la  dérivée  première --r- dans  une  courbe  polaire, 

représente  la  sous-normale.  On  trouve  aussi  que  la  tangente  de 
Tangle  TMO  formé  par  le  rayon  vecteur  et  la  touchante  à  la  courbe, 
est  donnée  par 

tang  TMO  =  -^  • 

dr 

Tt 

72.  Dérivée  d'un  arc  de  courbe  polaire.  —  On  peut  aussi  déduire 

la  dérivée  d'un  arc  de  courbe  polaire  ou  -r  »   de  la  dérivée -p-  de 

^  di  dx 

Tare  de  courbe  donnée  en  coordonnées  rectangulaires;  car  l'arc  s  étant 
une  fonction  de  x  et  x  une  fonction  de  f,  on  a 


ds      ds  dx 
dt      dx  dt 


y/'-^C&Tt 


dx        dy 
et  en  remplaçant  —  et      -  par  leur  valeur  (N°  69), 


try  '* -*■  (j^*     ou    ds  =  ^dr*^rUlK 


On  volt  que  cette  dérivée  est  représentée  par  la  normale. 

Cette  dernière  formule  s'obtient  par  la  considération  des  infiniment 
f>etits,  en  remarquant  que  si  MM'  (fig.  16)  représente  ds,  en  décrivant 
du  point  O  comme  centre,  l'arc  MP,  la  différence  M'P  entre  deux  va- 
leurs consécutives  de  r  est  rfr,  l'angle  MOM'  ou  plutôt  l'arc  mp  décrit 
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(lu  point  0  comme  centre  avec  un  rayon  éga]  à  Tunîté  est  dt  et  le 
triangle  MM'P  sensiblement  rectilignc  et  rectangle  donne 


MM'  =  /M'P»  -*-  MP^     ou    ds  =  \/dr^  -+-  r*  rf(«. 

75.  Applications  aux  spirales.  —  Appliquons  les  formules  précé- 
dentes à  quelques  courbes  polaires.  On  appelle  spirale  d'Archimède 
la  courbe  décrite  par  un  point  mobile  M  (fig.  17)  qui  glisse  uniformé- 
ment sur  une  droite  OB,  tandis  que  cette  droite  tourne  uniformé- 
ment autour  du  point  0.  Supposons  que  le  point  mobile  M  parte  du 
point  0  9  quand  la  droite  OA  commence  à  tourner.  Il  résulte  de  ce 
mode  de  génération,  qu*en  représentant  par  r,  la  distance  OM  et  par  l 
Tangle  MOA,  le  rapport  de  r  à  t  doit  être  constant;  Téquation  polaire 
est  donc 

r  =  at.     d'où  Ton  tire     -—=  a. 

dt 

On  voit  que  dans  cette  courbe  la  sous-normale  est  constante. 

La  courbe  précédente  sera  une  spirale  logarithmique,  si  le  mouve- 
ment du  poipt  M  sur  OB  se  fait  de  telle  manière  que  Tangle  BOA  ou 
t  est  constanfnent  proportionnel  au  logarithme  de  OM.  L'équation  de 
cette  courbe  est  alors 

Lqg  r  =  mt    ou    r^^a'^'^  (a"*)'  =  a''  » 

en  désignant  par  a  la  ba$e  du  système  de  logarithmes.  Ou  tira  de 
cette  dernière  équation , 


dr 
.-  =  a"  log  a'  =  r  log  a', 


et  par  conséquent. 


r  r  i 

sous-tang  OT  = p    lang  OMT  =  -—  = 


log  a'  ^  dr      log  a' 

Jt 

L'angle  formé  par  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  est  donc  constant* 
En  dérivant  une  seconde  fois  Téquation  de  la  courbe,  on  trouve 

rf*r      dv 

_=_loga'  =  rlog«a'î 


CALCUL    DIFFLAENTIEL.  iiô 

d'où  il  suit  que  le  rayon  de  courbure  est 

7  = ^ TT-^ — h — TT  =  ri/i  -4-  log'a'. 

'      r*  -i-  2r*  log*a'  —  r*  log'a'         "^  "^ 

On  trouve  aussi  r|/i  -h  log*o'    pour  valeur  de  la  normale;  on  voit 

donc  (fig.  i5)  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  la  normale  MN  et 

que  par  conséquent  le  point  N  est  le  centre  de  courbure.  En  substi- 

dr       d*r 
tuant  les  valeurs  de  -p  et  -t-t  dans  r'  et  tang  (',  il  vient 

ai       af 

\ 

tanff  t'  == et    r'  =  r  log  a'. 

°  tang  t 

On  tire  de  la  première, 

tang  t  •  tang  ('  -t-  1  =  0 , 

d^où  Ton  conclut  que  les  angles  f  et  t  ou  CON  et  COM,  dilTèrent 

d'un  angle  droit,  c'est-a-dire,  que  t  =  V  — ^>   ce  qui  résulte  d'ailleurs 

de  ce  que  le  centre  de  courbure  est  en  N.  En  substituant  les  valeurs 
de  r  et  de  t  dans  l'équation  de  la  spirale,  on  trouve  pour  équation 
polaire  de  la  développée, 

r'  =  log  a'  •  a'       *     ou  bien    r^  ^^ol       *       , 

en   remplaçant  log  a'  par  a'^^,  ce  qui  revient  à  faire  Log  (log  a')  égal 

/                               Loff  (m  log  a) 
a   a  Log  a  et  par  suite,  a= — 2_i s — i . 

L'angle  i'  ou  CON  (fig.  18)  se  compte  à  partir  de  la  droite  OC;  si 
donc  on  mène  une  droite  OC  faisant  avec  OC  un  angle  COC  égal  à 

- —  a  et  qu'on  nomme  t"  les  angles  CON  formés  par  le  rayon  vec- 
teur ON  de  la  développée  avec  la  droite  fixe  OC,  on  aura 

et  par  conséquent  l'équation  de  la  développée  rapportée  à  la  droite 
fixe  OC,  deviendra 
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c'est-à-dire,  que  la  déve'oppée  B'A'  n'est  autre  que  la  spirale  primi- 
tive AB,  ayant  le  même  pôle  0,  mais  ayant  tourné  autour  de  ce  point 
d'une  quantité  angulaire 


77  TT  \  TT  *" 

^— a    OU     -^  —  -Lo^{mloga)=^  —  Logi/ 


On  distingue  encore  plusieurs  espèces   de  spirales,  entre  autres 
celles  qui  sont  comprises  dans  l'équation  générale 

Si  n  =  —  i,  on  a  la  spirale  hyperbolique  dans  laquelle  la  sous-tan- 
gente est  constante. 

74.  Courbes  enveloppes.  —  Soit 

l'équation  rendue  rationnelle  d'une  courbe,  renfermant  une  certaine 
constante  littérale  a.  Il  est  clair  que  si  l'on  y  fait  varier  a  d'une 
manière  continue,  la  courbe  variera  elle-même  d'une  manière  conti- 
nue dans  sa  forme  et  dans  sa  position.  Donnons  à  a  un  accroisse- 
ment e;  la  nouvelle  équation  appartiendra  à  une  courbe  différente  de 
la  première  et  les  coordonnées  de  leur  point  d'intersection  s'obtien- 
dront en  résolvant  le  système  des  deux  équations 

f{x,  y,  a)  =  0,    f{x,  y,  a  -4-  e)  =  0, 

qui  fixent  par  conséquent  le  point  où  la  courbe  caractérisée  par  la 
valeur  particulière  attribuée  à  a,  vient  rencontrer  la  courbe  caracté- 
risée par  a  -t-  £.  Si  donc  on  élimine  a  entre  elles,  les  (x,  y)  contenus 
dans  l'équation  finale  de  la  forme 

F(x,y,  e)  =  0 

appartiendront  encore  à  l'intersection  des  courbes  caractérisées  par  a 
et  a-4-E;  mais  comme  <z  a  disparu ,  ces  coordonnées  appartiendront 
h  l'intersection  de  deux  quelconques  des  courbes  variables  dans 
lesquelles  le  paramètre  a  diffère  d'une  quantité  constante  s,  c'est-à- 
dire  que  si  l'on  trace  toutes  les  courbes  que  peut  représenter 

f{x,  y,  a)  =  0 

quand  a  passe  par  toutes  les  valeurs  possibles,  l'équation  finale 

F(x,  y,  £)  =  0 
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appartient  à  la  courbe.  Heu  géométrique  de  tous  les  points  d'inter- 
section de  chacune  des  courbes  variables,  par  celle  pour  laquelle  le 
paramètre  est  supérieur  de  e.  Faisons  décroitre  cette  différence  z  in- 
définiment, les  deux  courbes  qui  déterminent  Tintersection  se  rap- 
procheront de  plus  en  plus^  et  à  la  limite  l'équation  finale,  qui  devient 

F{x,  y)  =  0 

appartiendra  k  la  courbe  limite  des  lieux  géométriques  indiqués  plus 
haut.  Au  point  de  vue  des  infiniment  petits,  si  on  conçoit  que  a  croisse 
par  intervalles  infiniment  petits,  l'équation  F(x,  j^)  3=0  appartiendra 
au  lieu  géométrique  de  toutes  les  intersections  de  chaque  courbe  va- 
riable par  celle  qui  la  suit  immédiatement. 

U  est  à  remarquer  que  cette  dernière  équation  s'obtient  en  élimi- 
nant a  entre  l'équation  primitive  et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  a  ; 
ear  on  sait  que  l'on  a 

f{x,  y,  a  -4-  t)=f(x,  y,  a)  -f-  g /"'^  (x,  y,  a  -V  9e), 

/^et  étant  la  dérivée  de  /'par  rapporta  a.  Le  système  des  deux  équa- 
tions se  réduit  donc  à 

A^^  y>  «)  =  ^»    r«(«»  y>  «  -*-  Os)  ==c  0, 
équations  qui  à  la  limite  deviennent 

f{x,  y,  a)  =  0 ,     f  «  (or,  y,  a)  =  0. 

La  courbe  limite  dont  on  vient  de  trouver  l'équation,  jouit  de  la 
propriété  d'être  tangente  à  toutes  les  courbes  variables ,  c'est-à-dire, 
de  former  en  quelque  sorte  V enveloppe  de  ces  dernières;  en  effet,  si 
au  point  d'intersection  de  la  courbe 

et  de  sa  voisine,  on  mène  une  tangente  à  la  première^  son  inclinaison 
sur  l'axe  des  X  sera  donnée  par  le  -j-  tiré  de  cette  équation ,  c'est-à- 
dire  que  l'inclinaison  sera  donnée  par 


dy  dx 

dx  df[x,  y,  g) 

18 
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D'un  aatre  côté,  si^  au  même  point  d*iQtersection ,  on  mène  une  tan- 
gente à  la  courbe  lieu  géométrique  des  intersections,  rinclinaison  de 

dy 
cette  seconde  tangente  sur  Taxe  des  X  sera  déterminée  par  le  --^  tiré 

de  F(x,  t/)  =  0,  et  comme  cette  équation  résulte  de  réliniination  de 
a  entre  /'(x,  y,  a)  =  0  et  f^g^  (x,  y,  a)  =  0,  on  obtiendra  cette  valeur 

de  -p  sans  effectuer  l'élimination ,  en  considérant  dans  la  première,  a 

comme  une  fonction  de  (x,  t/)  donnée  par  la  seconde  équation.  La  déri- 
vée totale  de  /"(x,  y,  a)  =  0  devient  alors 

dfjoTy  y,  g)      d/"(x,y,a)    rfy      df(Xjy,a)    da. 
dx  dy  dx  dcf.  dx 


qui,  à  cause  de 

df{x,  y,  g) 
(ig 
se  réduit  à 


ou     fa  (a:,  y,  a)  =  0 , 


df(x,  y,  g)  ^  (//"(x,  y,  g)  dy  dy  dx 

dx  dy         dx  dx  df(Xy  y,  g) 

valeur  qui  est  la  même  que  celle  trouvée  pour  l'autre  tangente,  avec 

laquelle  elle  doit  par  conséquent  se  confondre  ;  d'où  l'on  conclut  que 

la  courbe  des  lieux  géométriques  des  intersections  est  partout  tangente 

aux  courbes  variables.  Cette  propriété  a  fait  donner  à  la  première  le 

nom  de  courbe  enveloppe. 

Cette  théorie  des  courbes  enveloppes  s'applique  dans  toutes  ses  parties 

aux  courbes  polaires,  avec  cette  seule  modification  que  pour  démontrer 

que  la  courbe  enveloppe  touche  toutes  les  courbes  variables,  on  fera 

voir  que  les  touchantes  à  ces  deux  courbes  font  le  même  angle  avec  le 

dr 
rayon  vecteur,  ce  qui  résulte  de  ce  que  le -y  est  le  même  dans  les 

deux  courbes. 

1«'  exemple.  Trouver  la  courbe  enveloppe  d'une  droite  FG  (fig.  40) 
d'une  longueur  constante,  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à  glisser 
sur  les  axes  des  X  et  des  Y.  L'équation  de  la  droite  FG  est  y  =  ax  +  6. 
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"1  en   tire  AF  = »   AG  =  6;  et  par  conséquent ,  en  représentant 

^  d  la  longueur  FG, 

a=dt6- ;     dou     o= 

.   '^■•ond  le  signe  — ,  parce  qu'il  est  visible  que  d  doit  être  pris  sans 
,  ^^   et  que  AG  ou  6  étant  positif,  a  ou  tang  GFX  est  négatif. 
^^  nation  de  la  droite  prend  la  forme 

ad 

^\  représente  toutes  les  droites  telles  que  GF,  en  faisant  varier  la 
valeur  de  a.  La  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à  a  est 

(1  -*-  a«)  » 

et  si  Ton  élimine  a  entre  cette  dernière  et  (1),  on  trouve  pour 
équation  de  la  courbe  enveloppe , 

111 

Le  problème  suivant  conduit  à  la  même  solution  :  trouver  l'enveloppe 

df'  Umtes  les  ellipses  concentriques ,   dont  les  directions  des  axes 

^incident  et  dans  lesquelles  la  somme  des  axes  est  constante.  On  avait 

déjà  trouvé  (N»  62)  que  celte  courbe  est  une  hypocycloïde  engendrée 

a 
Pir  un  point  d'un  cercle  d'un  rayon  -r  roulant  dans  un  cercle  de 

wyon  a. 

Si  dans  le  problème  précédent,  le  produit  des  deux  axes  de  l'ellipse 
^tait  constant,  c'est-À-dire  si  toutes  les  ellipses  avaient  la  même  sur- 
f^,  la  courbe  enveloppe  serait  une  hyperbole  ayant  ses  asymptotes 
dirigées  dans  le  sens  des  axes. 

^  exemple.  Étant  donné  un  cercle  invariable  0  (fig.  i9)  et  un 
J^^^t  fut  A,  si  l'on  mène  par  A  toutes  les  sécantes  ABC  et  que  sur  les 
wrdw  BC  prises  pour  diamètres,  on  trace  des  circonférences,  trouver 
w  courbe  enveloppe  de  celles-ci. 
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Prenons  le  point  Â  pour  origine  et  AOX  pour  axe  des  X  ; 

y*  -^  [x  —  m)*  =  R* 

est  rëquation  du  cercle  invariable,  R  étant  son  rayon  et  m  =  ÂO.  Soit 
y=sotx  l'équation  d'une  sécante  quelconque  ABC;  combinant  cette 
équation  avec  celle  du  cercle,  on  aura  pour  les  coordonnées  des  points 
d'intersection  B  et  C, 


m  -f-  f//l'(l  -♦-  a*)  —  m^a*  m  —  [/R*  (1  -♦-  a*)  —  m'a* 

jj-aa _ ,  x= r 9 

4  -4-  a'  1  -V  a* 

m  •*-  j//î*(1  H-  a*)  —  mV  m  —  i/H» (1  -♦- «*)  —  m V 

y  =  « ï 5 »  !/  =  « ;; i 

et  pour  celles  du  milieu  (V  de  BG , 


L'équation  du  cercle  décrit  sur  BG  est  donc 

(^-rw)  -"(^-rw)  =^-rr;? (*>' 

qui  tient  lieu  de  f{x^  y  y  a)  =»0,  et  qui,  si  l'on  fait  varier  a ,  pourra 
représenter  successivement  tous  les  cercles  décrits  sur  les  cordes.  La 
dérivée  prise  par  rapport  à  a  est 

a{x*  -4-  y*  H-  m*  —  ff)  —  my  =  0. 

En  éliminant  a  entre  cette  dernière  et  (1),  on  a  pour  l'équation  de  la 
courbe  enveloppe , 

{x«  -*-  y«  —  il«  -+-  m«)»  —  2mx(x«  -4^  y»  —  /î«  -v  w«)  —  my  =  0, 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(x*  —  nix  -4-  m*  -f-  y*  —  H*)*  —  m*  (x*  -4-  y*)  =*  0. 

Si  les  cercles  variables  avaient  leur  centre  au  point  B  et  avaient  AB 
pour  rayon,  l'équation  de  l'enveloppe  serait 

(x»  H-  y*  —  2mx)«  =  4fl*  (x«  ^  y«). 
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3*  exemple.  Trouver  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  normales  à 
une  courbe  donnée.  L' équation  d'ane  normale  au  point  (x,  y)  de  la 
coarbe  y  =  fx  est 

jf  —  X  =  —  rx{y'^  —  fx). 

Il  est  visible  qu'en  changeant  x,  cette  équation  représentera  successi- 
Tement  toutes  les  normales.  L'enveloppe  s'obtient  donc  par  Télimi- 
nation  de  x  entre  la  précédente  et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à 
cette  lettre,  c'est-à-dire 

On  tire  de  ces  deux  équations, 

a*^x=-fx—j±^.     t/^fx=^ j^y 

entre  lesquelles  il  suffira  d'éliminer  x  pour  arriver  à  l'équation  en 
(afy  y)  de  l'enveloppe.  Il  est  visible  que  les  valeurs  de  a/  et  y  données 
par  ces  deux  équations  sont  celles  que  nous  avons  trouvées  précédem- 
ment pour  le  centre  de  courbure  et  que  par  conséquent  la  courbe 
enveloppe  n'est  autre  chose  que  le  lieu  géométrique  de  ces  centres  de 
courbure,  c'est-à-dire  la  développée. 

On  trouve  de  la  même  manière  que  la  courbe  enveloppe  de  toutes 
les  tangentes  à  une  courbe  donnée  est  représentée  par  cette  courbe 
même. 

4*  exemple.  Soient  OA  et  OB  (fig.  20)  deux  droites  données.  Propo- 
sons-nous de  trouver  l'enveloppe  de  toutes  les  droites  ab  qui  divisent 
ces  deux  longueurs  OA  et  OB  en  parties  réciproquement  proportion- 
nelles, c'est-à-dire,  de  manière  que  l'on  ait 

Oa  :  aA  =  B6  :  06. 

Prenons  les  droites  OB  et  OA  pour  axes  des  X  et  des  Y;  l'équation  de 
ab  est 

d'où  ToQ  tire,  en  faisant  successivement  x  et  y  nuls, 

06  =  —  ^,    Oa  =  ô. 

a 

Si  on  représente  par  m  et  n  les  longueurs  OB  et  OA,  la  proportion 

devient 

6         ô 
â:n  —  ô  =  m-H-  :  — -• 

«  a 
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En  éliminant  p  entre  cette  proportion   et  Téquation  de  la  droite, 
celle-ci  devient 

tnna. 
y  =  ax  -^ 


moL  —  n 


et  elle  représentera  successivement  toutes  les  droites  a6,  a'h\.,,  en 
changeant  la  valeur  de  a.  L'élimination  de  a  entre  cette  dernière  et 
sa  dérivée,  prise  par  rapport  à  a,  savoir  : 


0==x  — 


wtn* 


(ma  —  n)* 

donne 

m*y*  —  jtmnxy  -h  n'x*  —  2m'ny  —  âmn'x  -+-  wi'n*  =  0, 

équation  qui  appartient  à  une  parabole.  Les  enveloppes  obtenues  par 
ce  procédé  sont  connues  dans  les  constructions  sous  le  nom  de  courbes 
de  raccordement. 

Si  la  droite  ab  était  assujettie  à  la  condition  de  former  des  triangles 
Oab  équivalents  ou  de  donner  pour  Oa  X  06  des  produits  égaux,  la 
courbe  enveloppe  serait  une  hyperbole  ayant  les  droites  OÂ  et  OB 
pour  asymptotes. 

Si  la  somme  des  carrés  des  droites  Oa  et  06  restait  invariable,  la 

1  1  Ê. 

courbe  enveloppe  aurait  x^  +  t/'  =5  d^  pour  équation. 

75.  Caustiques.  —  Pour  dernière  application  de  la  théorie  des  enve- 
loppes, nous  prendrons  la  recherche  de  Téquation  d^une  caustique, 
c'est-à-dire,  de  la  courbe  enveloppe  de  tous  les  rayons  de  lumière 
émanés  d'un  point  lumineux  et  réfléchis  par  une  courbe  donnée. 
Soient  AB  (fig.  2i)  la  courbe  réfléchissante,  0  le  point  lumineux, 
OM  un  rayon  de  lumière  incident  et  MD  le  même  rayon  réfléchi.  On 
sait  que  ces  deux  rayons  font  des  angles  égaux  avec  la  tangente  Tt  k  la 
courbe  réfléchissante  au  point  M  ou  (or,  y). 

Prenons  le  point  0  pour  origine.  Puisque  les  inclinaisons  de  OM 

et  de  Tt  sur  l'axe  des  X  sont  donbées  par  -  et  -^  ,  ces  droites  font 

X      dx 

entre  elles  un  angle  dont  la  tangente  trigonométriquc  est 

X      dx  __ 

ou  Jl  , 


X    dx 
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dans  laquelle  --■  est  la  dérivée  tirée  de  l'équation  de  la  courbe  AB.  Soit 
ax 

y'  —  y  =  a  (x'  —  x), 

réquatioD  de  la  droite  MD  assujettie  à  passer  par  le  point  M;  celle-ci 

dy 

dx 
fait  avec  T(  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est 


dx 


et  la  condition  de  Tégalité  des  angles  d'incidence  et  de  réflexion  se 
trouve  exprimée  par  l'équation 

y_dy                     ^-a  ^— ^ 

X      dx           ,,         dx  „  ,  dx 

ou  A  = j—  ,     d  ou     a  = 


X   dx  dx  dx 

L*équation  de  MD  devient  donc,  en  substituant  à  a  sa  valeur, 

dx 

y" -y wT^*'-'') (*) 

dx 

Si  Ton  conçoit  que  l'on  ait  remplacé  y  par  sa  valeur  en  x  tirée  de 
réqoation  de  la  courbe  ÂB,  il  suffira  de  faire  varier  x  pour  que  l'équa- 
tion précédente  représente  tous  les  rayons  réfléchis  ;  prenons  donc  la 
dérivée  par  rapporta  x,  en  observant  que  dans  chaque  application, 

dy 
-^9  y  et  -^  sont  des  fonctions  connues  de  x,  et  éliminons  x  entre  celte 
dx 

dérivée  et  l'équation  (i).  L'équation  finale  appartiendra  à  la  courbe 

enveloppe  cherchée.  On  a  donné  à  cette  courbe  le  nom  particulier  de 

caustique. 

Si  la  courbe  réfléchissante  est  une  ellipse,  le  point  lumineux  étant 

Ton  des  foyers,  en  représentant  par  e  l'excentricité  ou  |/a*  —  6* , 
00  aura 

ay  +  6«  (x  —  c)«  =  o«6S    d'où     -j^= ^ — ^>    X  =  —  . 

^  \  f  ^  rfx  o*y  ey 
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et  réquation  (1)  deviendra 

y'  —  y=     ^      (a/  —  x),    ou  bien    i/{x  —  2c)  —y  (a/  —  2c) =0.'... (2) 

Égalant  k  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  x,  en  remarquant  que  y  est 
fonction  de  Xy  on  trouve 

y'^^lx'-ae),    ou  bien    y' ^'^^~''^(x'-2a). 

En  éliminant  x  et  y  entre  cette  dernière,  Téquation  (2)  et  l'équation 
de  l'ellipse,  on  est  conduit  à  l'équation  de  la  caustique.  On  trouve  ainsi 

(o«  —  c*)  y'^  ^  6«  (a/  —  2c)«  =  0 

qui  se  décompose  en 

y'  =  0,    a/  =  2c, 

c'est-i-dire  que  la  caustique  se  réduit  &  un  point  qui  est  le  second 
foyer  de  l'ellipse. 
Si  le  point  lumineux,  au  lieu  d'être  placé  à  l'origine,  est  situé  dans 

l'axe  des  Y,  à  une  distance  n,  il  faudra  changer  y  en  y  +  n  dans  -  • 

En  faisant  ensuite  n  infini,  tous  les  rayons  incidents  seront  parallèles 
entre  eux  et  &  l'axe  des  Y,  On  trouve  alors 

dx  dx 

et  en  dérivant  par  rapport  à  x, 

dy  ,      fdy\* 


-I  dx         , 


\dx) 


^  2^ 

et  il  suffira  d'éliminer  x  et  y  entre  ces  deux  dernières  et  l'équation 
de  la  courbe  réfléchissante.  Si  cette  dernière  courbe  est  un  cercle 
rapporté  à  son  centre,  l'équation  de  la  caustique  devient 
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On  trouve  souvent,  d'une  manière  plus  expéditivc,  l'équation  de  la 
caustique  en  partant  de  cette  propriété,  que  cette  dernière  courbe  est 
la  développée  de  V enveloppe  des  cercles  qui  passent  par  le  point  lumi- 
neux et  ont  leur  centre  aux  points  dHncidence  de  la  courbe  réfléchis' 
santé.  Ainsi  on  a  vu  (N"*  74,  2'°<'  exemple)  que  si  la  courbe  réfléchis- 
sante est  un  cercle,  l'équation  de  la  courbe  enveloppe  est 

(««  -t-  y*  •—  2fitx)«  =  4/î«(a;«  -+-  y«); 

il  faut  donc,  pour  avoir  la  ciiustique  du  cercle,  chercher  la  développée 
de  la  courbe  précédente.  Cette  propriété  de  la  caustique  a  été  reconnue 
par  M.  Quetelet,  qui  l'a  démontrée  dans  les  Mémoires  de  V Académie 
royale  des  Sciences  de  Belgique. 

Lorsque  Téquation  de  la  courbe  variable  f{Xj  y,  a)  =  0  ne  contient 
a  que  dans  un  seul  terme,  c'est-à-dire,  lorsque  cette  équation  est  de 
la  forme  Mk"*  +  iV=3  q,  ou  plus  généralement, 

MfoL-^N=0, 

M  et  xY  étant  des  fonctions  de  {Xy  t/),  l'enveloppe  se  réduit  h  un  point 
par  lequel  passent  toutes  les  courbes  variables,  car  la  dérivée  par  rap- 
port &  «  est 

équation  qui  exige  que  M  soit  nul,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  que 
iV^  le  soit  aussi,  à  cause  de  la  première  équation.  Le  système  des  deux 
équations  if  =3  0,  iV=sO  donne  pour  xety  des  valeurs  constantes. 
Ainsi  si  l'on  cherche  la  caustique  d'une  ligne  droite  y  =  ax  +  6,  on 
trouve  pour  équation  du  rayon  réfléchi,  le  point  lumineux  étant  placé 
à  l'origine  et  x  tenant  lieu  de  a, 

x{j/  —  ax' —  26) (4  -+-  0»)  —  6  [x'{a*  —  i)  —  2ay'  -h  2o6]  =  0, 

d'où  l'on  conclut  que  tous  ces  rayons  passent  par  un  point  qui  n  pour 

2a6              ^          26 
coordonnées  x'  =  — -z r    et    v==-. z* 

L'équation  (2)  relative  à  l'ellipse,  mise  sous  la  forme 

v«  6*ra«— (x  — c)«] 

et  dans  laquelle  x  tient  lieu  du  paramètre  a,  vérifîe  pour  l'ellipse  la 
proposition  qu'on  vient  de  démontrer. 

19 
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11  est  à  remarquer  que  cette  propositioD  n'est  vraie  que  si  les  fonc- 
tions M  et  N  sont  algébriques  et  rationnelles;  car  si  elles  étaient 
susceptibles  de  prendre  plusieurs  valeurs,  comme  ces  valeurs  multiples 
ne  pourraient  être  prises  qne  successivement,  l'équation  M  fa  -4-  iV=  0 
ne  représenterait  plus  la  courbe  dans  toute  sa  généralité  et  dans  toute 
son  étendue,  comme  le  suppose  la  théorie  des  courbes  envelopper.  Il 
faudrait  dans  ce  cas  faire  disparaître  ces  valeurs  multiples  en  rendant 
M  et  N  rationnels.  Alors  le  paramètre  a  se  combinera  avec  des  x,  y 
et  la  théorie  des  courbes  enveloppes  cessera  d'être  en  défaut. 

76.  Théorie  géométrique  des  courbes  enveloppes.  —  L'équation  des 
courbes  enveloppes  peut  être  obtenue  par  une  considération  géomé- 
trique très  simple.  11  est  visible  que  si  l'on  trace  toutes  les  courbes 

aby  a'b\  a"W (fig.  22)  correspondant  aux  différentes  valeurs  du 

paramètre  variable  a  de  l'équation 

f[x,  y,  a)  =  0, 

la  limite  cdc'^,,,,  de  l'espace  occupé  par  les  courbes  variables  se  con- 
fond avec  la  courbe  enveloppe.  11  suit  de  là  que  pour  une  même 
ordonnée  Âf),  l'abscisse  x  qui  correspond  à  l'enveloppe  est  la  plus 

grande  des  abscisses  pm,  pm^  pm", pM qui  correspondent  aux 

différents  paramètres  a.  Si  donc  on  considère  y  comme  invariable  et 
que  l'on  cherche  la  valeur  de  a  qui  rend  x  maximum,  on  sera  conduit 
à  l'équation  de  condition 

dx 

or,  on  sait  que  l'équation  /"(x,  y,  a)  =  0  donne 

dx  dot 

dtx.  df 

dx 

L'équation  de  condition  du  maximum  peut  donc  être  remplacée  par 

doL  ' 

et  si  on  élimine  a  entre  celle-ci  et 

f[x,  y,  a)  =  0, 
on  aura  l'équation  du  lieu  géométrique  de  toutes  les  extrémités  des 
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plus  longues  abscisses  pM,  c'est-à-dire  qu'on  aura,  comme  précédem- 
ment, réquation  de  Tenveloppe. 

77.  Inverse  du  problême  des  courbes  enveloppes.  —  Le  problème 
inverse  de  celui  que  nous  venons  de  résoudre  sur  les  courbes  enve- 
loppes, consiste  à  trouver  la  courbe  variable  connaissant  son  enveloppe; 
mais  ce  problème  est  plus  qu'indéterminé,  car  on  peut  se  donner  la 
forme  de  Téqualion  de  la  courbe  variable,  pourvu  que  celle-ci  con- 
tienne deui  paramètres,  et  se  borner  à  chercher  la  relation  qui  doit 
exister  entre  eux  pour  remplir  la  condition  concernant  l'enveloppe; 
soit  en  effet 

f(',I/)  =  0 (1) 

réquation  de  la  courbe  enveloppe  et 

/■(x,  y,  a,  p)  =  0 (2) 

l'équation  de  la  courbe  variable,  celte  équation  ayant  une  forme 
donnée  et  contenant  explicitement  les  paramètres  a  et  p.  Pour  que 
la  première  équation  appartienne  à  l'enveloppe  de  la  seconde,  il  faut 
d'après  ce  qu'on  a  vu,  que  l'équation  (1)  résulte  de  l'élimination  de  a 
entre  {2)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a,  savoir  : 

df     dfdp      ^       ,^, 
doL      dpda  ^  ' 

Il  faut  donc  que  Tune  de  ces  trois  équations  soit  une  conséquence  des 
deux  autres  et  que,  par  conséquent,  si  on  élimine  x  et  t/  entre  elles, 
l'équation  finale  soit  identiquement  satisfaite.  Or  celle-ci,  de  forme 

rfs 

déterminée,  contient  des  a,  des  0  et  la  dérivée  -i-  ;  la  valeur  de  ô  en  a 

doL 

qui  y  satisfera,  fera  donc  connaître  la  forme  qu'il  convient  de  donner 
à  la  fonction  p,  dans  l'équation  de  la  courbe  variable.  Cette  déter- 
mination est  du  ressort  du  calcul  intégral,  puisqu'elle  dépend  de 
Fintégration  d'une  équation  différentielle  entre  |3,  c/^,  a  et  (fa;  mais, 
en  partant  d'une  propriété  des  courbes  enveloppes,  on  peut  sans  le 
secours  du  calcul  intégral,  déterminer  la  forme  de  la  fonction  p,  moins 
gëoérale  à  la  vérité  que  celle  fournie  par  l'autre  moyen.  On  sait  en 

effet  que  les  valeurs  de —-tirées  des  équations  (i)  et  (2)  sont  égales, 

dx 

puisque  ces  courbes  sont  tangentes  ;  d'où  il  resuite  qu'en  désignant 
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par  F  sa  valeur  tirée  de(l],  comme  Téquation  (2)  donne  en  dérivant 
par  rapport  &  x, 

dx      dy  dx         ' 
on  a  nécessairement  la  relation 

dx      dy  ^*^- 

Si  entre  (i),  (2)  et  (4)  on  élimine  x  et  y,  on  obtiendra  une  équation 
en  a  et  ^  qui,  étant  résolue  par  rapport  à  p^  fera  connaître  la  forme  de 
cette  fonction.  Ainsi  si  Tenveloppe  est  Thyperbole  xyt=zd  et  si  la 
courbe  variable  doit  être  l'ellipse 

a*       p«       '' 


on  trouve  pour  p  la  valeur 


2d 


ce  qui  signifie  que  dans  l'ellipse  variable,  le  produit  4ap  des  axes  doit 
être  constant.  Si  l'enveloppe  est  la  parabole  y^  =  2px  et  si  la  courbe 
variable  doit  être  une  hyperbole  de  la  forme 

un  reconnaît  que  ^  est  égal  à  —  et  que  par  conséquent,  le  rapport  du 

P 
carré  de  l'axe  âa  à  l'axe  2p  doit  être  invariable. 
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Théorie  des  courbes  gauches.  Equations  d*une  tangente.  —  Equation  du  plan 
normal.  —  I>érivée  d^un  arc  de  courbe.  —  Angles  formés  par  une  tangente  avec 
les  axes.  —  Plan  osculateur.  —  Normale  principale.  —  Flexion  d*une  courbe. 

—  Angle  de  courbure.  —  Courbes  osculatrices.  Rayon  de  courbure.  —  Centre 
de  courbure.  —  Equations  du  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure.  —  Axe 
pour  un  point  donné  d^une  courbe.  Surface  des  axes.  Arête  de  rebroussement. 

—  Torsion  d^une  courbe.  —  Condition  pour  qu'une  courbe  soit  plane.  —  Appli- 
cations à  rhélice.  —  Applications  à  Thélice  conique. 

78.  Théorie  des  courbes  gauches.  Équations  d'une  tangente.  — 
Passons  aux  applications  des  principes  du  calcul  différentiel  à  la 
théorie  des  courbes  situées  dans  l'espace  et  rapportées  à  trois  axes 
coordonnés  rectangulaires.  Les  courbes  sont  dites  gauches  ou  à  double 
courbure,  lorsqu'elles  ne  peuvent  pas  être  renfermées  dans  un  même 
plan.  Nous  avons  vu  qu'une  courbe  dans  l'espace  peut  toujours  être 
représentée  par  deux  équations  à  trois  variables,  dont  une  seule, 
z  par  exemple,  est  indépendante  et  deux,  (x,  y)  sont  dépendantes, 

savoir  : 

fixy  y, z)  ==  0 ,    F(x,  y,  z)  =  0. 

Chaque  équation  prise  séparément,  représente  une  certaine  surface  et 
rensemble  des  deux  équations  représente  la  courbe  résultant  de  leur 
intersection.  Si  on  élimine  successivement  x  et  y  entre  elles,  la  courbe 
pourra  être  donnée  par  deux  équations  de  la  forme 

<p(x,z)=«0,     4,(y,  z)=iO, 

dont  chacune,  prise  isolément,  est  l'équation  delà  projection  de  la 
courbe  de  l'espace  sur  les  plans  des  XZ  et  des  YZ. 
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Pour  trouver  les  équations  de  la  tangente  h  la  courbe  de  Tespacc  en 
un  point  donné,  remarquons  que  si  l'on  mène  d'abord  une  sécante, 
les  projections  de  cette  droite  sur  les  plans  des  XZ  et  des  YZ  seront 
aussi  deux  sécantes  dans  les  deux  projections  de  la  courbe  de  l'espace. 
En  supposant  ensuite  que  l'un  des  deux  points  d'intersection  de  l'es- 
pace se  rapproche  indéfiniment  de  l'autre,  jusqu'à  se  confondre  avec 
lui,  la  sécante  deviendra  une  tangente  et  comme  les  points  d'inter- 
section de  l'espace  ne  peuvent  se  réunir  sans  que  les  projections  de 
ces  points  ne  viennent  aussi  se  confondre,  il  en  résulte  que  lorsque  la 
sécante  de  l'espace  deviendra  tangente  à  la  courbe,  les  projections 
de  la  sécante  seront  également  tangentes  aux  projections  de  la  courbe. 
Cela  posé,  soient 

f{x,z)  =  0,    ^^{y,z)  =  0, 

les  équations  des  projections  de  la  courbe  de  l'espace  sur  les  plans 

des  XZ  et  YZ.  Les  équations  de  leurs  tangentes,  en  désignant  par 

dx     dy 
(x',  y',  «')  les  coordonnées  courantes  de  ces  droites  et  par  -7^»  -p->   les 

dérivées  tirées  des  deux  équations  de  la  courbe,  sont 

a/_x=^(z'-z),    y-y  =  ^(x'_z) (4)      . 

Le  système  de  ces  deux  équations  représente  donc  la  tangente  à  la 
courbe  de  l'espace. 
Si  la  courbe  était  donnée  par  le  système  des  deux  équations 

f{x,  y,  «)  =  0,     F{x,  y,  z)  =  0, 

dx       dy 
les  valeurs  de  -7-  et   -~-  s'en  déduiraient  comme  on  l'a  vu  au  N"  iO. 

dz        dz 

79.  Equation  du  plan  normal.  —  Quand  on  considère  une  courbe 
dans  l'espace,  on  appelle  encore  normale  toute  perpendiculaire  élevée 
sur  la  tangente  au  point  de  contact;  mais  il  est  évident  qu'il  y  en  a  un 
nombre  infini  renfermées  toutes  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la 
tangente,  plan  que  l'on  nomme  plan  normal.  L'équation  de  ce  plan 
s'obtient  en  cherchant  l'équation  d'un  plan  passant  par  le  point  do 
contact  (x,  y,  z)  et  perpendiculaire  à  la  tangente  dont  on  vient  de  trou- 
ver les  équations.  En  désignant  par  {x\  y',  z')  les  coordonnées  cou- 
rantes de  ce  plan,  son  équation  est 

(x'-x)gH-(y'-y)-2-*-z'-  =  =  0, 
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<iue  1*00  peut  aussi  écrire  de  la  manière  suivante  : 

{jf  —  x)  rfx  -+-  (y'  —  y)  rfy  -H  (z'  —  z)dz  =  0 (1) 

80.  Dérivée  d'un  arc  de  courbe.  —  Pour  trouver  la  dérivée  d'un 

^^  de  courbe   dans   Tespace,  c'est-à-dire  la  limite  du   rapport   de 

'ficcpoissemenl  d'un  arc  de  courbe  à  l'accroissement  de  la  variable 

'^dépendante,  considérons  cette  courbe  dans  son  cylindre  projettant 

^'"*iep]an  XY,  cylindre  que  nous  pourrons  développer  ensuite  dans 

^^  pha  sans  changer  la  longueur  de  la  courbe.  En  désignant  par  s 

^^  ^rc  de  la  courbe  de  1  espace  limité  au  point  (x,  y,  z)  et  par  «'  l'arc 

^Tespondant  de  la  projection  sur  le  plan  des  XY,  il  est  visible  que 

vans  /a    figure  développée ,  les  longueurs  des  arcs  s  et  s'  n'ont  pas 

^'''''e  et  que  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  l'arc  s  sont  z  et  ^;  on 

"^"c  pour  la  courbe  devenue  plane, 


or,  en  Considérant  la  projection  .s'  dans  le  plan  XY,  on  a 


ds 
dz 


ç^cfl     *^^   X  et  y  sont  fonctions  de  z,  on  a  aussi 

dv 
d»*      ds'    rfx      dy        dz 


y     -~.~- 


dz       dx    dz       dx        dx 

dz 


En  substituant  on  trouve 


^\/-(S)'HS)' 


n  ds  dx      du 

roop  avoir  la  dérivée  -.-  de  l'arc,  il  suffira  de  remplacer  -r-  et  -;^  par 

dz  dz      dz 

leur  valeur  tirée  des  deux  équations  de  la  courbe. 

Celle  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

ds  =  (/dx*  -4-  dy*  -+-  dz* 

e( donne  l'expression  de  la  différentielle  d'un  arc  de  courbe  dans  l'espace. 

On  y  parvient  immédiatement  en  faisant  passer  par  deux  points 

cottsëciitifs  de  la  courbe,  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  z  et  x  -t-  rfx, 
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y  +  ^y>  ^  "^  ^^9  ^^^^^  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés,  ce  qui 
donne  naissance  à  un  petit  parallélipipède  rectangle  dont  la  diago- 
nale est  d$  et  dont  les  trois  arêtes  contigues  sont  dx^  dy^  dz.  On  sait 

que  Ton  a 

d««  =  rfx*  -t-  dy^  H-  dz*. 

81 .  Angles  formés  par  une  tangente  amc  les  axes.  — Pour  trouver  les 
angles  formés  par  la  tangente  en  un  point  (x,  y,  z)  de  la  courbe  de  Tespace, 
avec  les  trois  axes,  remarquons  que  si  on  mène  une  sécante  passant 
par  ce  point  et  un  autre  point  de  la  courbe  ayant  pour  coordonnées 
X  -+•  Ax,  y  -¥■  Ay^  z  -4-  Aje,  les  angles  cherchés  sont  évidemment  ceux 
que  forme  la  sécante  avec  les  axes,  lorsque  le  deuxième  point  dUnter- 
section  vient  coïncider  avec  le  premier.  Or,  si  Ton  considère  le  paral- 
lélipipède formé  dans  l'espace  par  les  coordonnées  des  deux  extrémités 
de  Tare  As  et  ayant  pour  arêtes  Ax,  At/,  Az  et  pour  diagonale  la 
corde  A'«,  il  est  visible  que  les  cosinus  des  angles  formés  par  cette 
corde  avec  les  axes  sont 

Ax      Ay      Az 
Vs'    Vs'    àTs' 


et  comme  A'«  est  égal  à  j/Ax*  -+-  Ay*  -t-  Az*,  ces  valeurs  peuvent 
s'écrire  ainsi 

Ax  Ay 

Az  Az  1 


V  Az*^Az*         V  Az*^Az*         V        *^Az*^Az* 

Si  Ton  passe  à  la  limite  en  faisant  évanouir  Az,  il  vient  pour  les 
angles  0,  0',  0''  formés  par  la  tangente  avec  les  axes  des  X,  Y  et  Z, 


cos  0  = 


cosO' 


dx 
dz 

dx 
Tz 

dy 

dz 

ds   ' 
dz 

dy 

dz 

^/'^n'^m 

ds 
dz 

cos  e"  = 
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1  i 


\/-(iyHS)'  "^ 


ds 
I^ns  chaque  application ,  il  faudra  remplacer  -r  pa^  I&  valeur  trouvée 

plus  haut  et  substituer  &  -r  et  -r^  leur  valeur  tirée  des  équations  de 

dz       dz 

k  courbe.  Au  point  de  vue  des  infiniment  petits,  ces  valeurs  peuvent 

se  mettre  sous  la  forme 

cosô=-r-»     cose'  =  ";^>    cosô"=-=-» 
ds  ds  ds 

CD  supprimant  le  dénominateur  commun  dz. 

On  serait  arrivé  aux  mêmes  conclusions  en  cherchant  directement , 
pv  les  formules  de  la  géométrie  analytique,  les  angles  que  forme  avec 
les  axes,  la  tangente  dont  on  a  trouvé  les  équations  (N"*  78).  On  y 
serait  arrivé  aussi  en  considérant  le  petit  parallélipipède  dont  il  est 
question  à  la  fin  du  numéro  précédent. 

Nous  avons  supposé  la  tangente  prolongée  dans  le  sens  de  l'accrois- 
sement de  Tare,  provenant  de  l'accroissement  de  z.  Si  on  considérait 
la  tangente  comme  prolongée  dans  le  sens  inverse,  il  faudrait  prendre 
les  radicaux  et  ces  cosinus  avec  les  signes  moins. 

8â.  Plan  osculateur.  —  Lorsqu'une  courbe  est  gauche,  c'est-à« 
<lire,  lorsqu'elle  n'est  pas  renfermée  dans  un  même  plan ,  on  ne  peut 
par  deux  tangentes  quelconques,  faire  passer  un  même  plan  ;  mais  on 
peut  par  ces  deux  droites ,  faire  passer  deux  plans  qui  soient  parallè- 
les entre  eux.  Concevons  que  l'un  des  points  de  contact  restant  fixe, 
l'antre  se  rapproche  indéfiniment  du  premier  sans  que  les  plans  cessent 
d'être  parallèles.  Ceux-ci  coïncideront  en  même  temps  que  les  deux 
points  de  contact  et  formeront  le  plan  osculateur.  Il  est  visible  que 
ce  plan  n'est  autre  que  celui  qui  contient  deux  tangentes  consécutives 
ou  deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe,  puisque  l'un  des  plans,  au 
moment  de  la  coïncidence,  contient  les  deux  tangentes,  c'eslri-dire, 
deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe.  Désignons  par  (x,  y,  z)  les 
coordonnées  du  premier  point  de  contact  et  par  (ixf^y^zf)  les  coordon- 
nées courantes  de  la  tangente  et  du  plan  qui  la  contient.  Les  équations 
(le  la  tangente  sont 

20 
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L'ëquation  d*UD  plan  passant  par  (x,  y,  z)  est  de  la  forme 

a(x'  —  x)  -+-  6  (y'  —  y)  -*-  ^  —  z  =  0, 

a  cl  6  étant  quelconques,  et  pour  que  la  tangente  y  soit  reofermée, 
il  faut  que  les  coordonnées  courantes  (a/,  y',  z^de  cette  droite  satis- 
fassent à  réquation  du  plan,  c'est-à-dire,  que  ces  coordonnées  (a/,y',z') 
doivent  être  considérées  comme  identiques  dans  les  trois  équations. 
Si  Ton  élimine  a/  —  x  et  y'  —  y  et  qu'on  supprime  le  facteur  com- 
mun z!  —  z,  on  trouve  pour  équation  de  condition , 

a-ï--+-  h—-^  1=0. 
dz         dz 

Prenons  un  second  point  sur  la  courbe ,  ayant  pour  coordonnées 

ix  -f-  Ax,  y  -+-  Ay,  z  -+-  Az),  et  désignons  par  A(--j>     Af  —  jlcs 

\dzj         \dzj 

dx       dy 
accroissements  que  prennent  ^r-  et  ~->   lorsqu'on  remplace  x  par 

dz       oz 

X  +  Ax,  etc.  Les  équations  de  la   tangente  en  ce  second  point  seront 

"■-*-''-[S"'(s)]<='--'=)- 

L'équation  d'un  plan  passant  par  le  point  (x  -h  Ax,  y  +  Ay,  z  -i-  Az) 
est  de  la  forme 

o'  (x'  —  X  —  Ax)  -+-  6'  (y'  —  y  —  Ay)  -4-  z'  —  z  —  Az  =  0, 

et  pour  que  celui-ci  contienne  la  tangente,  il  faut,  comme  plus  haut, 
que  les  coefficients  a',  6'  satisfassent  à  l'équation 

Si  les  deux  plans  sont  parallèles,  les  coefficients  a,  h  et  a',  6'  doivent 

être  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  et  on  aura  pour  déterminer  a,  h  les 

deux  équations 

dx      ,dy 

dz         dz 


(S)]-e*'(^j-=«. 
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OU  bien^  en  simplifiant  la  seconde  au  moyen  de  la  première, 

dx       ,dy      .       - 

a-T-  H-  fr-r-H  i  =0, 
dz         dz 

dx      ,    dy 
dz  dz 


Celles-ci  donnent 


a=— T . .  .    — 4 .  ■  .    »    6== 


dz     \dz/      dz     \dzj  dz     \dzj      dz     \dz/ 

et  on  aara,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  Tëquation  du  plan 
parallèle  contenant  la  tangente  au  point  [x,  y,  z).  Passant  ensuite  à  la 
limite,  en  faisant  évanouir  Ajz,  cette  équation  deviendra  celle  du  plan 
oseuIateur.Pour  savoir  ce  que  deviennent  a  et  6  à  la  limite,  remarquons 

que  z  est  la  variable  indépendante  et  que  "i^  ^^  --r-  sont  des  fonctions 

lie  z;  mettons  donc  ces  valeurs  sous  la  forme 


Az  ,  AZ 

a= -— ,  .  .    ,   6  = 


dy      \dzj       dx  \dz/  dx      \dz/       dy      \dz/ 

dz       Az     dz  àz  dz       Az     dz       Az 

ei  il  vient  à  la  limite, 

7?  .  1? 


a  = 


dy  rf*x      dx  d*y  dx  d*y      dy  rf'x 

dz  dz*      dz  dz*  dz  dz*      dz  dz* 

parce  que  — .         et  — ^ — ^—  deviennent  alors p-^—  et , 

Az  Az  dz  dz 

d*y        d*x 
oa  -r^  et  -i-^*   L'équation  du  plan  osculateur  est  donc 
dz*        dz* 


(^-«)S-tf-y)S 


^*       ^^  V.dz  dz*      dz  dz'') 


dz        dz 
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Elle  prend  une  forme  symétrique,  si  au  lieu  de  choisir  Tune  des  trois 

coordonnées  z  pour  variable  indépendante,  on  les  considère  toutes 

trois  comme  fonctions  d'une  quatrième  variable  quelconque  t;  on  a 

dx     dv     d^x      (2^1/ 
vu  (N**  27)  qu'il  faut  alors  remplacer  -7-  >   -r-y   -r-=  et  -t4  par 

dz     dz     dz*      dz* 

dx       dy       dzd*x      dxéPz       dzd*y     dydH 
Tt       ^      'dtH^'^Ttdi*        Jtdï*^didP 

\dO  \dt) 

et  l'équaUon  du  plan  osculateur  devient 

dans  laquelle  on  pourra  remplacer  indifféremment  I  par  x,  y,  z  ou 
toute  autre  variable  liée  &  celles-ci.  Pour  retrouver  la  première  équa- 
tion, il  suiBra  de  faire  d%  =»  dz,  et  par  conséquent  dH  «=  0. 

On  arrive  à  la  même  équation  dans  la  théorie  des  infiniment  petits, 
en  cherchant  l'équation  d'un  plan  passant  par  deux  éléments  consécu- 
tifs de  la  courbe,  c'est-à-dire,  qui  passe  par  trois  points  consécutifs 
ayant  pour  coordonnées  (x,  y,  z)  pour  le  premier,  {x  +  dx^  y  h-  dy, 
z  •¥-  dz)  pour  le  second,  et  pour  le  troisième , 

X  -♦-  dx  -h  d  (x  -+-  dx)  =  X  -♦-  2dx  -h  d*x, 

y  -+-  dy  -+-  d(y  -H dy)  =-y  -+-  2dy  -*-  d«y, 

z  -h  dz  -+-  d  (z  -4-  dz)  =  z  -+-  2dz. 

Dans  cette  dernière  équation,  z  est  pris  pour  variable  indépendante, 
ce  qui  rend  dz  constant  et  dH  nul. 

85.  Normale  principale.  —  Parmi  les  normales  en  nombre  infini 
que  l'on  peut  mener  en  un  point  d'une  courbe  gauche,  il  y  en  a  une 
renfermée  dans  le  plan  osculateur,  qu'on  nomme  normale  principale. 
Comme  celte  droite  est  formée  par  l'intersection  du  plan  normal  et 
du  plan  osculateur,  ses  équations  sont  données  par  le  système  des 
équations  de  ces  deux  plans,  savoir  : 
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que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme  suivante,  en  éliminant  successive- 
ment y  —  y,  et  x'  —  X, 

'  \dzdz*      dzdz*) 


-(z'-z) 


) 


^  ^Idzdzdz*      \dzj  dz^      dz«J 

Si  au  lieu  de  prendre  z  pour  variable  indépendante,  on  suppose  x,  y 
et  z  fonctions  d'une  quatrième  variable  arbitraire  t,  ce  qu'on  exprime 
en  faisant  sur  les  dérivées  les  mêmes  transformations  qu'au  numéro 
précédent,  les  deux  équations  de  la  normale  principale  prennent  la 
forme  symétrique  suivante  : 

,  /dz  d^8      ds  dH\      ,  ,       ,  fdx  dH      ds  d^x\      ^ 
:/dtd*s      dsd*z\      ,_,       ,/dyd*i      dsd'u\      „ 

^^-^\dtdF-dtwO~^''-'\Ttdr*-dJ)^''^ 

auxquelles  on  parvient  en  faisant  d'abord  usage  des  relations 

dxd*x     dy  d*y 


\dz)  ^  ^ -*- \dz)  -^  \Jz)  '   dzd?^ 


dz  dz*      dz  dz* 


dont  la  seconde  est  la  dérivée  de  la  première. 

Comme  la  variable  t  est  arbitraire,  on  peut  faire  t  =  s,  ce  qui  rend 

de  d*s 

•7: égal  à  l'unité  et  par  conséquent-j^égal  à  zéro;  les  deux  équations 

de  la  normale  principale  deviennent  alors 

/  •         v^'**       /,        ^<i*x      ^      ,  ,        .d*z      ,,        .d*y       _ 


1()6  CHAPITRE    IV. 


En  faisant,  pour  abréger,  y/  (^-j  h-(^^J  ^(^-J  =«, 

les  angles  >,  fx,  v  que  forme  cette  droite  avec  les  axes  sont  donnés  par 
les  formules 

(Px  fPy  dH 

ds*  ds*  ds* 


cos  \  =3  — - —  »     cos  [t  =  — - —  9     COS  V  =s 


R  '  R  R 

dans  lesquelles  il  faudra  prendre  Tun  ou  l'autre  signe  suivant  que  la 
normale  est  prolongée  dans  le  sens  de  la  concavité  ou  de  la  convexité 
de  la  courbe. 

84.  Flexion  d'une  courbe.  Angle  de  courbure.  —  On  appelle 
flexion  d'une  courbe  en  un  de  ses  points,  la  limite  du  rapport  de 
Tangle  que  forment  deux  tangentes  quelconques ,  à  Tare  qui  sépare 
les  deux  points  de  contact.  Soient  a,  6,  c  les  angles  que  forme  avec 
les  axes  une  tangente  à  une  courbe  au  point  (x,  y,  z)  et  a',  {/,  </  les 
mêmes  angles  relatifs  à  une  tangente  en  un  second  point  (x  ■+■  Ax, 
y -h  Ay,  z  •+-  Ax).  L'angle  y]  formé  par  ces  deux  tangentes,  qu'elles 
se  coupent  ou  non,  est  donné  par 

cos  rî  =  cos  a  cos  a'  -♦-  cos  6  cos  6'  -*-  cos  c  cos  </, 
à  laquelle  il  faut  joindre  les  deux  relations  nécessaires 

i  =  cos*  a  -4-  cos*  6  -♦-  cos*  c , 
1  =  cos*  a'  -♦-  cos*  6'  -4-  cos*  cf. 

Si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  deux  dernières  et  qu*on  retrandie 
le  double  de  la  première,  il  vient 

2  sin  { rî  =  ^{cos  a'  —  cos  a)*  -f-  (cos  6'  —  cos  6)*  -+-  (cos  c'  —  cos  c)*. 

En  représentant  par  ^8  l'arc  qui  sépare  les  points  de  contact,  cette 
équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

sinjyj    Ti  //cosa' — cosa\*     /cos  6' — cos6\*     /cosc' — cosc\* 

1,    )  * 

ou  bien  en  se  rappelant  que  Ton  a  (N*"  81) 

dx  dy 


;in|yj    t]  /  /cos  a' —  cos  a\  *     /cos  6' — cos6\*     /c 


dz  .        dz  f 

cosa=--i — ,    cos6==--T— ,    cosc=-T- 

dz  dz  dz 
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et  remarquant  que  cos  a'  — cos  a    n^est  autre  chose  que   Acosa, 

dx 

,    ,.  dz 

ccsl-a-dire,  A—— , 

ds 
Tz 

/     /i.A—    I  /J-A—     I    -4-1— A  i- 

/       1    Az     J«     I         1    Az     rfs    I         l    Az    (is 

sin|>i    y\        y  ^         Tz^  V         Sz'^  \cfe 

|>î       A5  As 

Az 

SÎD  —  7]  7] 

En  passant  à  la  limite, — r^— devient  l'unité,  — devient  ce  que  nous 

î^l  As  ^ 

dx 

avons  appelé  la  flexion  ou-=-  ,  —  devient -=-  et —  A— 7— est  la  dérivée 

'  ds    ^z  dz     A3      ds 

Tz 
dx  ds  d^x      dx  d*s 

par  rapport  à  z  de  la  fraction -7—,  c'est-à-dire, tt-t-i .  On 

ds  xj.x  9 


dz 
a  donc 


(â) 


/  (isd^     dxd^\^       f^ff^_dyd*sY      f^\ 
j^       V     \dzd^'^dzd?)  "*"  \dzd^      dzdz^J  "^  \rf?/ 


(I) 


Comme  on  a 


dyV 


et  par  suite 


(i)"=-(£)"*(ï) 


d*«  dz  dz*      dz  dz* 
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cette  expression  se  transforme  dans  la  suivante  : 


ds~  '^-^'  ^' 


/ds\* 
W 


Elle  prend  une  forme  très  simple  lorsqu'on  choisit  l'arc  s  pour  varia- 
ble indépendante,  au  lieu  de  l'ordonnée  z,  comme  au  N"  83.  La 
flexion,  en  prenant  (  pour  variable  indépendante,  devient  d'abord 


/ /dx  d*y  _^dyi  d^\*      /^^_dz^\*      /dz^_dx^* 
y    \dt  df*      dt  dt*J  "^  \dt  dt*     dt  dl*J  "^  {jTt  dt*      dt  dt*) 


ds  /dsV 


et  en  remplaçant  t  par  8,  en  ayant  égard  anx  équations 
/dxV       /rfyV      fdzy  dxd^      dyd*y      ^Î!Î!^_0 


on  trouve  enfin 


ds      V   \rf«V       V«  V       \^V 

Quand  on  se  place  au  point  de  vue  des  infiniment  petits,  on  appelle 
angle  de  courbure,  Tangle  infiniment  petit  dri  formé  par  deux  tan- 
gentes consécutives.  Il  mesure  la  flexion  qu'il  a  fallu  faire  subir  i 
Tune  des  tangentes  pour  la  plier  suivant  la  tangente  consécutive.  C'est 

dri 
pour  cette  raison  que  le  rapport  ^  ^  ^^é  appelé  flexion.  La  valeur  de 

cet  angle  est 
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Pour  une  courbe  plane  renfermée  dans  le  plan  des  XY,  rexppcssioii 
'Je  h  flexion  devient 


dri 
ds 


-VC-ëJ-eS)" 


parce  qu*il  faut  faire  z  =  0,  et  en  remarquant  que  Ton  a 

dy 
dx  i  dy  dx 


ds  /  ///f,\«        ds 


\MS'      >/-(!)■ 


ccUc  ccj^ualion  prend  la  forme 

d*y  dx  d^y 

dri  dx*  ds  dx* 

ds 


i  H- 


m  b<m 


ei  etv    l.onant  compte  de  Texpression  du  rayon  de  courbure  p  dans  les 
coutï>Cis    planes,  il  vient 

dri^^i 

ds       p 

Ou ^ oit  par  là  que  dans  les  courbes  planes,  la  limite  à  laquelle  nous 
venons  de  donner  le  nom  de  flexion ,  représente  Tunité  divisée  par 
\e  Tûyon  de  courbure  ou  le  rayon  de  courbure  inverse. 

^^«  Courbet  oseulatrices.  Cercle  osculateur»  —  On  dit  que  deux  cour- 
bes dans  Tespace  sont  osculatrices  de  l'ordre  n  —  iy  lorsque  deux  des 
projections  de  ces  courbes  dans  deux  des  trois  plans  coordonnés  sont 
elIes-méiQes  des  osculatrices  de  cet  ordre,  c'est-à-dire,  lorsque  les 
deux  courbes  ayant  un  point  commun,  ont  en  outre  les  dérivées 

d'aulre.U  est  visible  que  si  ces  égalités  ont  lieu  pour  deux  projections, 
elles  existeront  aussi  pour  la  troisième,  puisque  les  formules  pour  le 
changement  de  la  variable  indépendante  donnent 


ày 

dx  d*y 

dy 

d*x 

«/y- 

dz 

— : —  1 

d^y 

dz  dz* 

dz 

dz* 
j 

d'y 

=  etc. 

dx 

dx 
dz 

dx* 

/dx 
\dz 

y 

dx^ 

21 
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et  que  les  dérivées  contenues  dans  les  seconds  membres,  dérivées  qui 
se  rapportent  aux  projections  dans  les  plans  des  XZ  et  YZ»  ne  peuvent 
être  égales  dans  les  deux  courbes  sans  entraîner  Tégalité  des  dérivées 
des  premiers  membres,  lesquelles  se  rapportent  aux  projections  dans 
le  plan  des  XY.  Il  est  visible  aussi  que  si  les  projections  dans  les  plans 
des  XZ  et  YZ  n'étaient  pas  des  osculatrices  du  même  ordre,  le  plus 

(ty      J'y 

petit  des  deux  indiquerait  le  nombre  des  dérivées-^»  -^ qui 

seraient  égales,  c'est-à-dire,  l'ordre  de  contact  des  projections  dans 
le  plan  des  XY. 

Il  suit  de  là  que,  des  trois  projections  d'une  courbe  et  de  son  oscu- 
latrice  en  un  point  donné,  il  y  en  a  toujours  deux  qui  ont  un  contact 
du  même  ordre,  la  troisième  ne  pouvant  avoir  qu'un  contact  du  même 
ordre  ou  d'un  ordre  supérieur.  C'est  le  premier  qui  désigne  l'ordre 
du  contact  des  deux  courbes  de  l'espace.  Il  suit  aussi  de  ce  qu'on  a 
vu  au  N"  54,  que  pour  deux  osculatrices  d'ordre  différent  en  un  même 
point  d'une  courbe,  celle  qui  est  de  l'ordre  le  plus  élevé  a  deux  de  ses 
projections  plus  rapprochées  que  l'autre  des  deux  projections  de  la 
courbe  donnée,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  que  celle-ci  soit  dans 
l'espace  plus  rapprochée  de  la  première  osculatrice  que  de  la  seconde; 
car  si  on  prend  sur  cette  courbe  et  sur  l'une  des  osculatrices  qu'on 
suppose  de  l'ordre  n  —  i ,  deux  points  voisins  du  point  de  contact,  le 
carré  de  la  distance  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  ses  trois  pro- 
jections, projections  dont  deux  au  moins  sont  des  infiniment  petits  de 
l'ordre  n  —  1,  la  troisième  ne  pouvant  être,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
voir^  qu'un  infiniment  petit  du  même  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé 
et  par  conséquent  négligeable.  La  distance  de  l'espace  est  donc  aussi 
un  infiniment  petit  de  l'ordre  n  —  1. 

Ceci  posé,  prenons  pour  courbe  osculatrice,  le  cercle  et  proposons- 
nous  de  déterminer  son  rayon  et  sa  position,  de  manière  à  le  rendre 
osculatcur  en  un  point  (x,  y,  z)  d'une  courbe.  Ce  cercle  est  donné  par 
deux  équations  de  la  forme 

(x  —  a)a-4-(y  —  fjb  -¥-  z  —  7  =  0, 

la  première  exprimant  que  tous  ses  points  sont  à  une  distance  con- 
stante p  du  centre  (a,  p,  7),  et  la  seconde,  que  le  cercle  est  renfermé 
dans  un  certain  plan  passant  par  le  centre  (a,  p,  7).  Les  coefficients  a  et  b 
qui  fixent  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  les  axes,  sont  des  constantes 
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incoQDues.  On  voit  qne  ces  équations  renferment  six  constantes,  a,  p 
7}  p9  O9  &9  <lont  on  peut  disposer  pour  rendre  osculateur  le  cercle  pré- 
cédent,  c'est-à-dire,  pour  faire  en  sorte  que  les  deux  courbes  aient  un 

dx     dy     d*x     d*y 
point  commun  (x,  y,  z)  et  que  les  quatre  dérivées -p  9   -—»  -7-,»  -rj- 

soient  égales  dans  les  équations  de  la  courbe  et  du  cercle.  Si  x^=fzy 
y=  F'z  sont  les  deux  équations  de  la  courbe,  ces  dérivées  auront 
pour  valeur  /^z,  /^'z,  F'z,  F"z  et  la  première  condition  donne  lieu 
aux  équations  suivantes  : 

{fz  —  a)«  -H  {Fz  —  p)»  -+-(«  —  7)«  =  p* 

(/i  — a)aH-  (Fz  — p)6  -+- jr  — 7  =  0. 

Eq  dérivant  deux  fois  la  seconde ,  on  est  conduit  aux  deux  équations 

apz  ^  bF'z  -H  4  =  0 ,     af'z  -*-  bF"z  =  0. 

^  tire  de  là  les  valeurs  des  deux  constantes  inconnues  a  et  6, 

F"z  ,  rz 


F'z  P'z  —  fz  F"z  /"'z  F^'z  —  F'zf 'z 

Les  valeurs  de  ces  deux  coefficients  qui  fixent  la  direction  du  plan  du 
cercle  osculateur,  sont  les  mêmes  que  celles  des  quantités  analogues 
Irouvées  pour  le  plan  que  nous  avons  appelé  oscti/a(etir  (N°82j;  le 
plan  du  cercle  osculateur  se  confond  donc  avec  ce  dernier. 

*^-    Hayon  de  courbure.  Centre  de  courbure,  —  Les  valeurs  de 

^5?»  >  et  p  pourraient  être  obtenues  de  la  même  manière,  en  dérivant 

deux  fois  la  première  des  équations  du  cercle:  mais  on  y  arrive  plus 

pTompi^jjjgjjj  comme  il  suit  :  remarquons  d*abord  que  la  flexion  est 

"û^uie  dans  la  courbe  donnée  et  dans  le  cercle  osculateur,  puisqu'il 

** ^^^  dans  Tcxpression  générale  de—  (voir  (1)  du  N*»  84)  que  des 

déîVvées  des  deux  premiers  ordres,  dérivées  qui  sont  égales  dans  les 
jeux  courbes;  or,  on  a  vu  (fin  du  N"  84)  que  dans  une  courbe  plane 

eipar  conséquent  dans  le  cercle  osculateur,  la  limite  -^  est  égale  à  -  ; 

ds  p 

OD  a  donc,  eu  égalant  -à  Texpression  de—  >   les  dérivées  étant  prises 

p  os 

daos  les  équations  de  la  courbe , 

P  = 


i 


\ 
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Le  rayon  p  mené  au  point  de  contact  est  appelé  rayon  de  courbure.  Sa 
direction  est  renfermée  dans  le  plan  osculateur  et  de  plus  il  est  normal 
à  la  courbe,  car  les  deux  équations 

appartiennent  &  la  tangente  à  la  courbe  ou  à  la  tangente  au  cercle 

dx     dy 
osculateur,  suivant  que  les  dérivées  -i-^^-f-  sont  tirées  des  équations 

de  la  courbe  ou  des  équations  du  cercle,  et  comme  ces  dérivées  sont 
égales  de  part  et  d'autre,  il  en  résulte  que  ces  deux  tangentes  coïncident 
et  que  par  conséquent  le  rayon  de  courbure,  normal  au  cercle,  l'est 
aussi  à  la  courbe.  Le  rayon  de  courbure  étant  à  la  fois  normal  à  la 
courbe  et  renfermé  dans  le  plan  osculateur^  est  dirigé  suivant  la 
normale  principale  dont  on  a  trouvé  les  équations  (N°  85)^  Les  angles 
>,  /lA,  y  que  forme  le  rayon  de  courbure  avec  les  axes^  sont  donc  donnés 
par  les  formules 


cos  >.  = 


ds* 


COSfA 


V{dr0-^{d?)'^{iû0 

djy 
d^ 

dH 


COS  V  = 


valeurs  que  l'on  |>€ut  encore  écrire  sous  cette  forme, 

rf*x  d*t/  d^z 

Knfm  les  coordonnées  (o:,  p,  y)  du  centre  de  courbure  s'obtiennent  par 
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'^  considéra  lion  que  les  projections  du  rayon  de  courbure  p  sur  les  axes 
^^i  données  par 

p  COS  >v,      |9  COS  [Ly      p  COS  V 

^'îue  ces  projections  sont  égales  à 

a  —  X,    p  —  y,    7  —  z. 
Mégalfiiut  ces  deux  valeurs^  on  trouve 

d*x  d'//  d^z 

;  -équations  du  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure.  — 
Les  cq Violions  du  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure  s'obtien- 
ncn  On  éliminant  (x,  y,  «)  entre  les  trois  équations  qui  donnent  les 
va     r^    ^^  ^^^  p^  ^j  ^j  l^g  deux  équations  de  la  courbe.  Les  deux  équa- 


V     ^^    (a,  p,  7)  que  Ton  trouvera,  sont  les  équations  du  lieu  géomé- 

^^,     •  l-cs  rayons  de  courbure  successifs  étant  renfermés  dans  des  plans 

*^^,  il  est  visible  que  deux  rayons  de  courbure  consécutifs  ne 

*    ,       ^t^trent  pas,  et  par  conséquent^  ne  sauraient  être  des  tangen- 

^^^  courbe,  ainsi  que  cela  a  lieu  pour  les  développées  des  courbes 

^\S&L^.    Le  lieu   géométrique  des  centres    de   courbure  ne  saurait 

jlcvXVC  dvoir  des  propriétés  analogues  à  celles  des  développées  des 

coufbes  planes.  Aussi  dans  les  courbes  k  double  courbure  donne-t-on 

ce  nom  à  des  lignes  essentiellement  différentes  et  dont  il  sera  ques< 

lion  plus  loin  (N"»  89). 

88.  Axe  pour  un  point  donné  d'une  courbe.  Surface  des  axes. 
Âréle  de  rebroussement.  —  On  appelle  axe  d'une  courbe  pour  un 
poiDt  donné,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  plan  osculateur  au  centre 
de  courbure.  Les  équations  de  cette  droite  se  trouvent  facilement, 
puisqu'on  connaît  l'équation  du  plan  osculateur  (N"*  8(5)  et  les  coor- 
données du  centre  de  courbure.  En  représentant  par  (a/,  y,  z!)  ses 
coordonnées  courantes  et  en  laissant  k  (a,  ^,  7)  leur  signiGcation  pré- 
cédente, on  trouve  pour  les  équations  de  cette  droite 


) 


'          '  \dt  dt*      dt  dt*J      ^"       "  \dl  dl^      dt  dt*J 
.  , /dy  d^x      dx  d*t/\ /dx  dH      dz  rf*x\ 

"^  ~''\lidr*'"di'dï^)~^^  ~"''\7idî^~"dld?) 
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dans  lesquelles  il  faut  remplacer  (a,  p,  7)  par  leur  valeur  en  z  trouvée 
pins  haut  (N"*  87).  Elles  prennent  alors  la  forme  suivante,  en  po- 
sant f  =  s, 

^  \d8d8*      dsds^J      ^  \dsds^      dsds^J      rfx' 

^^  '^^\didr^^d8dr^J'~^^  ^^\'d8d?'^d8dr^J^~7û' 

On  peut  aussi  considérer  Taxe  que  quelques  auteurs  nomment  droite 
polaire  y  comme  étant  l'intersection  de  deux  plans  normaux  consécu- 
tifs, et  par  conséquent,  comme  étant  le  lieu  géométrique  des  centres 
de  toutes  les  sphères  que  Ton  peut  faire  passer  par  trois  points  consé- 
cutifs de  la  courbe. 

L'ensemble  des  axes  correspondant  à  tous  les  points  d'une  courbe 
forme  une  surface  que  l'on  nomme  surface  des  axes  ou  surface  po- 
laire. On  peut  la  considérer  comme  engendrée  par  un  axe  assujetti 
à  se  mouvoir  suivant  une  loi  déterminée  qui  dépend  de  la  forme  de 
la  courbe  donnée.  Celte  surface  est  donc  réglée.  Elle  est  de  plus  dé- 
veloppable^  c'est-à-dire,  qu'elle  peut  être  développée  dans  un  plan  sans 
rupture  ni  duplicature,  ce  qui  exige  que  deux  génératrices  consëcu- 
tives  soient  renfermées  dans  un  même  plan  et  viennent  par  consé- 
quent se  couper,  ce  qui  a  lieu  en  effet,  car  si  l'on  considère  trois  plans 
normaux  consécutifs,  il  est  clair  que  le  plan  intermédiaire  sera  coupe 
par  le  premier  et  par  le  troisième  suivant  deux  droites  qui  seront 
deux  axes  successifs.  Ces  axes  par  leurs  intersections  deux  à  deux  dé- 
terminent une  courbe  à  double  courbure  que  l'on  nomme  arête  de  re- 
broussement  de  la  surface  développablc.  Il  est  facile  de  reconnaître 
que  les  plans  normaux  sont  tous  tangents  à  la  surface  des  axes;  car  en 
considérant  trois  plans  normaux  consécutifs,  le  plan  intermédiaire 
renfermera,  comme  on  vient  de  le  voir,  l'élément  de  la  surface  des 
axes  compris  entre  deux  axes  consécutifs,  et  pourra  par  conséquent, 
être  considéré  comme  le  prolongement  en  tous  sens  de  cet  élément; 
or,  de  même  qu'une  tangente  à  une  courbe  est  considérée  comme  le 
prolongement  d'un  élément  de  la  courbe,  de  même  on  doit  considérer 
les  plans  tangents  à  une  surface  développablc  comme  le  prolongement 
de  ses  éléments  superficiels. 

Un  raisonnement  semblable  servirait  à  prouver  que  tous  les  axes  ou 
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l'ai^^^  les  gënëra triées  de  la  surface  dévcloppable  sont  tangents  à 
f  »^^  de  rebroussement. 
\  ^^ nation  de  la  surface  des  axes  peut  être  obtenue  dans  chaque 
*^%.  ^  éliminant  (x,  y,  z)  entre  les  deux  équations  de  Taxe  et  les  deux 
M^K  ^^ns  de  la  courbe  à  double  courbure.  La  relation  entre  (x',  y',  z') 
^  t)D  obtiendra,  sera  Téquation  cherchée. 

\i^s  équations  finies  de  l'arête  de  rebroussement  s'obtiennent  en 
remarquant  que,  puisque  les  axes  successifs  sont  tangents  h  cette 
courbe,  les  projections  des  axes  sont  aussi  des  tangentes  aux  projec- 
tions de  la  courbe;  d'où  il  suit  que  les  projections  de  l'arête  ne  sont 
autre  chose  que  les  courbes  enveloppes  de  toutes  les  projections  des 
axes.  Les  équations  pourront  donc  être  trouvées  par  la  théorie  des 
courbes  enveloppes. 

Quand  on  connaît  l'équation  de  la  surface  des  axes ,  il  suffit  de 
chercher  Tune  des  équations  de  l'arête,  puisque  celle-ci  est  contenue 
dans  la  surface. 

La  théorie  des  surfaces  enveloppes  conduirait  également  à  l'équation 
de  la  surface  des  axes,  puisque  celle-ci  est  tangente  à  tous  les  plans 
normaux. 

89.  Développée  d'une  courbe  gauche.  Son  équation.  Ses  propriétés. 
"-Sil'on  conçoit  un  fil  inextensible  constamment  tendu,  s'enroulant  sur 
1a surface  des  axes,  en  s'appuyant  sur  la  courbe  de  l'espace,  la  ligne 
suivant  laquelle  ce  fil  s'y  enroulera,  prend  le  nom  de  développée. 
Comme  la  développée  est  renfermée  dans  la  surface  des  axes,  Téqua- 
lion  de  cette  dernière  est  une  des  équations  de  la  développée.  La 
s^nde  s'obtient  par  la  remarque,  qu'il  résulte  du  mode  de  généra- 
boo,  que  toute  tangente  à  la  développée  étant  représentée  par  la 
partie  rectiligne  du  fil,  rencontre  la  courbe  à  double  courbure.  Si  donc 
(x,y,j;)sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  développée,  (a,  ^,  7)  celles 
du  point  correspondant  dans  la  courbe  de  l'espace,  et  (a/,  y',  t'),  les 
coordoDoées  courantes  de  la  tangente;  comme  les  équations  d'une 
Uûgenle  en  (x,  y,  z)  sont 

00  aura,  en  remplaçant  (x',  y',  sf)  par  (a,  p,  7), 

dx ,         ,       ^  du ,  , 


1 

1 
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et  il  suffira  d'éliminer  (a,  p,  y)  entre  ces  deux  dernières  et  les  deux 

équations  de  la  courbe  de  l'espace^  pour  avoir  une  relation  entre 

(x,  y  y  z)  qui  sera  la  seconde  équation  cherchée  de  la  développée.  11  est 

dx     dy 
vrai  que  cette  relation,  contenant -z- et -~  >  se   présente  sous    forme 

dz     dz 

différeittielle;  mais  le  calcul   intégral  apprend  à  remonter  de  là  à 

réquation  finie. 

Remarquons  qu'il  résulte  aussi  du  mode  de  génération,  i*"  que  le 
nombre  de  développées  pour  une  courbe  à  double  courbure  ou  pour 
une  courbe  plane  est  Infini,  puisque  la  position  initiale  du  fil  est  indé- 
terminée. 2®  La  partie  rectiligne  du  fil,  comprise  entre  la  développée  et 
la  courbe  de  l'espace,  est  constamment  normale  à  cette  dernière,  puis- 
que, si  l'on  mène  au  point  où  se  termine  le  fil,  un  plan  normal  à  la 
courbe  à  double  courbure,  comme  celui-ci  est  tangent  à  la  surface  des 
axes,  il  doit  contenir  toutes  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  sur- 
face des  axes  et  par  conséquent  le  fil  rectiligne.  5<*  Le  point  du  fil  qui 
s'appuie  sur  la  courbe  de  l'espace  pendant  qu'il  se  déroule  de  la  déve- 
loppée, est  toujours  le  même;  en  effet,  concevons  le  fil  dans  une  quel- 
conque de  ses  positions  et  désignons  par  o  le  point  où  la  partie  recti- 
ligne touche  la  développée  et  par  m,  le  point  où  elle  se  termine  sur  la 
courbe  h  double  courbure.  Déroulons  infiniment  peu  le  fil  enroulé  sur 
la  développée  et  supposons  que  l'extrémité  m ,  au  lieu  de  décrire  un 
petit  arc  mm'  de  la  courbe  de  l'espace,  décrive  un  petit  arc  m/n"  diffé- 
rent de  mm'.  L'arc  mm"  pouvant  être  considéré,  à  la  limite,  comme 
décrit  du  centre  o,  est  situé  sur  une  sphère  ayant  son  centre  en  ce 
point;  le  fil  om''  est  donc  normal  en  m"  à  l'arc  mm''.  On  a  vu,  d'autre 
part,  que  ce  même  fil  est  normal  en  m' à  l'élément  mm'^  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  les  points  m'  et  m"  se  confondent.  La  courbe  décrite 
par  le  point  m  se  confond  donc  avec  la  courbe  de  l'espace. 

Enfin,  puisque  la  forme  qu'affecte  la  développée  est  due  à  la  tension 
du  fil,  il  est  évident  que  la  longueur  de  la  courbe  tracée  sur  la  surface 
des  axes,  est  la  plus  courte  possible  entre  deux  quelconques  de  ses 
points.  D'où  il  suit  que  si  on  développe  dans  un  plan  la  surface  des 
axes,  les  développées  se  rabattront  suivant  des  lignes  droites,  qui 
sont,  en  effet,  les  plus  courtes  qu'on  puisse  tracer  dans  un  plan  entre 
deux  points  donnés. 

90.  Torsion  d'une  courbe.  Condition  pour  qu'une  courbe  soit  plane. 
On  appelle  torsion  d'une  courbe  la  limite  du  rapport  de  l'angle  formé 
par  deux  plans  osculateurs^  à  l'arc  de  courbe  qui  sépare  les  deux 
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points  de  contact,  ou  la  valeur  de  ce  rapport  lorsque  Tare  s'ëvanouit. 
L'ëquatioQ  du  plan  osculateur  au  point  de  la  courbe  (x,  y^  z),  étant  de 
la  forme 

i^   ^^d2.   ty    yidz*^^^    ^\dzdz*   dzdz*J~^' 

celle  du  plan  osculateur  au  point  (x  +  Ax,  y  ■+■  Ay,  z  +  Az]  est 

^  'l\dz         dzj\dz*         dz*J 

/dx      .  dx\  /d«a:         d*xW 

en  désirant  par  A  /  y-  j,   Af--|  j les  accroissements  des 

dx      d^y 
fonclions-7->    --r^ quand  on  y  change  z  en  z  -^  J^z,  Mettons  ces 

deux  équations  sous  la  forme 

(x'  —  X  —  Ax)  (  JT  H-  A  JT)  H-  (y'  —  y  —  Ay  )  (  y  -4-  A  F) 
H-  (z'  —  z  —  Az)  (Z  -H  A^  =  0. 
L'angle  e  formé  par  ces  deux  plans  est 

z  (jr  -♦-  aa:)  H-  y  (y  H-  AY)  H-  z  (z  +  AZ) 


cose  = 


^k^HI^^teB 


]/x^  ^Y^^r^  i/{x  -H  àX)*  -H  (y  -+-  Ayj«  H-  (z  -4-  az)« 

d'où  l'on  tire 

^.  ,  ^  __     (jfAy  —  Y/iX)^  -H  (yAZ  ~  ZAy)^  -i.  (za^  -~  jtaz)* 
*'"  '  ""  (jr«  -^.  y«  ^  z«)  [(^  ^  AZ)«  -f-  (y  -+-  Ay)«  -+-  (z  -♦-  az)«]  * 

Avant  de  passer  &  la  limite,  écrivons  cette  valeur  de  la  manière  sui- 
vante, en  désignant  par  A^  l'arc  qui  sépare  les  deux  points  de  la  courbe, 

fx^^Y^\fY^-Z^^\fz^-^X^\ 
/^\Yi.V_\    ^         ^^/       \    A^         Az/       \    ^z         âizj 

\  t  J  \!uj      ^^^  ^  yi  ^  z«) {[X  4-  Ajr)«+  (y  -f-  Ay)«  +  (z  -*-  az)«]  — ] 


As' 
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Si  maintenant  on  rapproche  indéfiniment  les  deux  points  et  si  on  re- 
marque que,  quand  Hz  s*évanouit,  les  rapports 


deviennent 


àX     ^Y     ^Z     As      sine 

Az       At       Az       Az         s 


dX     dY     dZ     ds  ,.     .  , 

-7->    -5->    -T-»    T»    et  1  unité, 
dz      dz       dz      dz 


dz  e 

on  trouve,  en  désignant  par  -r-  la  valeur  du  rapport — à  la  limite  et 

en  observant  que  AJT,  AY,  AZ  sont  nuls, 

dt 
puis  remplaçant  X^  F,  Z  par  leur  valeur,  on  trouve  pour  la  torsion  -j  « 

rf*x  d'y      d*y  d'x 
rfe  d^'d^'^d^'dz^ 


\d?)  "*■  Vd?y  "*"  \dz  5?      dz  Iz^J 

Cette  expression  prend  une  forme  symétrique  si,  au  lieu  de  traiter  z 

comme  variable  indépendante,  on  considère  (x,  y,  z)  comme  fonctions 

d'une  nouvelle  variable  t\  on  trouve  alors,  en  remarquant  que  le 

\  /ds\^ 
dénominateur  est  égal  à  --(---  l  i 

P«  \dzj 

de __£«_!  dx  /d«y  ^_d^ d^y\      dy  /d^z d»x _^ d«x d^\ 
ds"^  /d«\9(d(\dt«d(»      dt^'dFj'^TtyJdi^d^'^d^dF^) 
\dtj 

^    dz /d*x  d»y  __^  d«y  d^\  J 

'*"divdÏÏ  d?""dï*d(»yj 

Quand  on  prend  de  nouveau  z  pour  variable  indépendante,  celte 
expression  devient 

de p*       /dHd^y      d*ydV 


d«       /d5\«  \dz^  dz 


W 


y      d*yd'i\ 
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lâ quantité  de  qui,  dans  la  théorie  des  infiniment  petits,  est  l'angle 
forodé  par  deux  plans  osculateurs  séparés  par  Télémcnt  de  courbe  ds, 
sciioixime  angle  de  torsion  ou  angle  de  seconde  courbure, 

^Q  déduit  de  cette  valeur  de  la  torsion  d'une  courbe,  la  condition 
flécessaîre  pour  que  celle-ci  soit  plane.  Il  faut,  en  eflfet,  que  tous  les 
plans  osculateurs  se  confondent  et  par  conséquent  que  dt  soit  nul 
pour  t,c>vte  valeur  de  z,  ce  qui  exige  que  Téquation 

d'à:  d'y      d'x  d*y 
dz^   dz^      dz*   dz^ 

soit  satisfaite  identiquement,  c'est-à-dire,  pour  toute  valeur  de  z.  Si 
«ne  ciîsparaissait  pas  de  l'équation,  celle-ci  servirait  à  trouver  le  point 
de  la  eourbe  où  la  torsion  est  nulle.  Il  est  visible  que  lorsque  la  courbe 
^* plane,  l'équation  du  plan  osculaleur  en  un  point  quelconque  devient 
leqxiaiion  du  plan  de  la  courbe. 
^omme  les   axes   successifs  d'une    courbe  donnée  sont  normaux 
^^  plans  osculateurs  successifs,  les  angles  formés  par  ces  axes  sont 
^^^x  aux  angles  formés  par  les  plans  osculateurs.  D'un  autre  côté, 
^^  plans  normaux  successifs  étant  perpendiculaires  aux  éléments  de 
^^  courbe,  les  angles  qu'ils  forment  entre  eux  sont  égaux  aux  angles 
^c  courbure  de  celle-ci,  et  comme  ces  plans  normaux  se  confondent 
*^ec  les  faces  successives  de  la  surface  développable,  faces  qui  con- 
(iconeiit  chacune  deux  éléments  de  l'arête  de  rebroussement,  il  est 
visible  que  ces  plans  normaux  successifs  ne  sont  autre  chose  que  les 
plans  osculateurs  successifs  de  l'arête  de  rebroussement.  Il  existe  donc 
entre  une  courbe  donnée  et  l'arête  de  rebroussement  de  sa  surface 
polaire,  cette  relation  que  les  angles  de  courbure  de  la  première  sont 
égaux  aux  angles  de  torsion  de  la  seconde,  tandis  que  les  angles  de 
courbui*e  de  celle-ci  sont  égaux  aux  angles  de  torsion  de  la  première. 
Il  suit  de  là  que  si  on  traite  l'arête  de  rebroussement  comme  on  a 
traité  la  courbe  donnée  et  qu'on  détermine  sa  surface  polaire  et  par 
suite,  l'arête  de  rebroussement  de  celle-ci,  cet^e  seconde  arête  aura 
ses  angles  de  courbure  et  de  torsion  égaux  aux  angles  de  torsion  et 
de  courbure  de  la  première  arête.  D'où   il  résulte  qne  la  courbe 
donnée  et  la  seconde  arête  de  rebroussement  ont  les  mêmes  angles  de 
courbure  et  les  mêmes  angles  de  torsion. 

91.  Applications  à  l'hélice.  —  Appliquons  cette  théorie  à  l'/té/tce, 
c'est-à-dire,  à  la  courbe  tracée  sur  un  cylindre  droit  à  base  circulaire, 
qui  coupe  toutes  les  génératrices  sous  un  angle  constant  ou  dont 
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toutes  les  tangentes  sont  également  inclinées  sur  la  base  du  cylindre. 
Cherchons  d'abord  les  équations  de  cette  courbe,  en  prenant  pour 
origine  des  coordonnées,  le  centre  de  la  base  du  cylindre  et  pour  axe 
des  Z,  son  axe.  Gomme  la  courbe  est  tracée  sur  la  surface,  elle  a 
pour  projection  des  XY  la  base  même  du  cylindre;  une  des  équations 
de  rhélice  est  donc,  r  étant  le  rayon  de  la  base, 

x*  -H  y*  =  r*. 

Pour  trouver  les  autres  équations,  remarquons  que  si  on  développe 
la  surface  convexe  du  cylindre,  elle  formera  un  rectangle  A'fi'C'iy 
(fig.  25)  et  rhélice  AC  deviendra  l'oblique  A'a,  puisque  les  tangentes 
aux  différents  points  de  la  courbe  étant  également  inclinées  sur  les 
génératrices  du  cylindre,  devront  après  le  développement,  faire  des 
angles  égaux  avec  des  parallèles  à  A'D'  et  par  conséquent  se  confondre 
toutes  dans  une  même  droite  A'a.  Une  ordonnée  mn  de  l'hélice  sur  la 
surface  du  cylindre^  deviendra  donc  l'ordonnée  mV  de  l'oblique  A'a 
et  l'arc  de  cercle  An  deviendra  AV  ;  or,  le  triangle  rectangle  Mm*n' 
donne 

m!n!  =  A'n'  tang  m'A'n'  =  An  tang  v  =  a. An,    d'où     An  =  —  » 

a 

V  étant  l'angle  constant  m' k'  n!  et  a  sa  tangente.  D'un  autre  côté,  si 
on  désigne  par  (x,  y,  z)  les  trois  coordonnées  du  point  m  de  l'hélice, 
c'est-à-dire,  Op,  pn,  mn  et  par  u  l'arc  de  cercle  An,  on  trouvera  facile- 
ment, en  suivant  la  même  marche  qu'au  commencement  du  N**  6i , 
c'estpà-dire,  en  considérant  à  part,  la  base  du  cylindre  (fig.  25 '^^^j,  et 
décrivant  du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  le 
cercle  aPf 

u 

av  =  -  > 

r 

u  u 

Op  =  «  =  r  sin  -  >   pn  ==  y  =  r  cos  -  » 

r  r 

ou  bien,  à  cause  de  u  =  -y  comme  on  vient  de  le  voir, 

a 

z  z 

X  =  r  sin  —  ,    y  =  r  cos  —  • 
ar  ar 

Ces  deux  équations  en(x,  y,  z]  appartiennent  aux  projections  de  Thclicc 
sur  les  plans  des  XZ  et  des  YZ. 
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Le  triangle  rectangle  aA'B'   donne  pour  a  ou  tangv  la  valeur— -^ 

A  1) 

c'est-à-dire-^  »  en  désignant  par  p  la  distance  aW  que  Ton  nomme 
pa«  de  l'hélice.  On  déduit  des  deux  dernières  équations, 

dx      i        z      dy  i   ,    z 

-__  =  -.cos  —  9    -r-= sin  —  » 

(Ij;      a       ar     dz  a      ar 

d*x  1         z      dhi  \  z       d^x  1  z 

ttz*  a'r      ar     az*  a^r       ar     dz^  a'r'       ar 

d'v         1     .     s 

En  substituant,  on  trouve  :  l""  équations  de  la  tangente 

i        z  \       z 

x'  —  X  =  -cos —  (z'  —  z),     1/  —  y  = sin  —  (z'  —  z), 

a       ar^  /»     ^       ^  ^       ^^v  ^ 


ou  bien 


a/  — x=.?!.(z'  — z),    y'--y  =  — -fis'  — «). 
ar^  ^      ^       ^  ar^  ' 


2*  équation  du  plan  normal 

z                          z 
(xf  —  x)  cos (y'  —  y)  sin h  a  (z'  —  z)  =  0, 

ou  bien 

a/y  —  yiX  -^  {z!  —  z)  ar  =  0. 

5*"  Dérivée  de  la  courbe 


ds /i  H-  a* 1 

rfz      ^^       a*  sinv 


4*  Angles  que  forme  la  tangente  avec  les  axes 

z  z 

cos  —  sin  — 

ar         y  ,  ar  x 

cos  0  = =-cos  u,  cos  0'  = = cos  Uj 

|/i  -*-a*      *■  |/1  H- a*  '^ 

cos  G"  -= —  =  sin  t7. 

|/l  -^a« 
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Cette  troisième  équation  constate  que  la  tangente  fait  avec  Taxe  des 
Z  un  angle  invariable,  ce  qui  résulte,  du  reste,  de  la  définition  de 
cette  courbe. 

5**  Équation  du  plan  osculateur 


ou  bien 


z  z 

(jf  —  x)  a  cos (v'  —  y)  o  sin iz'  —  ^)  =  0, 

V  '  ar      ^^       ^'  ar      ^ 


a/y  — y'x  =  --(z'  — 2). 


On  en  conclut  que  ce  plan  fait  avec  la  base  du  cylindre  un  angle  inva- 
riable ayant  a  pour  tangente. 

6**  Équations  de  la  normale  principale 

z'=:z    et    t/  —  t/=3cot  —  (a/  —  x), 

•^  ar 

ou  bien 

z!  =sz    et    ysf  —  xy'  =  0. 

La  première  équation  apprend  que  cette  normale  principale  est  paral- 
lèle h  la  base  du  cylindre,  et  la  seconde,  qu'elle  rencontre  toujours 
son  axe. 
T*»  Valeur  de  la  flexion  ou  de  f  angle  de  courbure 

din      cos^v  _        ds 

r-  = 5    ou    07)  =  —  cos'y. 

ds         r  r 

On  voit  que  la  courbure  est  invariable. 
8""  Rayon  de  courbure 

r 

p  =  r  (1  -f-  a*)  =  — -  • 
^         ^  cos'v 

9"  Angles  formés  par  le  rayon  de  courbure  avec  les  axes 

z  X  z  y 

cos>  =  —  sin  —  == »    cospi  =  — cos —  =  —  -5    cos  v  =  0. 

ar  r  ar  r 

La  dernière  exprime  que  le  rayon  de  courbure  est  toujours  perpen- 
diculaire h  Taxe  du  cvlindrc. 

^0"  Coordonnées  du  centre  de  courbure 

*■      •     ^  *        r  r  z 

cos*u       ar  cos'u       ar 
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i  1°  Equations  de  la  ligne  des  centres  de  courbure 

a*  -4-  fî'  =  a*r^,    a  ==  —  à^r  sin  --  »    ô  =  —  a'r  cos  -^  • 

ar  ar 

On  voit  que  celte  courbe  est  une  hélice,  ayant  le  même  axe  que  la 
première,  et  tracée  sur  un  cylindre  dont  le  rayon  est  à^r.  Dans  cette 
nouvelle  hélice,  Tinclinaison  constante  des  tangentes  sur  la  base  du 
cylindre  est  le  complément  de  Tangle  v,  et  le  pas  de  vis  qui,  dans  la 
première,  est  égal  à  âairr,  conserve  cette  même  valeur.  On  reconnaît 
aussi  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  celte  dernière  hélice  n'est 
autre  que  Thélice  primitive. 

12*  Équations  de  l'axe  de  la  courbe  au  point  (x,  y,  z) 

x'y  —  t/'x  -♦-  (z'  —  z)  ar  =  0,....(1) 

x^x  -f-  y'y  =  —  aV (2) 

43**  Equation  de  la  surface  des  axes 

\  aV  / 

■*"^'"'\ — ^;v — — ;-^«''"=o- 

Pour  obtenir  cette  équation,  on  résout  par  rapport  à  x  et  y,  les 
deux  équations  x'  h-  y*  =»  r*  et  (2);  on  substitue  les  valeurs  dans  (1), 

puis  tirant  les  valeurs  de  z,  on  les  substitue  dans  x=3rsin  —  » 

ar 

y  =  r  cos  — et  les  valeurs  obtenues  ainsi  pour  x  et  y  sont  introduites 

dans  (2). 

Dans  cette  équation  de  la  surface  des  axes^  le  signe  moins  répond 
au  cas  où  Thélice  tourne  de  gauche  h  droite  comme  dans  la  figure.  Si 
rhëlice  tournait  de  droite  à  gauche,  l'inclinaison  t;  des  tangentes  sur 
la  base  serait  un  angle  obtus  ;  a  changerait  donc  de  signe  et  l'on  pren- 
drai! le  signe  plus  du  radical. 

i4<*  Équations  de  l'arête  de  rebroussement 

z!  z' 

ac"  H-  y'*  =  aV    et    x'  sin h  y'  cos  —  =  —  a*r 

ar      "^        ar 
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OU  bien 

x'  r=r  -—  a*r  sin  —  »    v'  =  —  û*r  cos  —  > 

ar     ^  ar 

qui  se  confond  avec  rhélice  trouvée  sous  le  N**  11**,  pour  le  lieu  des 
centres  de  courbure.  Ces  dernières  équations  se  trouvent  fort  simple- 
ment, en  combinant  l'équation  de  la  surface  des  axes  avec  l'équation 
de  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  projections  XY  de  l'axe,  repré- 
sentées par  la  seconde  des  équations  (12'')  mise  sous  la  forme 

z  z 

a/  sin h  y' cos  —  =  —  aV. 

ar      ^        ar 

15^  Torsion  et  angle  de  torsion 

Je      a      ^        sinâv      ,      ,       ds  .    ^ 
-—  =  -  cos'u  =  —T —     et    de  =  —  sin  2r . 
ds      r  2r  2r 

92.  Applications  â  l'hélice  conique.  —  Considérons  encore  l'hé- 
lice conique,  c'est-i-dire,  la  courbe  tracée  sur  une  surface  conique 
droite  h  base  circulaire,  de  manière  que  les  touchantes  aient  une 
inclinaison  constante  sur  les  génératrices  ou  sur  la  base.  En  désignant 
par  /,  r,  v  la  hauteur  du  cône,  le  rayon  de  la  base  et  l'inclinaison  des 
touchantes  sur  la  base,  les  deux  équations  de  cette  courbe  sont 

„., .='!<,_,..  (S)V(|)-«.. 

la  première  exprimant  que  la  courbe  est  située  sur  la  surface  conique, 
et  la  seconde,  que  l'inclinaison  des  tangentes  sur  le  plan  des  XY  est 
égale  à  l'angle  constant  v.  En  différenciant  la  première  et  en  faisant, 

pour  abréger,  k  =  %  /  --  cot*v  —  1 ,  ces  équations  prennent  la  forme 


suivante  (*), 


dx      ky  —  X      dy  y  -\-  kx 

dz        l  —  z       dz  /  —  z 


(*)  On  trouve  pour  —  Qi-ï  deux  systèmes  de  valeurs,  répondant  aux  deux  va- 

dz     dz 

leurs  de  k.  Celles-ci  conviennent  quand  la  spirale  tourne,  comme  dans  la  figure, 

de  gauche  à  droite.  Si  elle  tournait  de  droite  à  gauche,  k  changerait  de  signe, 

parce  que  dans  la  valeur  trouvée  plus  bas,  t  devient  obtus  et  tang  t  devient  négatif. 
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On  tire  de  là 

c/*x  ,  y  H-  fcr     d^y       ,x  —  ky 

Soient  M  (fig.  24]  un  point  de  rhélice^  OC  ]a  génératrice  du  c<\ne  qui 
passe  par  ce  point,  MT  une  tangente  h  la  courbe  et  MP  une  perpen- 
diculaire sur  le  rayon  AC.  Si  l'on  conçoit  une  sphère  décrite  du 
point  M  comme  centre^  avec  un  rayon  quelconque,  elle  sera  coupée 
par  les  trois  faces  de  l'angle  trièdre  M  suivant  le  triangle  spbé- 
rique  abc  rectangle  en  a,  qui  fournit  la  relation 

cos  bc  =  cos  oc  cos  ab    c'est-à-dire ,    sin  t;  =  cos  a  cos  (, 

où  Ton  désigne  par  a  l'angle  au  sommet  du  cône,  et  par  t  l'angle 

constant  que  font  les  tangentes  avec  les  génératrices.  Au  moyen  de 

/ 
cette  relation  la  valeur  de  A;  devient,  en  observant  que- :=  cot  a, 


— T l/cos*  a  cos^  t?  —  sin*  a  sin*  v 

k  =  y  coi*  a  col*  v  —  i  =-- : -. 


sin  a  sin  v 


j/cos'  a  —  sin*  v      tang  I 
sin  a  sin  i;  sin  a 

Le  triangle  sphérique  abc  donne  aussi  tang  aM6  =  sin  aMc  tang  c , 

tanff  t 
d'où  Ton  lire  encore -7-^  =  tang  TPC  =  k. 

sm  a 

Cela  posé,  on  trouve  :  !•  Dérivée  de  l'arc 

ds         1 

dz      sin  V 

z 
On  conclut  de  là  que  l'arc  8  est  égal  à  -: —  ou  à  la  longueur  de  la 

^  °       sinv 

tangente. 
2*  Équation  du  plan  osculateur  au  point  (x,  y,  z) 

(x'  — x)(x  — *-y)-4-(y'  — y){y-^fcx)  +  (z'-.z)(/  — 2)cot«t?=-0. 

23 
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30  Equation  du  plan  normal 

(xf^x)(x^ky)^{y^-y){y^kx)-^{z'-^z)(l-^z)^0. 
4"  Normale  principale 

l>°  Rayon  de  courbure 

(anga    ,,        .  ^  y  -^  kx 

P= ^T— :{e  — is);     cos>  =  — -^7 tangr, 

'       cos  V  sm  (  (  —  z 

X  —  ky 

cos  ft  = ^tang  Vj     cos  v  =  0. 

l  —  z 

6**  Coordonnées  du  centre  de  courbure 

7"  Équations  du  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure 

r,.  •     ^  "♦-  ^*  sin*  V ,, 

,« -H  p«  =  tangua      ^.^^^^^     (<-v)S 

r/a a  -4-  fep       rfp A-a  —  p 

Ces  deux  équations  se  présentent  sous  forme  différentielle;  mais  on 
verra  plus  loin ,  dans   le  calcul  intégral ,  les  équations  finies  qui 
tiennent  lieu  de  celles-ci. 
8*  Torsion  de  la  courbe 

di         sin  V      y— r ,  .  ,  1       sin  t  sin  v      tang  v 

-y  =  — 'î/r  cos*  V  —  r*  sin*  v  =  r =  — 5L_ . 

ds      r{l  —  z)  l  —  z      tang  a  p 

On  conclut  de  ces  équations,  1**  que  le  plan  osculateur  fait  avec  Taxe 
du  cône  un  angle  invariable  égal  à  v,  2**  que  les  rayons  de  courbure 
sont  parallèles  à  la  base  du  cône,  et  3*  que  le  lieu  des  centres  de  cour- 
bure est  une  hélice  conique  tracée  sur  un  cône  ayant  même  hauteur  t 
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que  le  premier  et  dans  lequel  k  est  remplacée  par  —  k^  c*esl-à-dire , 

tongf  lange'      tang{— f)     ,,,,,,,  ,       . 

_- par . — ^--  — . — — ,    f  et  a  étant  pour  ce  dernier  cône 

sin  a  sin  a  sin  a 

ce  que  sont  (  et  a  pour  le  premier. 

9^ L'inclinaison  constante }/ des  touchantes  sur  la  base  du  cônCy  dé- 
duite de  réquation 

est  donnée  par 

sin  1/  =  |/cos*  a  —  sin*  v  =  sin  (  cos  a, 

iO^Le  rayon  r' de  la  base  est  représenté  par  le  coefficient  /  — -—  \ dans 

la  valeur  de  |/a*  -♦-  S*  de  l'équation  du  lieu  des  centres,  comme  le 
rayon  r  est  le  coefficient  de  (  — —  j  dans  la  valeur  de  [/x*  -4-  y* 
donnée  par  l'équation  de  l'hélice  primitive.  On  trouve  en  partant  de  là, 


,      /tanga   /-; , 

r  =  ' ~-  i/i  H-  A«  sin*  V  = 


tangv 
r 


k  cos*  V  lang  v' 

H**  L'angle  au  sommet  d  est  donné  par 


,      r'      tangatangi;       r  i/sin*  a  -h  sin-  v 

langa  =;=  — =  — — =  —  -^ • 

l  tang  \f  kl       sin  a  cos  v 

iâ^  L'inclinaison  constante  t'  des  touchantes  sur  les  génératrices 
est  déterminée  par  Tune  ou  l'autre  des  relations 

langj      tang(— r)       .      ,  f       t      ,n 

—. —  =  — ; — 7—^7    Sin  r' =  COS  a  cos  ( — r), 
sin  a  sin  a 

le  signe  négatif  de  tf  indiquant  que  les  inclinaisons  t  et  t'  sur  les 
génératrices  sont  en  sens  inverse. 

13"  La  projection  de  V hélice  conique  sur  la  base  du  cône  est  une 
spirale  logarithmique,  ayant  pour  équation  polaire 

R  =  re    * . 
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14**  La  surface  convexe  du  cône  étant  rabattue  dans  un  plan,  Thélice 
conique  formera  aussi  une  spirale  logarithmique,  ayant  pour  équation 

sin  a 

15"  Les  pas  de  Thélice  le  long  d'une  génératrice  diminuent  en  pro- 
gression géométrique  et  les  spires  comptées  jusqu'au  sommet  sont  en 
nombre  infini. 

16^  Le  lieu  géométrique  des  pieds  des  tangentes  est  la  développante 
de  la  spirale  logarithmique,  suivant  laquelle  se  projette  l'hélice  sur  la 
base  du  cône. 

On  verra  dans  le  calcul  intégral  (N""  201)  que  les  équations  finies  de 
rhélice  conique  sont 

■ 

En  faisant  /  infini,  et  par  conséquent  a  nul  dans  ces  expressions,  on 
transforme  le  cône  en  cylindre  et  on  retrouve  toutes  les  valeurs 
relatives  à  l'hélice  cylindrique. 
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Principes  fondamentaux  du  calcul  différentiel  étendus  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes.  Dérivées  partielles.  —  Dérivée  totale.  —  Différentielle 
totale.  —  Dérivées  partielles  des  ordres  supérieurs.  —  Dérivées  totales  des 
ordres  supérieurs.  —  Différentielles  totales  des  ordres  supérieurs.  —  L'ordre 
des  dérivations  successives  est  indifférent. —  Dérivation  des  fonctions  implicites. 
Equation  dérivée  totale.  —  Equations  dérivées  partielles.  —  Equation  différen- 
tielle totale.  Equations  différentielles  partielles.  —  Dérivées  des  ordres  supé- 
rieurs, des  fonctions  implicites. 

95.  Principes  fondamentaux  du  calcul  différentiel  étendus  aux 
fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Dérivées  partielles. 
—  CoDsidëroDs  une  fonction  explicite  de  deux  variables  {x,  y)  et  posons 

Si  cette  équation  existe  seule,  on  sait  (N*  2)  que  les  deux  variables  x 
et  y  sont  indépendantes  l'une  de  i*autre,  en  sorte  que  Ton  peut  donner 
&  X  un  accroissement  sans  faire  changer  y,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
on  peut  faire  varier  x  en  traitant  y  comme  une  constante  et  réciproque- 
ment. On  voit  donc  que  la  fonction  f{Xy  y)  ou  z  peut  varier  de  trois 
manières  :  i"*  en  donnant  &  x  un  accroissement  Ax^  y  ne  changeant 
pas  de  valeur;  ^  en  donnant  k  y  seul  un  accroissement  Ay;  5^  en 
faisant  prendre  simultanément  &  x  et  y  des  accroissements  Ax  et  Ay. 
De  là  résulte  la  nécessité  d'adopter  une  notation  nouvelle  qui  rappelle 
ces  (rois  espèces  d'accroissements.  Au  lieu  d'employer  des  signes 
particuliers  pour  les  désigner,  on  est  convenu  de  représenter  par 

Ar  ^         ^z 

—  Ax,      —  Af/,       Az, 

Ax      '      Ay    *^'  ' 
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les  accroissements  de  z  provenant  i^  d'un  accroissement  Ax  donné  à 
X,  2°  d'un  accroissement  ^y  donné  à  y,  et  5"  de  deux  accroissements 
Ax,  Ay  donnés  simultanément  à  xct  y.  On  voit  qne  Az  a  une  significa- 
tion très  différente  dans  ces  trois  expressions,  que  Ton  dislingue 
suffisamment  par  le  dénominateur,  et  qu'on  nomme  respectivement 
différence  partielle  de  la  fonction  relative  à  x  ou  à  y  et  différence 
totale.  La  même  distinction  est  nécessaire  si  Ton  passe  aux  limites; 
en  effet,  on  peut  avoir  à  représenter  la  dérivée  de  la  fonction  /'(x,  y) 
prise  en  supposant  x  variable  et  y  constant  et  réciproquement,  ou  en 
supposant  x  et  y  tous  deux  variables.  Dans  le  premier  cas,  la  dérivée 

par  rapport  à  x  sera  représentée  par   *  ^^^'  ou  bien -7^  »   et  la  diffé- 

dx  dx 

dz 
rentielle  sera  par  conséquent -7^ rfx.  Dans  le  second  cas,  la  dérivée 

dx 

dz 
par  rapport  à  y  sera  —et  la  différentielle  de  la  fonction  par  rapport 

c*y 

dz 
a  y  aura  pour  expression -7- dy.  Ce  sont  là  les  dérivées  partielles  cl 

les  différentielles  partielles  de  la  fonction. 

Les  principes  posés  dans  la  première  partie  du  calcul  différentiel 
suffisent  pour  obtenir  les  valeurs  des  dérivées  partielles  d'une  fonction 
de  plusieurs  variables  indépendantes,  puisque  pendant  l'opération, 
toutes  ces  variables    moins  une   doivent   être    considérées  comme 


constantes  ;  ainsi  on  aura  pour  z  =  (/x'  —  y*,  savoir  : 


dz  X  dz  y 
et    -^  =  —        ^ 


dx      j/a;«  —  yi  dy  j/x«  —  y« 

94.  Dérivée  totale.  —  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  trouver  la  déri- 
vée totale  ou  la  différentielle  totale  de  la  fonction.  A  cet  effet,  obser- 
vons que  les  variables  x  et  y  ne  cesseront  pas  d'être  indépendantes, 
c'est-à-dire,  de  varier  indépendamment  l'une  de  l'autre  et  de  prendre 
chacune  telle  valeur  que  l'on  voudra,  si  l'on  considère  y  comme  dépen- 
dant de  X  par  une  relation  telle  que  le  rapport  des  accroissements 
dex  et  dey  soit  arbitraire  et  que  la  valeur  numérique  de  y  correspon- 
dant à  une  valeur  donnée  à  x  soit  également  arbitraire.  Cette  double 
condition  est  évidemment  remplie  en  posant 

y  =  Çx  -♦-  0, 

^  et  0  étant  deux  constantes  arbitraires;  car  il  est  visible  que  le  rap- 
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\v  ?  accpoissements  de  y  et  x  représenté  par  ?,  restera  toujours 

^ire,  et  qu'après  avoir  donné  k  x  et  k  ^  telle  valeur  que  l'on 

^MUtea,  on  pourra  disposer  de  0  pour  faire  prendre  à  y  toutes  les 

yalcups   possibles.  Avec  cette  restriction,  x   devient  seule  variable 

indépendante  et  si  l'on  dérive  la  fonction 

- = A^»  y) 

P^r  ^apport  à  cette  variable  indépendante  x,  en  considérant  y  comme 

*^nciion  de  x  et  en  désignant,  comme  au  N°  9,  par— rfz,  la  dé- 

''^^ec  totale  de  /"(x, y),  c'est-à-dire,  la  limite  du  rapport  de  l'accrois- 
Client  total  de  la  fonction,  provenant  de  x  et  de  y,  à  l'accroissement 
^onné  è  X,  il  viendra 

i    ,  dz      dz  dy dz      dz 

dx  dx      dy  dx      dx      dy  ' 

'*9uelle  Ç  est  une  constante  arbitraire.  Les  deux  dérivées -r- 
j  dx 

d^       ^e  distinguent  suffisamment  par  la  manière  dont  on  convient 

^^ire,  et  ont  une  signification  très  différente  qu'il  importe  de 

nC  ^ïlS  confondre.  La  première  représente  la  limite  du  rapport  des 

^«Q\§sements  de  j;  et  de  x  lorsque  les  x  explicites  varient  seuls, 

laDdis  que-7-rfz  représente  la  limite  du  rapport  des  accroissements 

mX 

des  mêmes  variables,  lorsque  les  x  explicites  et  les  y  considérés  comme 
fonction  de  x,  prennent  des  accroissements  simultanés.  On  voit  que  la 
dérivée  totale  d'one  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  quoi- 
que entièrement  déterminée  dans  sa  forme,  est  cependant  indétermi- 
née dans  sa  valeur,  à  cause  de  la  présence  de  ;. 

95.  Différentielle  totale.  —  Au  point  de  vue  des  infiniment  petits, 
eelte  équation  s'écrit  sous  une  autre  forme.  Si  on  multiplie  ses  deux 
membres  par  dx,  il  vient 


oUy  a  cause  de-^  =  ç, 

dx 


dz  =-r-  dx  =-r-i  dx 
dx  dy 


,       dz  ,        dz  . 

dz  =  —  dx  H Ci!/ 

dx  dy^ 
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dans  laquelle  j-  (2x  et  —  dy  soiit  les  différentielles  partielles  de  la 

fonction  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y,  et  dz  la  différentielle 
totale.  On  voit  donc  que  la  différentielle  totale  d'une  fonction  est 
égale  d  la  somme  de  ses  différentielles  partielles.  En  reprenant 
l'exemple  précédent 


il  vient 


ou  bien 


dx  j/x*iry«      |/x«  —  y« 

^      xdx  ydy 


Si  la  fonction  renfermait  plus  de  deux  variables  indépendantes,  si  roo 
avait,  par  exemple, 

en  représentant  par  Ç'  et  \"  les  rapports  arbitraires  des  accroissements 
de  t4  et  V  à  Taccroissement  de  x,  il  viendrait 

i    ,  dz      dz^        dz^        dz 

dx  dx      dy        du         dv    ' 

ou  bien,  en  employant  les  différentielles, 

dz  .        dz  ,        dz  ,        dz  . 
dz  =  -r-dx  -^-rdy  -^T-du  -k-  -r-dv, 
dx  dy  du  dv 

96.  Dérivées  partielles  des  ordres  supérieurs,  —  Avant  de  passer 
à  la  recherche  des  dérivées  des  ordres  supérieurs  d'une  fonction  de 

rai,  une  fonction  de  x  et  y,  on  peut  se  proposer  de  trouver  sa  dérivée, 
soit  par  rapport  h  Xy  soit  par  rapport  h  y,  soit  par  rapport  à  ces  deux 
variables  à  la  fois.  D'après  la  convention  établie  plus  haut,  ces  trois 


dérivées  peuvent  être  désignées  par 


"^[dx)       \dx)      j_  ,/rff\ 
dx       '        dy  dx    \dxj 


dH 
La  première  peut  s'écrire  ainsi  y^,  d'après  une  convention   faite 
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au   N*  21.   La  seconde  peut,   par   analogie,   être  reprëscnlëc   par 

qui  indique  claîrcmenl  que  deux  dérivalions  sont  faites  sur 

dxdy 

la  fonction  z^  la  première  par  rapport  à  x  et  l'autre  par  rapport  à  y, 

dz 
Quant  à  la  dérivée  totale  de  -7-,  nous  conserverons  la  notation  précé- 

dx 

dente.  Pour  trouver  la  Taleur  de  cette  dernière,  il  suffit  de  remplacer 
;:  p^i^-j-  d&DS  la  formule 

1  dz      dz 

dx  dx      dy    ' 

car  il  vient  alors 


dx    \dxj      rfx* 


dxdy 


<;. 


dz 
I^  fonction  -p-  a  aussi  trois  dérivées  distinctes,  savoir 
dy 


d  r^ 


\dy)      \dy)     ±d(^j\ 

rfx       '         dy       ^    dx    \dyj 


Les  deux  premières ^  qui  sont  partielles,  peuvent  s'écrire  d'une 
manière  plus  simple^  comme  il  suit  : 

d'^z        (l*z 
dydx  '    dy* 

dz 
Pour  ce  qui  est  de  la  dérivée  totale  de  — ,  on  conserve  la  notation 

dy 

précëdente  et  sa  valeur  est  donnée  par  l'équation 


dx    \dy/       dyi' 


iydx'^df^' 


97.  Dérivées  totales  des  ordres  supérieurs.  —  Il  est  facile  mainte- 
nant de  trouver  la  dérivée  seconde  totale  d'une  fonction  explicite  de 
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deux  variables  indépendantes  ;  car  si  Ton  prend  la  dérivée  totale  des 
deux  membres  de  Téquation 

i    ,        dz      dz  ^ 
dx  dx     dy 

i  i 

en  convenant  de  représenter  par-T-id^z  la  dérivée  totale  de-y-dz  ou 

ax"  ax 

la  dérivée  seconde  totale  de  z,  il  viendra 

dx^  dx     \dxj      dx     \dyj 

et,  en  substituant  les  valeurs  trouvées  i  la  fin  du  numéro  précédent, 

i     .         dH        dH  dH  dH 

c/x*  dx*      dxdy        dydx        dy* 

i 

La  dérivée  totale  troisième.  ou-7-~cl'z  s'obtiendra  de  la  même  ma- 

ox' 

nière.  En  dérivant  de  nouveau  la  valeur  de  cette  dérivée  seconde,  et 

en  représentant  par 

d*z        d^z  d'z  d'z  d'z 

rfx'      dx^dy      dxdy*      dydxdy      dy* 

les  dérivées  partielles 

\dx*J  \dx*J  \dxdy)  \dydxj  \dy*J 

dx  dy  dy         ^  dy         ^  dy        ^ 

on  trouve 

1    ,,        d'z         d»z   ^  d^z      ^         dH    ^        d^z    ^, 

dx'  dx'      dx*dy         dxdydx         dydx*         dxdy* 

dH     ^.        d'z   _      d'z 


çi  ^ ç«  -t--—  Ç' 


dydxdy  dy*dx         dy 

et  ainsi  de  suite. 
98.  Différentielles  totales  des  ordres  supérieurs.  —  Si  l'on  adopte 
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les  différentielles,  les  équations  précédentes  s'écrivent  sous  une  forme 
un  peu  différente.  Gomme  la  différentielle  d'une  fonction  est  égale  au 
produit  de  la  dérivée  par  la  différentielle  de  la  variable,  les  différen- 

..  „  .  „       ,   rf^  ,  cf*«  ,  d^z    , 

uelles  partielles  de -y- par  rapport  a  x  et  y  sonty-^ax  et  ay, 

cix  axay 

dz  d^z  d^z 

cl  celles  de -7- sont -1 — r-dx  et-r-^dy.   De  même,  les  différentielles 
dy         dydx  dy*   "^ 

d^z      d^z  d^z  d^z 

partielles  de  -y-^ ,  etc.  par  rapport  à  x  et  ^  sont-7-^  rfx,    ^     ■  dy, 

'l~rj^dx  etc.  et  si  l'on  prend  la  différentielle  totale  des  deux  mem- 
bres de  l'équation 

,        dz  .        dz  , 
dz  =  -,-  ax  -♦-  -7-  «v, 
rfx  dy   ^ 

eo  remarquant  que  dx  et  dy  peuvent  être  considérés  comme  constants, 
puisque  les  variables  x  et  y  sont  toutes  deux  indépendantes,  et  en  dé- 
signant par  d^z  la  différentielle  totale  de  dz  ou  la  différentielle  seconde 
totale  de  z,  on  trouve 

d*z  d*z  d^z  d^z 

d*'z=-'z-=dx^  •+-   ,    ,    dx  dy  -♦-  —, — ;-  rfx  dy  -h  -r-^rfv*- 
rfx'  rfxrfy         -^       dydx         ^       dy*  ^ 

En  différenciant  de  la  même  manière  les  deux  membres  de  l'équa- 
lioo  précédente,  il  vient 

rf'z  rf'z  d^z  d^z 

rf»2  =--- rfx'  -t-  TTT-  dx^dy  -^    ,    .    ■    rfx'rfy  -♦-   .    ,  ^  rfxrfy* 
rfx'  rfx'rfy         ^       dxdydx         -^       dxdy*       ^ 

rf'z     ,     ,  ^  rf'z       ,     -  ^  rf'z     ,  .  ,         rf'r  , 


dydx*  dydxdy  ^         dy*dx    ^  dy' 

et  ainsi  de  suite.  Il  est  facile  de  voir  qu'on  aurait  été  conduit  &  ces 
mêmes  valeurs  des  différentielles  totales  secondes,  troisièmes  etc.  en 
multipliant  par  rfx',  rfx'....  les  valeurs  des  dérivées  secondes,  troi- 
sièmes etc.  du  numéro  précédent  et  en  remplaçant  i  par  sa  valeur— • 

rfx 

Réciproquement  on  remontera  des  valeurs  des  différentielles  totales 

à  celles  des  dérivées  totales  en  divisant  par  rfx',  rfx'  etc.,  et  en  mct- 

rff/ 
tant  ;  pour;j^  • 
rfx 
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99.  L'ordre  des  dérivations  successives  est  indifférent.  —  Les 
expressions  précédentes  d'une  dérivée  totale  d'un  certain  ordre, 
ou  d'une  différentielle  totale,  prennent  une  forme  plus  simple  en 
faisant  usage  d'un  théorème  que  nous  allons  démontrer,  et  qui  con- 
siste en  ce  que  si  l'on  prend  la  dérivée  partielle  d'une  fonction 
de  deux  variables  indépendantes,  par  rapport  à  chacune  de  ces 
variables,  le  résultat  sera  le  même  quel  que  soit  Vordre  suivant  lequel 
on  effectue  cette  double  opération. 

Soit  z  o\if{x,  y)  une  fonction  donnée  de  deux  variables  indépen- 
dantes X,  y.  Si  l'on  donne  d'abord  &  x  un  accroissement  h,  le  rapport 
de  l'accroissement  partiel  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable  sera 
pour  toute  valeur  de  A, 

f[(^'^h)yy]-^f(x,y) 


et  si  dans  ce  rapport  on  donne  ensuite  à  y  un  accroissement  k,  le  rap- 
port de  l'accroissement  de  cette  dernière  fonction  à  l'accroissement  k 
de  la  variable  y  prendra  la  forme  suivante  pour  toute  valeur  de  k, 

f[[^  -^  hh  (y  -^  k)]-n^.  (y  -^  k)]  -f[(x^  A),  y]  ^  f(x,  y) 

hk 

Si  on  commençait  par  donner  à  y  un  accroissement  /r,  ce  qui  conduirait 
au  rapport 

f[ooAy-^k)]  —  f{x,y) 


et  qu'on  donnât  ensuite  à  x  un  accroissement  h,  on  serait  conduit  au 
rapport  suivant  : 

/  [(X  +  h),  (y  -4-  k)]  -  f[x,  (y  +  fc)  ]  -  f[{x  -y.  h),  y]  -h  f{x,  y) 

kh 

qui  est   identiquement  le  même  que  celui   obtenu  en  suivant  une 

VAX/ 

marche  inverse.  Ces  deux  fractions  représentent  évidemment  - 


ei 1 — qui  conservent  par  conséquent  des  valeurs  identiques  pour 
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toute  valeur  de  Ax  et  At/;  or,  si  dans  la  première  on  fait  d'abord 

converger  Axvers  zéro,  elle  devient ,  et  en  faisant  ensuite 

%/ 

évanouir  Ay^  on  trouve  ,    :    ,  tandis  que  la  seconde  fraction,  dans 

les  mêmes  circonstances,  devient    ,    ,    :  on  a  donc 

dydx 


d'-f         d^f 


Ainsi  pour 


dxdy      dydx 


x'  —  2x*v 


on  trouve 


d^z        4a:y  —  6a;*        d*z 
dxdy  y'  dydx 

Ce  théorème  peut  être  évidemment  généralisé  et  étendu  à  une  fonction 

d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes  x,  y,  u,  v , 

de  sorte  que  Ton  aura,  n  étant  le  nombre  de  variables  par  rapport 
auxquelles  on  a  dérivé, 

rf"/*  (/*•/'  d"/* 

î = 1 s= 1 s=ctC. 

dxdydudv dydxdudv dydudxdv 

On  voit  aussi  que  si  l'on  dérive  un  nombre  quelconque  de  fois,  une 
fonction  f(Xf  y),  par  rapport  à  x  et  y,  le  résultat  reste  le  même,  de 
quelque  manière  que  l'on  intervertisse  l'ordre  des  différentes  dériva- 
tions; car  il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir,  que  l'on  peut,  sans 
rien  changer  au  résultat,  permuter  de  toutes  les  manières,  l'ordre  de 
deux  opérations  successives;  ainsi,  s'il  s'agit  de 

'/Y 


dx^dy  ' 
en  permutant  les  deux  dernières  opérations,  qui  sont  deux  dérivations 
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faites,  la  première  par  rapport  à  x  et  la  seconde  par  rapport  à  y,  le 
résultat  devra  être  désigné  par 

dx*dydx  ' 
et  en  permutant  la  seconde  et  la  troisième  opération,  il  vient 

dxdydx^ 
et  ainsi  de  suite;  on  a  donc 

dY  rfY  d'f  d*f 


dx^dy        dx*'dydx       dxdydx^       dydx^ 

En  faisant  usage  du  théorème  qu'on  vient  de  démontrer,  les  dérivées 
totales  obtenues  au  N**  97,  prennent  la  forme 

i     ,,        d^z      ^    d^z   ^      rf*z^, 
dx*  dx^         dxdy         dy* 

dx'  dx'         dx*dy  dxd^*  dt/^ 

En  généralisant,  on  trouve 

i     ,         d'^z      n     d'^z     ^      n(n  —  i)      d"z      ^.  d"z  ^ 

dx-  dx»»      1  dx»-»  dy^  1.2       dx"-»  dy*  r/y»»  ^  ' 

ou  bien,  en  multipliant  par  dx", 

,         d'z  ,         n     d"z      ,      ^  ,        nîn—i)      d*z       ,      ... 

d"2  ==  -T—  dx*  -+-  -  -; —7-  doc^-'^du  h ,  ^      -^ —-r  dx*-*'di/*  -h  etc. 

dx»  idx»-*dy  -^  i.2      dx'*-*dy^  -^ 

L'analogie  entre  ce  développement  et  celui  de  la  puissance  n*^"*^  d'uu 
binôme  est  remarquable. 

100.  Dérivation  des  fondions  implicites.  Équation  dérivée  totale, 
—  Passons  aux  équations  contenant  implicitement  deux  variables  in- 
dépendantes (x,  y)  et  une  variable  dépendante  z  fonction  implicite  des 
deux  autres, 

f(Xyy,z)=0. 
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Eu  résolvant  cette  équation  par  rapport  k  z,  on  pourroit  obtenir, 

comme  on  vient  de  le  voir,  les  valeurs  de-r-dz^-r-y  -7-;   mais  on 

ax       dx     dy 

peut  aussi  trouver  ces  trois  dérivées  sans  passer  par  cette  résolution 

souvent   impossible.   Nous  admettrons   encore  pour  cela   entre  les 

variables  x  et  y,  la  relation 

y  =  Ça:  -+-  0, 

S  et  0  étant  deux  constantes  arbitraires.  De  cette  manière  y  devient 
fonction  de  rr,  et  z  qui  était  fonction  de  x  et  y,  ne  sera  plus  qu'une 
fonction  de  fonction  de  x;  on  aura  donc^  en  dérivant  la  fonction  impli- 
cite f{Xy  y  y  z),  que  nous  désignerons  pour  abréger  par  /*,  et  en  remar- 

i 

quant  que  la  dérivée  de  z  doit  s'écrire-^  dz^  parce  que  cette  dérivée 

dx 

est  totale,  puisque  x  et  y  prennent  simultanément  leurs  accroisse- 
ments, 

dz   dx  dx      dy  dx        ' 

dy 
ou  bien,  en  remarquant  que -p- est  égal  à  Ç, 

dx 

df    i^      ^^^^H^O 
dz   dx  dx      dy 

Telle  est  Véquation  dérivée  totale  de  l'équation  f=  0.  On  tire  de  la 

df    d[ 

1    ,   dx        dy 

Tx'^^~^'"df'~Y' 
dz        dz 

1 
qui  fait  connaître  la  dérivée  totale  -7-  dz  de  la  variable  dépendante  z, 

dérivée  dont  la  valeur  est  indéterminée,  puisqu'elle  contient  la  con- 
stante arbitraire  Ç. 

iOl.  Équations  dérivées  partielles.  —  11  est  k  remarquer  que  si 
Féquation 
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avait  été  résolue  par  rapport  à  z  et  qu*on  eut  pris  ensuite  la  dérivée 
totale,  on  eut  trouvé 


1    ,        dz      dz 
-r-dz  = 


^       dx  dx      dy 

et  eorame  ces  deux  valeurs   de  la  dérivée  totale  doivent  être  les 
mêmes 9  il  est  nécessaire  que  Ton  ait 

df  d£ 

dz dx      dz  dy 

dx  df  '    rfy  df  * 

dz  dz 

équations  que  nous  mettrons  sous  la  forme 

dx      dz   dx        '     dy      dz  dy 

dz       dz 
et  qui  serviront  &  déterminer  les  dérivées  partielles  t-  et  -j-  de  la 

j^     ///*     gif 
variable  dépendante  z,  au  moyen  des  dérivées  partielles -7^  »  ^»  ;/ 

de  la  fonction  f{Xy  y,  z). 

On  serait  arrivé  à  ces  deux  équations  d'une  manière  directe ,  en 
observant  que,  puisque  les  variables  x,  y  sont  indépendantes,  une 
d'elles,  y  par  exemple,  peut  être  traitée  comme  constante,  et  en  déri- 
vant la  fonction  /*(x,  y,  z)  ou  /  par  rapport  à  x,  il  vient 

dfdfdz_ 

di^Tzdi-"- 


La  seconde  équation 


dy      dz  dy 


s'obtient  en  dérivant  par  rapport  &  y.  Ces  deux  équations  sont  appelées 
équations  dérivées  partielles  de  l'équation  /"(x,  y,  z)  =  0. 
Si  Ton  prend  pour  exemple 

x'-i-y'-+-2*  —  r*  =  0, 
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on  trouve  pour  équation  dérivée  totale, 

1 

d'où  Ton  tire  la  valeur  de  la  dérivée  totale  de  z  et  de  ses  dérivées 
partielles. 


i*- 

~~z~r' 

dz           X 
dx          z 

dz           y 

dy          z 

i02.  Équation  différentielle  totale.  Équations  différentielles  par- 
tielles. —  En  multipliant  par  Ax  lés  deux  membres  de  l'équation  dé- 
rivée totale 

dz  dx  dx      dy 

en  remarquant  que  idx  est  égal  h  cfy,  il  vient 

df^       df  ^       df  ^        ^ 
-Y-dz  -^  -r-  dx  -^  -r-  dy  =:  0 

dz  dx  dy   ^ 

qui  est  l'équation  différentielle  totale  de  /"(x,  y,  z)  =  0,  et  par  suite, 

df  df 

dx  dy 

dz  = TFdx ~r  dy 

df  df    ^ 

dz  dz 

qui  donne  la  valeur  de  la  différentielle  totale  de  la  variable  dépen- 
dante z.  Ce  second  membre  se  compose  de  deux  termes  qui  sont  les 
différentielles  partielles  de  z  par  rapport  à  x  et  &  y.  La  forme  symé- 
trique par  rapport  aux  trois  variables,  de  l'équation  différentielle 
totale  de  /"(x,  y,  z)  =  0,  prouve  que  l'on  peut,  même  après  la  diffé- 
renciation^ choisir  arbitrairement  la  variable  dépendante;  mais  cela 
n'est  vrai  que  pour  les  équations  différentielles  premières. 
I03,  Dérivées  des  ordres  supérieurs,  des  fonctions  implicites.— Les 

d  ^z     d 'z       rf'z 
dérivées  partielles  des  ordres  supérieurs -j-j  »  -j-j»    .    .    ,  etc.,  dans 

23 
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une  équation  implicite,  se  déduisent  facilement  des  valeurs  des  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre 

dz  dx        dz  dy 

dx  df        dy  df 

dz  dz 

puisqu'il  suffît  de  prendre  une  ou  plusieurs  fois  les  dérivées  par  rap- 

dz           dz  dx  dy 

port  à  X  ou  y,  de  -7-  ou  de  -7-  >  c'est-à-dire,  de jfT"^^  — ^7^  ^^'  ' 

dz  dz 

lorsqu'il  s'agit  de  la  variable  indépendante  x,  sont  des  fonctions  de  x 

et  de  z  fonction  de  x,  et  lorsqu'il  s'agit  de  la  variable  indépendante  y, 

sont  des  fonctions  de  y  et  de  z  fonction  de  y.  Ainsi  la  dérivée  de 

df 

-j-  par  rapport  à  x  étant,  d'après  ce  qu'on  a  vu  (N°  9), 

dx 


dz^d*f       d^f  dz 
dx      dx*      dxdz  dx 

df 
et  la  dérivée  de  -p  par  rapport  à  la  même  variable  x  étant  aussi 

dz 


\dz) 


dz_   d*f       d*f  dz 


dx  dz        dx     dzdx      dz*   dx' 

dx 
Ja  dérivée  par  rapport  à  x  de  la  fraction  — ;77'^^'>  ®"  ^e  rappelant 

dz 
Ja  forme  de  la  dérivée  d'une  fraction, 

df/d*f^d*fdz\df/d*f    ^d*fdz\ 
dH  dz\dx*      dxdz  dx)      dx\dzdx      dz*dx/ 

^""         W)' 
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Si  Ton  remplace  -^  par  sa  valeur,  en  remarquant  que 


dxdz       dzdx  ' 


celte  expression  devient 


t(f'^A*-^S(-S4-^ilf^* 


dH  dx*\dzj  dxdz    dx  dz      dz'^\dx 


\dz) 


d^z        dH 
On  trouvera  de  la  même  manière  les  valeurs  de  -r-r ,    -r— r—  et  des 

ay*      dxdy 

autres  dérivées  partielles  de  la  variable  dépendante  z.  Quant  &  la 

dérivée  totale  du  deuxième  ordre  de  la  variable  dépendante  Zy  dérivée 

que  l'on  est  convenu  de  représenter  par 

~dH, 
dx*      ' 

d'z      d^z  d^z 

on  l'obtiendra  en  remplaçant  —,    -— -  ^^        ,    par  leur  valeur 

(ix       ^y         (mX  ay 

préecdente,  dans  les  équations  trouvées  N**  99. 


CHAPITRE   VI. 


Applications  analytiques  des  principes  poses  au  chapitre  V.  Extension  du  ihéorèoïc 
de  Tayloraux  fonctions  de  deux  variables.  Extension  du  théorème  de  Maclaurin. 
—  Maximum  et  minimum  des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes» 
Applications. 

i04.  Extension  du  théorème  de  Taylor  aux  fonctions  de  dexix 
variables.  Extension  du  théorème  de  Maclaurin,  —  Le  théorème  de 
Taylor  peut  être  étendu  aux  fonctions  de  deux  variables  indépendantes 
et  servir  à  développer  de  semblables  fonctions  suivant  les  puissances 
ascendantes  des  accroissements  de  ces  variables  ;  en  effet,  quoique  les 
variables  x  et  y  soient  indépendantes  dans  f  {^y  y)y^^  peut,  comme 
on  l'a  déjà  fait  plusieurs  fois,  admettre  qu'il  existe  entre  elles  la 
relation 

y  =  Çx  -♦-  0 

pourvu  que  S  et  0  soient  des  quantités  d'une  valeur  entièrement  arbi- 
traire, que  nous  supposerons  constantes;  alors  y  devient  fonction  de 
x  et  /*(x,  y)  sera  une  fonction  de  fonction  de  la  seule  variable  indé- 
pendante X,  et  si  l'on  désigne,  comme  précédemment,  par 

les  dérivées  totales  de  /'(x,  y)  prises  non-seulement  par  rapport  aux  x 
explicites,  mais  encore  par  rapport  aux  x  contenus  implicitement 
dans  y,  il  viendra,  en  remarquant  qu'un  accroissement  h  donne  à  x 
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faîl  prendre  à  y  uo  accroissement  g/i  que  nous  désignerons  par  fc, 
maïs  on  a  vu  (N*>  99)  que 


dx  dx      dy 

i     ,  ^      dY  dV  dV 

dx*     '       dx*         dxdy        dy^    ' 


on  a  donc,  en  substituant. 


5x= •*■  ï — in^^^ —  ^•)  ïiz;,' 

et  en  remplaçant  Ç  par  sa  valeur  -r-ct  désignant  comme  on  l'a  fuit  au 

A 

qui  est  la  formule  cherchée.  Il  est  visible  qu'elle  pourrait  être  généra- 
lisée et  étendue  aux  fonctions  d*un  nombre  quelconque  de  variables. 
Si  dans  cette  formule  on  fait  a:  et  y  nuls  et  qu'on  remplace  ensuite 
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h  ei  k  par  x  et  y^  on  trouve  une  série  analogue  à  celle  de  Maclaurin, 
qui  donne  le  développement  de  f{Xy  y)  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  X  et  y. 

En  remplaçant  h,  k  par  x  —  x„^  y — y»  et  x,  y  par  Xo,  yo,  on  obtien- 
drait le  développement  de  f{x^  y)  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  X  —  Xo,  y  —  j/o,  Xo  et  j/o  étant  deux  quantités  arbitraires,  qui  évi- 
demment disparaîtraient  totalement  du  développement,  si  on  effectuait 
toutes  les  opérations  indiquées,  puisque  le  premier  membre  ne  con- 
tient pas  ces  quantités. 

Il  résulte  aussi  de  là  que  si  l'équation 

/•(x,  y)  =  0 
est  satisfaite  par  les  valeurs  x  +  A  et  y  +  fc»  c'est-à-dîrc,  si  l'on  a 

f{x  H-  A,    y-^k)  =  0, 
il  doit  exister  entre  les  deux  accroissements  A  et  fc  la  relation 

dx         dy         rfxM.2         rfxc/yl.2      rfyH.2 

i05.  Maximum  et  minimum  des  fondions  de  deux  variables  indé- 
pendantes, —  Passons  &  la  théorie  des  maximum  et  minimum  des 
fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes,  et  proposons-nous  de 
déterminer  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  font  prendre  à  la  fonction 
/"(x,  y)  la  plus  grande  et  la  moindre  valeur  possible.  Soit 

Quoique  les  variables  x  et  y  soient  indépendantes,  on  peut  cependant 
les  concevoir  comme  plus  haut  liées  par  la  relation 

y  =  Sx -4- 9,     -7^=5- 

Dans  cette  hypothèse  /"(x,  y)  devient  une  fonction  de  fonction  de  x, 
et  l'on  a,  en  prenant  la  dérivée  totale  par  rapport  à  x. 

On  a  TU  que  pour  rendre  maximum  ou  minimum  une  fonclion  de  x. 
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il  suffit  d*égaler  à  zéro  sa  dérivée  par  rapport  à  tous  les  x;  il  faut 

i 
donc  rendre  nulle  la  valeur  de  -7-  dz,  ce  qui  donne 

ax 

dx      dy 

Cette  équation  doit  subsister  avec  la  condition  que  Ç  soit  entièrement 
arbitraire,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  l'on  n'ait 

dx        '     dy 

Ces  deux  équations  serviront  à  déterminer  les  valeurs  de  x  et  de  y 
correspondant  au  maximum  ou  au  minimum  de  la  fonction  fix^y) 
ou  z.  Pour  distinguer  le  maximum  du  minimum,  prenons  la  dérivée 
du  second  ordre  de  /"(x,  y)  =  z  (voir  N°  99) 

dx*  dx*         dxdy        dy* 

On  sait  qu'une  fonction  est  maximum  ou  minimum  selon  que  la  déri- 
vée deuxième  est  négative  ou  positive  ;  f  (x,  y)  sera  donc  maximum  ou 
minimum  selon  que  les  valeurs  trouvées  pour  x  et  y  rendront  négative 
ou  positive  la  fonction 

dx*         dxdy        dy* 

indépendamment  de  toute  valeur  attribuée  &  Ç;   or  si  on  représente 

d*f       d*/"      d*/" 
par  il,  Bj  C  les  trois  dérivées y^  >   Td^   T«'   ^^  trinôme  peut 

élre  mis  sous  la  forme 

C 
et  il  est  visible  que  si  C  et  il  sont  de  même  signe,  ce  qui  suppose -j 

A 

positif,  il  faut  et  il  suffit  pour  que  la  condition  soit  satisfaite^  que 
Ton  ait 

7>7Î    «"     AC>B^; 
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car  alors  la  partie  comprise  entre  les  accolades  sera  toujours  positive 

pour  toute  valeur  de  Ç;  de  sorte  que  le  signe  du  second  membre 

dépendra  uniquement  du  signe  du  coefficient  A^  placé  hors  de  la 

parenthèse.  On  voit  donc  qu'il  y  aura  maximum  ou  minimum  suivant 

d^f  d'^f     d^f 

que -j^^  ou  A  sera  négatif  ou  positifs  pourvu  que -j^  et --r^  soient  de 

même  signe,  et  que  l'on  ait 

dx^  dy^  ^  \dxdy) 

Q 

Si  ces  dernières  conditions  n'étaient  pas  remplies,  c'est-à-dire,  si -7 

A 

n'était  pas  positif  et  plus  grand  que--^?   il  n'y  aurait  ni  maximum 

ni  minimum,  puisque  la  parenthèse  pourrait  être  positive  ou  négative 
suivant  les  valeurs  que  l'on  attribuerait  à  Ç. 

l""'  exemple.  Parmi  tous  les  parallélipipèdes  rectangles  de  même 
volume,  trouver  celui  qui  a  la  moindre  surface.  Soit  a  le  volume, 
(x,  y,  z)  les  trois  arêtes;  on  a 

,,  ,  a 

X.  V.  «  =  flj     d  ou     z=  —  • 
'  xy 

La  surface  étant  représentée  par  u,  on  a  aussi 

u  =  2xy  -h  2xz  -*-  2t/z    ou  bien     u  =  2xy  h 1 

Pour  rendre  u  minimum,  on  fera 

du      ^        2a      ^      rftt      ^        2a      ^ 
dx        ^       x*         '     dy  y* 

d'où 

c'est-à-dire,   que  les  trois  arêtes  doivent  être  égales.  On  s'assurera 
qu'il  y  a  minimum  en  déterminant  les  dérivées  du  second  ordre, 

d*tt      4a       .       rf*w      4a       .        d^u 

dx*      x'         '     dy*      y'         '     dxdy      "* 
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valeurs  qui  font  voir  que -j-^el-p^  sont  tous  deux  positifs,  et  que 


T^dy^^\dxdy)' 


2«  exemple.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  dans 
Pesfoce.  Soient 

X  =3  oz  +  Sy    y  =  6z  -t-  p    et    X  =  o'z  -h  a' 5    y  =  6'«  -f-  p' 

les  équations  de  deux  droites.  Prenons  sur  Tune  un  point  (a/,  y\  sf) 
et  sur  l'autre  un  point  (o/^  y,  z'');  l  étant  leur  distance,  on  a 

i  =  /(a/  —  x")'  -+-  (y  —  y")*  -*-(«'  —  ^')*- 

Mais  il  est  visible  que 

En  substituant,  la  valeur  de  /  devient 

/  =  j/(az'  ^  a  —  aV—  «')«  -♦-  (ôz'  -♦-  p  —  5V'  —  p')*  -^  («^  —  «'OS 

valeur  qui  ne  contient  plus  que  les  deux  variables  indépendantes  z' 
et  z''.  Pour  rendre  l  minimum,  on  fera 

^^~  l/{azf -*- a  —  afzf' - a')'-^ (fr^-t- P  —  6's"—  p')«-*- (z'  —  z")*  "" 

^""l/Caz'^a  — o'z"--a')«-t-(62'-*-p  — 6V'-p7-*.(z'— z")* 

d'où  Ton  tirera  les  valeurs  de  z'  et  z"  et,  par  suite,  celles  de  a/, y', 
z'',  y'^  En  les  substituant  dans  /,  il  vient 

^(g'  __  g)«  ^  (6'  —  t)«  ^  (g6'  —  g'5)« 

3«  exemple.  Par  un  point  donné  faire  passer  un  plan,  de  manière 
que  le  tétraèdre  formé  avec  les  plans  coordonnés  ait  le  moindre 
volume  possible. 

26 
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(j/,  y\  z')  étant  les  coordonnées  de  ce  point,  Téquation  du  plan  est 
(^-x')-ha(y~y)H-6(z-^)  =  0, 
et  les  portions  d'axes  comprises  entre  cç  plan  et  Toriginé  sont 

a/  -+-  av'  H-  bzfy      ^ >    ? 

^  a  6 

En  représentant  par  V  le  volume  du  tétraèdre,  on  a  donc 


F  = 


6a6 


Si  on  détermine  les  valeurs  de  a  et  de  6  qui  rendent  V  minimum ,  on 
trouve 

x!      ^       x'  9 

a=-;9    6=s  — »     V  =  -x'y'z!. 
y'  g!  2    ^ 

4'*  exemple.  Quelle  est  parmi  toutes  les  pyramides  triangulaires  de 
même  base  et  de  même  hauteur  celle  qui  a  la  plus  petite  surface? 

Soit  h  la  hauteur  donnée  de  la  pyramide,  et  désignons  par  or,  y,  2 
les  perpendiculaires  abaissées  du  pied  de  h  sur  les  trois  côtés  a,  6,  c  de 
la  base.  Les  hauteurs  des  trois  faces  triangulaires  latérales  sont 


et  si  Ton  représente  par  5  la  surface  totale  du  tétraèdre,  par  s  la  sur- 
face de  la  base,  il  viendra 

^  M  Â 

En  observant  que  la  base  de  la  pyramide  peut  être  partagée  en  trois 
triangles  ayant  pour  bases  a,  6,  c  et  pour  hauteurs  x,  y  y  z,  on  a  en 

outre 

2«  =  ax  -*-  6y  4-  czj 

il  vient  donc  en  éliminant  z 

5  =  8-^  ^a  |/A« -Hx«  -+-  U  i//i«  -♦-  y*  -*-  rVc'A*  +  (2«  —  ax  —  6y)S 

^  ^  iM 


=  0, 
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Cl  il  ne  reslc  plus  qu'a  dctcriuiner  les  valeurs  de  x  et  y  qui  rendent  5 
roininium.  On  trouve 

dS      \        ax  i         a  (2«  —  ax  —  by)         

^^^^i/¥^il^      ^  |/c«/i«  -+-  (2s  —  arc  ~  by)* 

dSi        by  1         bj^s  —  ax  —  by) 

^y      ^j/FT^      ^i/c*h*  -^  ('2s  ^  ax  —  by)* 

c'est-à-dire 

a?        ^ y ^        g 

qui  conduisent  aux  égalités 

x*  =  y*  =  2*, 
d*où  Ton  tire  les  quatre  systèmes  de  valeurs 

x  =  y=^z,    x  =  y  =  — z,     x=:  — y  =  z,     ^x  =  y  =  z 

qui  font  voir  que  la  surface  du  tétraèdre  est  un  minimum,  lorsque  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  la  base  est  placé 
au  centre  de  l'un  des  quatre  cercles  tangents  aux  trois  côtés  de  la 
base,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorsque  les  trois  faces  triangulaires 
ont  la  même  hauteur, 

3*  exemple.  Trouver  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  d'un 
ellipsoïde. 

En  désignant  par  /  le  rayon  mené  au  point  (x^  y,  z)  de  la  surface, 
on  a  à  la  fois 


X*     y*      g*      .      ,4        •        * 


d'où  l'on  tire,  en  éliminant  z  et  en  dérivant, 

,       a*  —  c*   .      6»  — c«   .        .      (Il      a*  —  c^         dl      b*  —  c* 

Supposons  les  trois  axes  rangés  dans  l'ordre  de  grandeur  a,  b,  r.  Le 
minimum  correspondra  à  x  =  0,   y  =  0,  et  Ton  trouve  l  =  c.  Le 
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plus  petit  rayon  est  donc  le  demi  axe  c,  puisque  les  deux  dérivées 

dH       dH 
-T-j  et  y-^  sont  positives.  Si  on  élimine  x  au  lieu  de  z,  on  trouvera  de 

la  même  manière  pour  solution  le  demi  grand  axe  a,  et  cette  solution 

est  un  maximum,  parce  que  les  deux  dérivées  secondes  sont  négatives. 

Enfin,  si  on  élimine  y,  on  trouve  pour  solution  le  demi  axe  6^  et  Ton 

reconnaît  qu'elle  ne  donne  ni  maximum  ni  minimum,  parce  que  les  deux 

o« 6«  (j« 5« 

dérivées  secondes  ont  pour  valeurs  ■      ^ —  (y*  -+-  z*),  ■       ^ — (x*  -*-  z*) 

qui  ne  sont  pas  de  même  signe. 

II  est  visible  que  cette  théorie  fait  aussi  connaître  les  points  d'une 
surface  donnée  qui  sont  les  plus  rapprochés  ou  les  plus  éloignés  des 
plans  coordonnés. 
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Applications  géométriques  des  principes  poses  au  chapitre  V.  —  Signification  géo- 
métrique des  dérivées  partielles.  —  Equation  du  plan  tangent  à  une  surface. 
Équations  d*une  normale.  —  Contact  des  surfaces.  —  Courbe  de  contact  d^un 
cône  circonscrit  à  une  surface.  —  Rayon  de  courbure  d*uue  courbe  tracée  sur 
une  surface.  —  Rayon  de  courbure  d^une  section  normale  et  d^unc  section 
oblique.  Surfaces  osculatrices.  —  Caractère  distinctif  des  surfaces  convexes , 
des  surfaces  gauches  et  des  surfaces  développables.  —  Rayons  de  courbure 
principaux.  —  Propriétés  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales  faites 
autour  d*un  point  d^une  surface.  —  Ombilics.  —  Propriétés  générales  des 
surfaces  relatives  à  leur  courbure.  —  Indicatrice.  —  Lignes  de  courbure.  — 
Lignes  de  courbure  dans  les  surfaces  de  révolution.  —  Surfaces  enveloppes. 
Caractéristiques.  Arête  de  rebroussemeut. 

106.  Signification  géométrique  des  dérivées  partielles.  —  On  a  vu 
qu'une  équation  h  trois  variables 

f{Xyy,z)=0    ou     z  =  f{x,y) 
représente  une  surface  ABM  (Gg.  25).  En  dérivant  celle-ci  par  rapport 

reconnaître  la  signification  géométrique  de  ces  dérivées  partielles, 
observons  que  si  (x^  y,  z)  sont  les  coordonnées  du  point  M^  en  traitant 
y  comme  constant  et  x  et  z  comme  seules  variables,  l'équation 

- = /*(^»  y) 
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en  X  et  z  sera  évidemment  eelle  de  la  eourbe  plane  MA,  résultant  de 

rintersectîonde  la  surface  donnée  par  un  plan  MPA  parallèle  aux  XZ,ct 

rfz 
distant  d'une  quantité  y;  d*oii  il  suit  que—  est  la  tangente  de  Fanglc 

dx 

que  fait  avec  PA  ou  avec  l'axe  des  X  la  touchante  MT  à  la  section  MA 

dz 
au  point  M.  On  reconnaît  de  même  que -^représente  la  tangente  de 

Tangle  que  fait  avec  PB,  ou  avec  Taxe  des  Y,  la  touchante  MT' 
à  la  section  MB  de  la  surface  coupée  par  un  plan  MPB  parallèle 
h  YZ. 

107.  Equation  du  plan  tangent  à  une  surface.  Équations  d'une 
normale.  —  Concevons  qu'en  un  point  M  quelconque  de  la  surface  on 
(race  sur  celle-ci  autant  de  courbes  que  l'on  voudra.  Les  tangentes  n 
ces  différentes  courbes  autour  du  point  M  sont  toutes  renfermées 
dans  un  même  plan  si  la  surface  est  continue  autour  de  ce  point; 
en  effet ,  si  y  =  yx  représente  la  projection  dans  le  plan  XY,  de 
l'une  de  ces  courbes,  passant  par  P  projection  de  M,  l'ensemble  des 
deux  équations 

représentera  la  courbe  tracée  sur  la  surface  et  en  prenant  les  dérivées 
de  z  et  de  y  par  rapport  à  la  variable  indépendante  x,  il  vient  pour  les 
projections  de  cette  tangente  dans  les  plans  XZ  et  YX,  (x^^  y',  s!)  étant 
les  coordonnées  courantes, 

la  tangente  est  donc  représentée  par  ces  deux  équations  ou  par 
2' —  z  =7^  + -^%'x  j  (x' -- x),     y'  — y  =  (p'x(x'— x), 

en  remplaçant  -^  par  y'x.  La  forme  attribuée  à  <fx  particularise  la 

dx 

courbe  h  laquelle  appartient  cette  tangente  ;  mais  si  l'on  élimine  f/x 

entre  ces  deux  équations,  les  variables  (x',  y',  z')  qui  resteront  dans 

l'équation  finale,  seront  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une 

tangente  arbitraire,  c*esl-à-dirc,  qu'elles  appartiendront  a  un  point 


CALCUL  DIFFERENTIEL.  215 

quelconque  de  la  surface,  lieu  géométrique  de  toutes  ces  tangentes.  En 

dz      dz 
désignant— et -T- par  p  et  g,  on  trouve 
dx     dy 

s'  —  z  =  p  (.t/  —  x)  -+-  7  (?/'  —  y). 

Comme  cette  équation  est  linéaire  par  rapport  à  a/,  y,  z\  on  en  con- 
clut que  toutes  les  touchantes  aux  courbes  tracées  sur  la  surface  autour 
du  point  M,  sont  renfermées  dans  un  plan,  que  Ton  nomme  plan 
tangent j  et  dont  la  relation  précédente  est  Téquation. 

Si  l'équation  de  la  surface,  au  lieu  d'être  donnée  sous  la  forme 
explicite 

l'était  sous  la  forme  implicite 

/'(a?îJ/»«)=0, 

on  aurait  (N""  101),  en  représentant  cette  fonction  par  /*, 

df  df 

dz dx       dz dy 

dx  df       dy  df 

dz  dz 

et  l'équation  du  plan  tangent  deviendrait 

(x'-.)g.(y-y)|-.(.'-.)^f=o. 

Connaissant  l'équation  du  plan  tangent,  on  en  déduit  les  angles  que 
forme  avec  les  trois  axes  une  perpendiculaire  à  ce  plan,  ou  une  nor- 
male d  la  surface.  D'après  les  formules  connues^  en  représentant  ces 
angles  par  0,  0',  ô'',  on  sait  que  l'on  a 


cos  0  = 


dz 
dx 


V'  -  (îy-  (I) 
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_dz 

C0S6'= 1- 


\/'K£)'KI)" 


cos  e"  = 


en  prenant  le  signe  plus  pour  la  normale  considérée  comme  prolon- 
gée dans  un  sens  et  le  signe  moins  lorsqu'on  la  prolonge  en  sens 
inverse.  Quand  Téqualion  de  la  surface  est  donnée  sous  forme  impli- 
cite, ces  valeurs  deviennent 


cosO  = 


cos  0'  = 


cos  ô" 


dx 

df 

df 

dz 

VC£)'-QH^' 


Les  équations  de  la  normale»  c'est-à-dire,  d'une  perpendiculaire  au 
plan  tangent  et  passant  par  le  point  (x,  y,  z),  sont  : 

x'  —  a?  =  —  p  (f  —  2) ,     y'  —  y  =  -  ç  (z'  —  z), 
ou  si  réqualion  de  la  surface  est  donnée  sous  forme  implicite , 
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108.  Contact  des  surfaces.  —  On  dit  que  deux  surfaces  se  touchent 
en  un  point  lorsqu'elles  ont  en  ce  point  un  plan  langent  commun. 
On  Yoit  donc  que  si 

sont  les  équations  des  deux  surfaces  et  si  (x,  y,  z)  sont  les  coordonnées 
du  point  commun,  il  y  aura  contact  si  l'on  a  entre  les  dérivées  par- 
tielles les  égalités 

dx      dx      dy      dy 

puisque  ce  sont  ces  dérivées  partielles  qui  fixent  la  position  des  deux 
plans  tangents. 

Gomme,  en  donnant  à  x  et  y  les  accroissements  très  petits  h  et  A% 
le  z  devient  dans  les  deux  surfaces , 

^'*'dx         dy         dx*  1.2  "^    dxdy  1.2  ■*"  dy*  1.2"^  dx»  1.2.5  "*"  ''^''' 

dF        dF        d*F  h* 
dx         dy         dx*  1.2 

rintervalle  entre  celles-ci,  compté  parallèlement  à  Taxe  des  Z,  en 
tenant  compte  des  égalités  précédentes,  est  donné  par 

/rfy      d*F\  ^\  ^(  à*f        d*F\  hk       fd^_^f\J^ 
\dx'^      dx*)  1.2"*"     \dxdy      dxdy)  1  2  "*"  \dy*      dy*)  1 .2 


/dy     d^F\    A» 
\dx*      dxyi.2.i 


etc., 


ce  qui  indique  que  Tintervalle  entre  les  deux  surfaces  qui  se  touchent, 
pris  k  une  très  petite  distance  du  point  de  contact,  est  une  quantité 
infiniment  petite  du  second  ordre,  puisque  les  trois  premiers  termes 
qui  sont  multipliés  respectivement  par  A*,  hk  et  k*  sont  des  infiniment 
petits  de  cet  ordre  et  que  les  suivants  sont  tous  négligeables  devant 
ceux-ci,  du  moins  quand  aucune  dérivée  ne  devient  infinie.  Si  les  trois 
dérivées  du  second  ordre  étaient  aussi  égales,  Tintervalle  serait  infini- 
ment petit  du  5^  ordre  et  ainsi  de  suite. 

Par  analogie  avec  ce  qu'on  a  vu  sur  le  contact  des  courbes,  on  dit 
que  les  deux  surfaces  ont  un  contact  du  premier  ordre,  du  2'*  ordre 
etc.  dans  les  différents  cas  que  nous  venons  d'examiner. 

27 
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109.  Courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  d  une  surface.  —  Ou 
peut,  au  moyen  de  l'équation  du  plan  tangent,  trouver  la  courbe  de 
contact  d'un  cône  circonscrit  à  une  surface  donnée  et  ayant  son  som- 
met en  un  point  donné;  soient  en  eiTet  (a,  6,  c)  les  coordonnées  du 
sommet  ;  il  est  évident  que  les  points  de  contact  doivent  se  trouver 
à  la  fois  sur  la  surface  et  dans  ses  plans  tangents  passant  par  le  point 
(a,  6,  c)  ;  les  coordonnées  (x,  y,  z)  des  points  de  contact  doivent  donc 
satisfaire  aux  deux  équations 

/•(x,y,z)==0    et    (a-x)^-f-l6-y)^-H(c-z)^=0, 

attendu  que  le  plan  dont  les  coordonnées  courantes  sont  {x^j/^z!),  est 
assujetti  à  passer  par  le  point  (a,  b,  c).  Si  entre  ces  deux  équations  on 
élimine  x,  on  aura  l'équation  de  la  projection  de  la  courbe  de  contact 
sur  le  plan  des  YZ.  En  éliminant  z,  on  connaîtra  la  projection  sur  le 
plan  des  XY. 

On  reconnaît  que  cette  courbe  de  contact  est  plane  pour  une  surface 
du  second  degré;  car  celte  surface  ayant  pour  équation 

X*  H-  /y*  -H  «is*  -4-  nx  -H  py  -+-  qrz  -+-  r  s=  0 , 

la  seconde  équation  ci-dessus  est 

(c  —  z) (2mz  -4-  ç)  -f-  (o  —  x)(2x  -♦-  w)  h-  {h  —  y)  (^ly  -h  p)  =  G, 

qu'on  peut  écrire  ainsi 

2x*  -4-  2mz*  -h  2/y*  -*-  (7  —  2mc)z  -4-  (n  —  2o)x 

-4-  (p  —  26/)y  —  cq  —  an  —  p6  =  0. 

Or,  si  de  la  seconde  équation  on  retranche  le  double  de  la  première , 
il  vient 

(q  ■+■  2i/ic)z  -+-  (n  -*-  2a)x  -h  (p  -♦-  26/)t/  -*-  cç  -+-  on  -4-  p/  -♦-  2r  =  O, 

qui  nous  apprend  que  les  coordonnées  (x,  y,  z)  du  point  de  contact 
satisfont  à  l'équation  d'un  plan. 

Si  le  sommet  du  cône  était  transporté  parallèlement  à  l'axe  des  Z 
à  une  distance  infinie^  le  cône  deviendrait  un  cylindre  et  la  projection 
sur  le  plan  des  XY ,  de  la  courbe  de  contact  qu'on  vient  de  trouver , 
deviendrait  la  projection  du  contour  de  la  surface  sur  ce  plan.  Or 
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si  Ton  divise  par  c  la  seconde  des  équations,   ou  si  on  la  met  sous 
la  forme 

V^        cj  dz      \c      cjdx      \c      cjdy 

et  qu'on  fasse  converger  c  vers  l'infini,  tandis  que  a,  6,  x,  i/,  z  restent 
finis,  les  deux  équations  deviennent 

f{x,y,z)  =  0    et     -£=0. 

L'élimination  de  z  entre  ces  équations  donnera  la  projection  cher- 
chée. Le  même  procédé  donnera  la  projection  du  contour  de  la  surface 
sur  les  plans  des  XZ  et  des  YZ. 

Si  l'équation  de  la  surface  était  donnée  sous  la  forme  explicite 

z  =  F(x,y), 
la  seconde  équation  serait  remplacée  par 


dz  dF 

---       ou        -—  =  00 

dx  dx 


parce  que  l'on  a  (N<»  20) 


dz  dx     dx 


110.  Rayon  de  courbure  d*une  courbe  tracée  sur  une  surface.  — 

Passons  à  la  mesure  de  la  courbure  des  surfaces.  Concevons  qu'au 

point  M,  ayant  pour  coordonnées  (x,  t/,  z),  nous  ayons  tracé  sur  la 

surface  une  courbe  quelconque  plane  ou  gauche,  et  désignons  par  p 

dz       dz 
et  q  les  deux  dérivées  partielles  ;p  ^^  ~7~'   tirées  de  l'équation  de  la 

surface.  On  a  vu  (N""  107)  que  si  l'on  mène  la  tangente  à  cette  courbe 
au  point  M,  les  coordonnées  {x^,y\z')  d'un  point  quelconque  de  la 
tangente  doivent  satisfaire  à  l'équation  du  plan  tangent 

x'  —  z =p(x'  —  x)  -♦-  g(y'  —  y), 

puisque  celui-ci  renferme  toutes  les  tangentes.  Or,  en  désignant  par  d 
la  distance  du  point  {x\y%z!)  de  la  tangente,  au  point  de  contact 
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(x,  y,  z)  et  pur(  a,^,y)  les  angles  formés  par  celle  droite  avce  les  axes, 
il  est  visible  que  Ton  a 

sf  —  X  v'  —  y  t!  —  z 

cosa  =  — ; — j    cos6=*-^ — p-^>   ces  7  =3 — - — > 
d  ^  a  a 

et  une  substitution  fera  prendre  à  réqualion  du  plan  tangent  la  forme 

cos  7  =p  cos  a  -f-  qf  cos  p, 

qui  établit  une  relation  nécessaire  entre  les  angles  (a,  p,  y)  formés  avec 
les  axes  par  une  tangente  à  Tune  des  courbes  tracées  sur  la  surface 
autour  du  point  M. 

On  tire  de  là^  en  prenant  l'arc  8  d'une  portion  de  cette  courbe  ter- 
minée au  point  (x,  y,  z)}  pour  variable  indépendante  et  en  dérivant 
par  rapport  à  s, 

d  cos  7  d  cos  oi         d  cos  p  /dp  dx      dp  dy 


ds 


d  cos  oc         d  cos  p /dp  dx      dp  dy\ 

'^     ds         ^     ds  \dxds      dydsj 


cos 


\^dx  ds      dy  ds) 


Mais  on  sait  que  Ton  a  (N**  Si) 

dx  dy 

-r-  =  cosa,     -Ti  =  cos0; 

ds  ds 

en  représentant  donc  par  r,  s,  t  les  dérivées  du  second  ordre 
d^z        d'z        d^z 

d  vos  7  d  cos  a  d  cos  6 

"~7i P — ;? 9'  — i"^  ^  ^      a  +  2s  cos  a  cos  p  -♦-  t  cos*  p. 

Cco  as  as 

Si  on  désigne  par  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  tracée  sur  la 
surface,  et  par  (>,  fi,  v)  les  angles  qu'il  forme  avec  les  axes^  on  a 
trouvé  (N'»  86) 

d(-) 
cPx  \^*/  dcosa 

d  cos  p  d  cos  7 

C08p  =  p-^,     cosv  =  p_^; 
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Tcquation  précédente  devient  donc  en  substituant, 

cos  V  —  p  cos  >  —  q  cos  fx 


P  = 


r  cos*  a  -+-  2s  cos  a  cos  p  -♦-  (  cos*  p 


D'un  autre  côté,  on  a  vu  que  les  cosinus  des  angles  (0,  ô',  9")  formés 
])ar  la  normale  à  la  surface  avec  les  axes ,  sont 

—  p  —  a  -4-4 

cosO  =  — 7  -,  cosQ^=  ^  ,  cosO" 


j/T+~p*+Y  (/l -4- p* -+- g*  |/l-4-p*  +  qf*' 

on  a  donc  pour  expression  de  Tangle  ^  formé  par  la  normale  avec  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe, 

cosv  —  pcos  >  —  qrcosfA 


cos  i = cos  6  cos  ^  H-  cos  0'  cos  fi  -H  cos  0"  cos  V  = 


[/{  -H  p*  -♦-  9* 


ce  qui  fait  prendre  à  l'expression  du  rayon  de  courbure  la  forme 
suivante  : 

l/l  -4-  p*  -4-  g*  « 

p  == 1 £ — 1 T— cos  «y. 

r  cos*  a  -♦-  2«  cos  a  cos  p  -H  ^  cos*  p 

Remarquons  que  dans  cette  valeur  de  p,  les  quantités  p,  q,  r,  s,  t 
sont  des  fonctions  connues  des  coordonnées  du  point  M,  les  angles 
«t,  p  sont  ceux  que  forme  avec  les  axes  la  tangiente  menée  à  la  courbe, 
et  <f  est  l'angle  formé  par  la  normale  à  la  surface  au  point  M  avec  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  c'est 
l'angle  formé  par  cette  normale  avec  le  plan  osculateur  de  la  courbe. 
Il  suffira  donc  de  connaître  la  direction  de  cette  tangente  et  l'inclinai^ 
son  du  plan  osculateur  sur  la  normale,  pour  que  le  rayon  de  courbure 
delà  courbe  soit  déterminé,  quoiqu'on  ne  connaisse  pas  son  équation. 
lil.  Rayon  de  courbure  d'une  section  normale  et  d'une  section 
oblique.  Surfaces  osculatrices.  —  On  appelle  section  normale  en  un 
point  d*une  surface,  la  courbe  qui  résulte  de  l'intersection  de  la  sur- 
face par  un  plan  passant  par  la  normale  en  ce  point.  La  formule  pré- 
cédente fait  connaître  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  en 
an  point  donné  d'une  surface,  puisqu'il  suffit  d'y  faire  ê  nul.  Il  vient 

j/l  -H  p*  -♦-  qr* 
r  cos*  2c  H-  2«  cos  acosp  -^  t  cos*  p 
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En  changeant  les  valeurs  des  angles  a  et  ^  qui  fixent  la  direction  de 
la  tangente  par  laquelle  passe  le  plan  sécant,  on  aura  les  rayons  de 
courbure  de  toutes  les  sections  normales  faites  dans  la  surface  autour 
d*un  mémo  point,  et  celles-ci  serviront  à  apprécier  la  courbure  de  la 
surface  en  cet  endroit.  Un  changement  de  signe  dans  la  valeur  de  p, 
quand  on  change  les  valeurs  de  a  et  de  p,  indique  que,  pendant  la 
rotation  de  la  tangente  autour  de  la  normale,  les  sections,  d*abord 
concaves,  deviennent  convexes  entre  certaines  limites  ;  car  le  rayon 
de  courbure  n'étant  autre  chose  que  la  distance  de  la  surface  au  centre 
de  courbure  compté  sur  la  normale,  un  changement  de  signe  avertit 
que  pendant  la  rotation  du  plan  sécant,  ce  centre  passe  de  Tautre 
coté  de  la  surface. 

Les  formules  précédentes  font  aussi  connaître  la  valeur  du  rayon  de 
courbure  d'une  section  oblique  au  point  M;  car  si  ^  est  l'inclinaison 
de  cette  section  oblique  sur  la  section  normale  passant  par  la  même 
tangente  en  M,  on  a  vu  au  numéro  précédent  que  le  rayon  de  cour- 
bure est  donné  par 


r  cos*  a  -4-  2«  cos  a  cos  p  -*-  (  COS*P 

c'est-à-dire,  qu'en  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  et  par  p'  celui  de  la  section  oblique,  on  a 

p'  =  p  cos  ^. 

On  conclut  de  là  que  le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique  est 
la  projection  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  correspon- 
dante, sur  le  plan  de  la  section  oblique. 

On  conclut  aussi  de  cette  expression  du  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  ou  oblique,  que  si  deux  surfaces  ont  un  contact  du 
second  ordre  (N**  408)  en  un  point,  toutes  les  sections  normales  ou 
obliques  faites  dans  les  deux  surfaces  autour  de  ce  point,  auront  la 
même  courbure,  puisque  cclle-ci  ne  dépend  que  des  dérivées  p,  ç,  r, 
*  8y  t  qui  sont  égales  si  le  contact  est  du  second  ordre.  Ces  surfaces  sont 
alors  dites  pour  ce  motif  osculalrices  Tune  de  l'autre. 

il2.  Caractère  distinctif  des  surfaces  convexes,  des  surfaces  gau- 
ches et  des  surfaces  développables,  —  Cette  valeur  de  p  fait  connaître 
plusieurs  propriétés  importantes  des  surfaces.  En  la  mettant  sous  la 
forme 

r  /<  +  p*  -t-  9* 

°      (r  cos  a  -+-  s  cos  P)*  -i-  (tr  —  s*)  cos*  p 


% 
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il  est  visible  que  si  l'on  a  pour  toute  valeur  de  x  ci  y^ 

(r  —  5*  >  0, 

le  dcnominalcur  restera  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et  de  ^, 
c'est-à-dire,  que  le  rayon  de  courbure  conservera  le  même  signe  pour 
toutes  les  sections  normales  faites  autour  d*un  point  quelconque  M, 
ce  qui  indique  que  toutes  les  sections  faites  autour  de  chaque  point  M 
ODt  leur  convexité  tournée  du  même  côte  et  par  conséquent  que  la 
surface  est  entièrement  placée  du  même  côté  du  plan  tangent.  Si,  au 
contraire,  on  a 

<r  —  s*  <  0, 

le  second  terme  du  dénominateur  sera  négatif  et  en  régalant  au  pre- 
mier on  trouvera  une  certaine  relation  entre  a  et  p  pour  laquelle  p  sera 
infini,  c'est-à-dire  qu*il  y  aura  autour  de  chaque  point  M  une  section 
sans  courbure  en  ce  point;  il  y  en  aura  même  généralement  deux, 
puisque  cette  relation  entre  a  et  ^  est  du  second  degré.  On  voit  aussi 
qu'en  faisant  varier  a  et  p  d'nne  manière  continue,  le  dénominateur 
d'abord  positif,  passera  par  zéro  pour  devenir  ensuite  négatif,  ce  qui 
apprend  que,  dans  une  certaine  étendue,  les  sections  normales  faites 
autour  du  point  M  ont  leur  concavité  tournée  dans  un  sens,  et 
qu'au-delà,  la  concavité  est  tournée  en  sens  inverse.  Ceci  exige  que 
le  plan  tangent  pénètre  la  surface  suivant  ses  lignes  sans  courbure, 
et  que  les  lignes  de  pénétration  séparent  la  partie  concave  de  la  partie 
convexe. 
Enfin  si  l'on  a 

fr  —  s«  =  0, 

le  rayon  de  courbure  aura  toujours  le  même  signe,  c'est-à-dire  que 
la  surface  sera  entièrement  concave  du  même  côté  du  plan  tangent; 
mais  pour  une  certaine  relation  entre  a  et  p,  savoir  : 

r  cos  a  -k'  s  cos  p  =  0, 

le  rayon  de  courbure  sera  infini,  c'est-à-dire,  qu'il  y  aura  encore  une 
section  sans  courbure  au  point  M. 
Il  résulte  de  cette  discussion  que  l'inégalité 

tr  —  s^y  0, 

quand  elle  a  lieu  pour  toute  valeur  de  x  et  y,  caractérise  exclusive- 
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ment  les  surfaces  concaves  dans  tous  leurs  points,  telles  qu'un  ellip- 
soïde, et  que  les  conditions 

«r  —  s«  <  0    et    (r  —  ««  =  0, 

quand  elles  sont  satisfaites  pour  toute  valeur  de  x  et  y,  caractérisent 
les  surfaces  qui,  autour  de  chaque  point,  ont  au  moins  une  section 
sans  courbure.  La  première  caractérise  celles  de  ces  surfaces  qui  sont 
pénétrées  par  leur  plan  tangent,  et  la  seconde,  celles  qui  sont  entière- 
ment placées  du  même  côté. 

Parmi  les  surfaces  de  ces  deux  dernières  catégories  sont  comprises 
évidemment  les  surfaces  réglées^  c'est-à-dire,  celles  qu'on  peut  conce- 
voir engendrées  par  une  ligne  droite  se  mouvant  suivant  une  certaine 
loi,  puisque,  en  chaque  point,  la  droite  génératrice  qui  y  passe, 
forme  une  section  sans  .courbure.  On  a  divisé  les  surfaces  réglées  en 
surfaces  gauches  et  en  surfaces,  développables.  Les  premières  sont 
celles  pour  lesquelles  la  loi  de  génération  est  telle  que  deux  généra- 
trices consécutives  ne  se  rencontrent  pas,  et  les  dernières  sont  celles 
où  elles  se  coupent.  Les  surfaces  gauches  sont  évidemment  comprises 
parmi  celles  qui  sont  pénétrées  par  les  plans  tangents  et  pour  les- 
quelles on  a 

tr  — ««<0; 

car  si  par  une  des  génératrices  rectilignes  on  fait  passer  un  plan  tan- 
gent à  la  surface,  celui-ci  ne  contiendra  pas  la  génératrice  suivante, 
puisque  deux  génératrices  consécutives  ne  pouvant  pas  se  rencontrer 
dans  les  surfaces  gauches,  ne  sauraient  être  renfermées  dans  un  même 
plan;  la  seconde  génératrice  traversera  donc  le  plan  tangent  en  s'éten- 
dant  indéfiniment  des  deux  côtés,  ainsi  que  la  surface  elle-même. 

La  seconde  catégorie  de  surfaces  réglées,  c'est-à-dire,  celles  qui 
ne  sont  pas  pénétrées  par  leurs  plans  tangents  et  qui  sont  caractérisées 
par  la  condition 

W  — ««  =  0, 

embrasse  toutes  les  surfaces  développables ,  car  pour  que  la  surface 
soit  entièrement  placée  du  même  côté  du  plan  tangent,  la  seconde 
génératrice  ne  peut  pas  s'étendre  des  deux  côtés  du  plan  tangent;  elle 
doit  donc  y  être  renfermée  et  par  conséquent  les  deux  génératrices 
consécutives  doivent  se  rencontrer. 

H5.  Rayons  de  courbure  principaux  —  Les  rayons  de  courbure 
changeant  de  valeur  autour  du  point  M,  il  y  a  lieu  de  déterminer  la 
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position  de  la  section  pour  laquelle  p  est  maximum  ou  minimum. 
Remarquons  d*abord  que  les  angles  a  et  (3  ne  sont  pas  entièrement 
arbitraires,  puisqu'ils  doivent  satisfaire  aux  équations 

COS  7  =  p  COS  a  -4-  qf  COS  p ,      COS*  a  H-  COS '  ^  H-  COS*  7  =  i . 

En  éliminant  7  entre  elles,  on  reconnaît  que  a  et  |3  doivent  vérifier 
réquation 

(i  -h  p')  COS*  a  -4-  ^pq  cos  a  COS  p  -4-  (i  -H  g*)  COS*  p  =  i (2). 

Pour  rendre  p  maximum  ou  minimum,  il  suffit  d'égaler  à  zéro  la 

dp 
valeur  de  -pv   en  considérant  ô  comme  lié  à  a  par  Téquation  précc- 
aa 

dente.  On  trouve  ainsi 

dp 
(r  cos  a  -4-  s  COS  p)  sin  a  -4-  («  cos  p  -4-  s  cos  a)  sin  (3 —•  ==  0 , 

dd 

|(1  +  p«)  eos  a  H- pqf  COS  p  (  sin  a -4- 1{1 -♦- g*)  COS  p -H  pqf  cos  a  (  sin  p -^  ==  0 , 

dp 
et  en  éliminant  -7-  ? 

doL 

r  cos  a  -♦-  «  COS  p       (!  -4-  p')  cos  a  -*-  pq  cos  p 
*  cos  P  -H  «  cos  a      (1  -♦-  qf*)  cos  p  -^  pq  cos  a 

Cette  dernière  combinée  avec  (2) ,  servira  à  déterminer  les  angles  a 
et  p  qui  correspondent  aux  plus  grands  et  aux  moindres  rayons  de 
courbure  et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p,  celui-ci 
sera  complètement  déterminé.  L'élimination  de  a  et  de  p  peut  se  faire 
plus  facilement  comme  il  suit  :  multiplions  les  deux  membres  de 

réquation  (3)  par et  ajoutons  l'unité  de  part  et  d'autre.  En 

réduisant  au  même  dénominateur  et  en  tenant  compte  de  l'équa- 
tion (2),  on  trouve 

«  cos  p  -4-  «  cos  a 

r  cos'a  -f-  2«  cos  a  cos  p  -f-  «  cos'  p  = 


(1    -4-  (Jf*)  cos  p  -4-  P9  cos  a 

28 
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ou  bien,  en  se  rappelant  la  valeur  de  p  et  en  représentant  |/i-f-p*  +  g' 

par  hj 

cosa 


h  tcosp  -*-  s  cos  a  cos  p 

p       (1  -H  o')  cos  6 -f- pgcosa         ,  _  cosa 

^        '^^  cos  ^ 

L'équation  (5)  donne  aussi 

cosa 

«  -♦-  »* ;: 

h  r  cos  a  -4-  «  cos  p  cos  p 


(*). 


P       (1  -^  f>*)  cos  a  -i-  po  cos  p  ,  -         ^, 


cosa 

cosp 


(»). 


En  éliminant -entre  ces  équations,  il  vient,  après  avoir  remis 

cosp  ^  ^ 

pour  h  sa  valeur, 

(r(  —  s')p*  —  p  |/i  -^  p«  -+-  ç«  1(1  -+-  |j«)  t  -f-  (i  -H  ç')r  —  2p9«  j 

-*-  (1  -+-  p*  -4-  g*)*  =  0, 

dont  les  deux  racines  font  connaître  le  plus  grand  et  le  moindre  rayon 
de  courbure  des  sections  normales  faites  autour  du  point  M,  en  fonc- 
tion des  coordonnées  (x,  y\  de  ce  point.  Ces  droites  se  nomment  rayons 
de  courbure  principaux.  Les  valeurs  de  a  et  de  p  qui  fixent  la  direc- 
tion de  la  plus  grande  et  de  la  moindre  courbure  s'obtiennent  en 
résolvant  par  rapport  h  cosa  et  cosp  les  deux  équations  (2)  et  (4), 
après  avoir  remplacé  p  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  racines. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  de  la  section  principale  se 
déterminent  par  la  remarque  que  les  cosinus  des  angles  du  rayon  de 

courbure  ou   de  la  normale  avec  les  axes  étant  —        ^ 

|/i  -+-p«  -H  7«' 

et — —  ■  y  les  projections  du  rayon  sur  les 


[/{  -H  p«  -+-  qf*       |/l  -♦-  p*  -f-  (jf* 

PP  QP  —  P 

axes  sont  '^^  ^  ,    —  — ;    et 

[/i  -+-  p'  -*-  gr*      |/l  -+-  p'  -f-  (jf*       [/{  -+-  p'  -H  9* 
comme  les  coordonnées  de  l'une  des  extrémités  sont  {x,  y,  z),  les 
coordonnées  {l,  m,  n)  de  l'autre  extrémité  ou  du  centre  sont  : 

9  PP  QP  ^ 
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Une  élimination  de  (x,  y,  z)  entre  ces  trois  équations  et  celle  de  la 
surface  conduirait  à  l'équation  en  {l,  m,  n)  du  lieu  des  centres  de 
courbure. 

ii4.  Propriétés  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales  faites 
autour  d'un  point  d'une  surface.  —  On  déduit  des  formules  précé- 
dentes les  lois  suivant  lesquelles  varient  autour  d'un  point  M  d'une 
surface,  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales;  en  effet,  trans- 
portons l'origine  des  coordonnées  en  ce  point  et  prenons  pour  plan 
des  X'Y^  le  plan  tangent  à  la  surface  et  pour  axe  des  Z',  la  normale. 
En  désignant  par  (a/,  y\  z!)  les  coordonnées  rapportées  à  ces  nouveaux 
axes,  on  aura  encore  pour  expression  du  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  autour  d'un  point  (a/,  y',  xf)^ 


_  \^W^^ 


,    y 

r'  cos*  d-h^sf  cos  a  cos  p  -+-  t' cos*  p 


mais  comme  ce  point  est  l'origine  même  des  coordonnées,  et  que  les 
plans  des  X'Z'  et  des  Y'Z'  coupent  la  surface  donnée  suivant  les  sec- 
tions normales  MB  et  MB'  (fig.  26),  qui  sont,  comme  on  sait,  tangentes 
aox  droites  MX'  et  M  Y'  renfermées  dans  le  plan  tangent  X'Y',  (j/,  y',  zf), 
ainsi  que  les  dérivées  partielles,  sont  nulles  à  cause  de  leur  signification 
géométrique.  L'expression  du  rayon  de  courbure  de  la  section  MC 
déterminée  par  le  plan  normal  Z'MT,  deviendra  donc 

1 

P  = 


rj  cos*  a  -+-  2so'  cos  a  cos  p  -h  tj  cos*  p 


rfV        JV        d*z' 
r/,  «/,  tJ  étant  ce  que  deviennent  r',  s',  «'  ou  Vt;  »    -tt-tt'    -nz  «" 

ax*      dxdy'      dyi^ 

point  M  pour  lequel  i!  oX'^  sont  nuls,  (a,  p,  7)  sont  les  angles  TMX', 

TMY'  et  TMZ'  formés  par  la  tangente  MT  à  la  section  MC  avec  les 

trois  axes.  Comme  cette  tangente  est  contenue  dans  le  plan  des  X'Y', 

7  est  droit  et  l'on  a 

cos*  a  -+-  cos*  p  =  4     d'où  cos  p  =  sin  a 

et  par  conséquent  la  valeur  de  p  devient 

i 

rô  cos*  «  -t-  2So'  cos  a  sin  a  -f-  tl  sin*  a 
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Pour  les  sections  MB  et  MB',  on  a 

a  =  0,      p  =  ~    et   a=-,     f'  =  Jj' 

Si  Ton  cherche  la  valeur  de  a  qui  rend  p  maximum  ou  minimum,  on 
trouve 


tanga=— -— ^^ — ^\/  — r~>i ^*     ou  bien    tang2a  = 


2j?. 


Gomme  les  arcs  2a  et  Sa  +  tt  ont  la  même  tangente ,  on  voit  que  a 

dans  cette  dernière  équation  a  deux  valeurs,  a  et  a  +  -^  et  Ton 

reconnaît  que  Tune  de  ces  valeurs  correspond  à  un  maximum  et 
l'autre  à  un  minimum,  ce  qui  prouve  que  les  sections  de  plus  grande 
et  de  plus  petite  courbure  sont  en  général  perpendiculaires  efitre 
elles. 

Faisons  coïncider  les  plans  des  X'Z'  et  des  Y'Z^  avec  les  sections  de 
plus  grande  et  de  plus  petite  courbure.  Il  faut,  pour  cela,  faire  en  sorte 
que  la  valeur  précédente  de  a  soit  nulle,  ce  qui  exige  que  sj  =  0. 
L'expression  du  rayon  de  courbure  d'une  section  quelconque  se  réduit 
alors  à 

^ i 

To' COS*a  H- to'sin*a 

En  représentant  par  p'  et  p"  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  qui 
correspond  à  a  nul  et  à  a  égal  à  un  angle  droit,  on  trouve 

valeurs  qui  font  prendre  à  l'expression  générale  d'un  rayon  de  cour- 
bure la  forme  suivante  : 

p'sin*a  -^  p"cos'a 

Celle-ci  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque 
en  fonction  des  deux  rayons  de  courbure  principaux,  et  fait  con- 
naître la  loi  suivant  laquelle  les  rayons  de  courbure  varient  autour 


j 
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d'un  même  point.  Il  est  à  remarquer  que  p'  et  f  sont  les  valeurs  algé- 
briques des  rayons  de  courbure,  et  sont  par  conséquent  de  môme 
signe  ou  de  signe  contraire  suivant  que  les  deux  sections  principales 
ont  leur  concavité  tournée  dans  le  même  sens  ou  en  sens  inverse. 

115.  Ombilics.  —  Si  pour  un  certain  point  de  la  surface,  les  deux 
rayons  de  courbure  principaux  p'  et  p''  étaient  égaux  et  de  même  signe, 
il  est  visible  que  toutes  les  courbures  autour  de  ce  point  seraient  éga- 
les, puisque  Téquation  se  réduirait  à  la  suivante 

p'(cos*a  H-  sin-a) 

Un  semblable  point  situé  sur  une  surface  se  nomme  ombilic.  Pour 
le  déterminer,  quand  il  existe,  il  suffit  de  remarquer  que  l'on  a  en 
général  (N<»  lli  et  il5) 

^/i  -♦-  p*  -♦-  </* 


r  COS*  a  -4-  2«  COS  a  cos  p  -k-  t  cos*  p 
i  =  (i  -f-  p«)  cos' a  -4-  2pg  cos  a  cos  p  -H  (i   -f-  Ç*)  COS*  p. 

En  multipliant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  on  peut  mettre 
Ja  valeur  p  sous  la  forme 

2pç    cos  p       /l  -f-  q*\  cos*  p 
^  r        ^  .       ^«cosS       t  cos*S 

i   -^  2 H r^ 

r  cos  a      r  cos'  « 


P\ 


et  comme  on  vient  de  voir  que  tous  les  rayons  de  courbure  sont  égaux 
co  ces  points,  cette  valeur  doit  être  indépendante  de  cos  a  et  cos  p, 
ce  qui  aura  lieu  si  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  identiques 
ou  si  l'on  a 

s  PQ  *        i  -♦-  ûf*  ,  .  1  -♦-  »*        »flf        1  -+-  ûf* 

~=  ■    '  ^  ■  )     -==- i-5     OU  bien      £— =^-i.== i- . 

rl-+-p*ri-+-p*  r  8  t 

Celte  double  équation,  jointe  à  celle  de  la  surface,  servira  à  détermi- 
ner les  coordonnées  de  l'ombilic.  En  appliquant  ces  formules  à  l'cllip- 
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soïde,  dans  lequel  les  axes  soat  a  >  6  >  c,  on  Iroave  pour  coordon- 
nées des  ombilics, 

et  pour  rayon  de  courbure  en  ce  point,  —  • 

4i6.  Propriétés  générales  des  surfaces,  relatives  à  leur  courbure.— 
Il  résulte  des  propriétés  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales, 
démontrées  plus  haut,  que  si  deux  surfaces  quelconques  qui  se 
touchent  en  un  point  ont  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  iden- 
tiques deux  à  deux,  toutes  les  autres  sections  normales  ou  obliques  faites 
autour  de  ces  points  auront  aussi  des  courbures  égales  de  part  et 
d'autre,  puisque  ces  dernières  courbures  ne  dépendent  que  des  deux 
courbures  principales.  D'où  il  suit  que  des  portions  infiniment  petites 
des  deux  surfaces  prises  autour  de  ces  points  sont  sensiblement  iden- 
tiques. Il  résulte  aussi  de  là  qu'une  portion  très  petite  d'une  surface 
quelconque  prise  autour  d'un  point  pour  lequel  on  connaît  les  deux 
courbures  principales,  peut  toujours  être  considérée  comme  engendrée 
par  la  rotation  d'un  arc  de  cercle  autour  d'une  droite  renfermée  dans 
son  plan,  de  la  manière  suivante  :  après. avoir  tracé  un  arc  de  cercle 
ab  (fig.  27)  avec  l'un  des  deux  rayons  de  courbure  principaux  om^ 
on  portera  sur  le  diamètre  passant  par  le  milieu  m  de  l'arc  et  à  partir 
de  ce  point,  une  longueur  mc^  égale  à  l'autre  rayon  de  courbure; 
puis  on  élèvera  une  perpendiculaire  de  au  diamètre  et  Ton  fera 
tourner  l'arc  autour  de  cette  perpendiculaire.  Il  est  visible  en  effet 
que  la  surface  engendrée  aura  pour  sections  principales  deux  cercles 
dont  les  rayons  seront  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  doanés. 
On  voit  aussi  que  l'équation  (1)  mise  sous  la  forme 

i       1  i 

-=~COS*a  -H  -jjSin'a, 

p     p  p 

donne  pour  le  rayon  de  courbure  p,  d'une  seconde  section  perpendicu- 
laire à  la  précédente, 

il  1  il 

-=-COS*(l''  -¥-  a)  -^  7,sin*(i*'  -t-  a)=--sin*a  -h  -?>C0S*  a, 

Pf     p  p  p  p 


d'où  il  résulte  que 
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c'esl4'dire  que  la  somme  algébrique  des  inverses  des  rayons  de  cour- 
bure  de  deux  sections  orthogonales' quelconques  est  constante  pour  un 
même  point  d'une  surface. 

in.  Indicatrice.  —  On  conclut  aussi  de  l'équation  (1),  que  si  Ton 
porte  sur  toutes  les  tangentes  MX  (fig.  26),  à  partir  du  point  M,  des 
longueurs  Ma  proportionnelles  à  la  racine  carrée  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  correspondante  MG,  le  lieu  géométrique  des  extré- 
mités a  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole  ayant  pour  centre  le 
point  M,  et  pour  axes ,  les  droites  MX'  et  MY\  représentant  les  direc- 
tions des  sections  principales}  en  effet,  si  (x,  y)  sont  les  coordonnées 
de  a,  on  aura 

x  =  Macosa,    y=:=Masina,    Ma=^ly^p^ 
l  étant  un  coefficient  constant  arbitraire.  On  tire  de  là 

X  y 

Cosa  = — •>     3ina= — ^-=ry 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (1),  il  vient 

^ \ fy 

To'cos*  a  -+-  tj  sin*  a      r^'x*  -H  to'y*  ' 

d*où 

i  \ 

rjx^  -^  tjy^  =  /* ,    ou  bien     -,  x'  -*-  -»  y*  =  ^ * , 

P  P 

équation  qui  appartient  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole,  suivant 
que  p'  et  f  sont  de  même  signe  ou  de  signe  contraire,  c'est-à-dire 
suivant  que  les  deux  sections  principales  ont  leur  concavité  tournée 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  inverse.  Cette  courbe  à  laquelle  on 
donne  quelquefois  le  nom  d'indicatrice,  est  commode  pour  peindre 
aux  yeux  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  courbure  des  sections  nor- 
males faites  autour  d'un  point  d'une  surface  quelconque. 

La  courbe  qu'on  vient  de  déterminer  et  qu'il  faut  concevoir  tracée 
sur  chaque  plan  tangent  autour  du  point  de  contact,  se  confond,  quand 
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011  lui  doDne  des  dimensions  très  petites,  ou  quand  on  prend  /  très 
petit,  avec  la  section  faite  dans  la  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  tangent  et  infiniment  peu  distant  de  celui-ci.  En  effet,  soit 
l'équation  de  la  surface 

z'  =  A^,  y') 

rapportée,  comme  au  N**  ii4,  h  trois  axes  rectangulaires,  l'origine 
étant  placée  en  un  point  de  la  surface  et  Taxe  des  Z'  se  confondant  avec 
la  normale.  Développons /*  (a/,  y)  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  a/  et  y';  la  formule  de  Maclaurin  donne 


s! 


=AKI).-(^/^(|r().S-(^).g 


etc. 


ou  bien,  en  laissant  à  pj^  qjy  rj^  8o\  U  leur  ancienne  signifîi^tion,  et 
en  remarquant  que  foj  c'est-à-dire  /'(a/,  \/)  quand  on  y  fait  a/  et  y'  nuls, 
est  lui-même  nul,  puisque  la  surface  passe  par  l'origine, 

xf^fjsf  -^  q:yr  -+-  ro'  — -H  25.'^  -4-  f/A_  ^  etc. 
équation  qui  se  réduit  à 

parce  que  les  axes  des  X'  et  des  Y'  étant  tangents  aux  courbes  de  ren- 
contre MA  et  MB  de  la  surface  par  les  plans  des  X'Z'  et  des  Y'Z',  les 
dérivées  partielles  pj  et  qj  sont  nulles.  En  prenant  z'  égal  à  une  con- 

1 

stante  - /',  af  et  t/  seront  évidemment  les  coordonnées  d'un  point 

quelconque  de  l'intersection  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan 

i  1 

tangent  et  distant  de  - /^  Si  on  suppose  -f*  très  petit,  la  courbe 

d'intersection  sera  dans  toute  son  étendue  peu  distante  du  point  de 
contact,  quand  la  surface  est  entièrement  concave  autour  du  point  M  et 
alors  a/  et  y'  seront  très  petits  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  les 
termes  en  x'',  y"  etc.  pourront  être  négligés  devant  les  termes  en 
dc",  y'*,  a/y'  et  l'équation  de  la  courbe  se  réduira  à 
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Quand  la  surface  est  pénétrée  par  le  plan  tangent,  la  courbe  d'inter- 
section a  des  branches  qui  se  prolongent  indéfiniment;  mais  si  Ton 
ne  considère  que  la  partie  de  cette  ligne  d'intersection  placée  dans  le 
voisinage  du  point  de  contact,  c'est-à-dire,  si  on  suppose  que  a/  et  y' 
restent  très  petits,  on  pourra  encore  se  borner  aux  termes  de  seconde 
puissance  en  (a/,  y')  et  l'on  sera  conduit  à  la  même  équation  que  plus 
haut,  équation  qui  représente  donc  dans  tous  les  cas  et  d'une  manière 
approchée  la  section  faite  dans  la  surface  par  un  plan  parallèle  à  un 
plan  langent  et  très  peu  distant  de  celui-ci.  Cette  équation  appartient 
i  une  courbe  du  second  degré.  Si  on  prend  l'axe  des  X',  qui  jusqu'ici 
est  resté  arbitraire,  de  manière  que  le  coeiEcient  sô  de  oiftf  soit  nul, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  manière  que  la  courbe  soit  rapportée 
à  ses  axes,  l'équation  se  confondra  identiquement  avec  celle  trouvée 
pour  l'indicatrice. 

Elle  peut  servir  à  démontrer  fort  simplement,  mais  d'une  manière 
peu  rigoureuse,  les  propriétés  des  rayons  de  courbure. 

448.  Lignes  de  courbure,  —  On  appelle  lignes  de  courbure  des 
lignes  tracées  sur  une  surface  donnée,  de  manière  qu'en  chaque  point 
la  courbe  soit  tangente  à  la  section  de  courbure  principale  de  la  sur- 
face. On  a  vu  (N""  113)  qu'en  désignant  par  (a,  p,  7)  les  angles  formés 
par  la  tangente  à  la  section  principale  au  point  (x,  y,  z),  ces  angles 
doivent  satisfaire  à  l'équation 

(4  -♦-  p*)  cos  a  -+-  f  g  cos  (3 (1  -¥•  q^)  cos  p  -4-  py  cos  g        ^  .  . 

r  cos  a  -4-  5  cos  p  t  cos  p  -h  s  cos  a 

la  direction  de  la  tangente  à  la  ligne  de  courbure  au  même  point  doit 

donc  vérifier  cette  même  équation  et  comme  ces  cosinus  sont  donnés 

Qx     du 
par-7-et-~-i   il  en  résulte  que  dans  toute  l'étendue  d'une  ligne  de 
as     ds 

eoarbare  on  doit  avoir 

(1  -4-  p')  dx  -f-  pqdy  _(!-»-  ?*)  dy  -f-  pqdx 
rdx  -H  sdy  idy  ^^r  sdx 

Cette  équation  différentielle  jointe  à  celle  de  la  surface  forment  les  deux 
équations  de  la  ligne  cherchée.  On  sait  qu'en  chaque  point  il  y  a  deux 
seetions  principales  se  croisant  à  angle  droit  ;  par  chaque  point  d'une 
surface,  il  passe  donc  deux  lignes  de  courbure  se  coupant  sous  un 
angle  droit. 
Les  lignes  de  courbure  jouissent  d'une  propriété  importante  qui  a 

29 
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été  mise  à  profit  dans  la  géométrie  descriptive  pour  la  coupe  des  pier- 
res. Si  sur  une  surface  donnée  on  trace  une  courbe  arbitraire  et  qu'en 
chacun  de  ses  points  on  élève  une  normale  à  la  surface,  Tensemble  de 
ces  normales  formera  une  surface  réglée  qui,  en  général,  sera  une 
surface  gauche,  et  celle-ci  sera  une  surface  développable  lorsque  la 
courbe  tracée  est  une  ligne  de  courbure.  Pour  le  reconnaître,  il  suffit 
de  démontrer  qu'alors  deux  normales  consécutives  se  rencontrent.  Or 
les  équations  d'une  normale  à  la  surface  au  point  (x,  y,  z)  sont 

x'  —  X  =>  —  p  (z'  --  z),    y  —  y  =  —  ?  (2'  —  ^) 

et  les  équations  de  la  normale  au  point  (x  +  (/x,  y  ■+■  dy^  z  +  dz)  dis- 
tant du  premier  d'un  élément  ds  sur  la  ligne  de  courbure,  sont  : 

x'  —  X  —  dx  =  —  (p  -4-  dp)  (z'  —  z  —  dz), 

y  —  y  —  dy  =  --(?-*-  rfg)  (s'  —  5  —  dz). 

La  condition  pour  qu'il  y  ait  rencontre  entre  ces  deux  droites  est 

dx  -4-  prfz rfy  -4-  qdz 

i^r^"     dç    ^  ^ 

équation  qui  se  confond  avec  celle  trouvée  plus  haut  pour  la  ligne  de 
courbure,  quand  on  aura  remplacé  dz^  dp,  dq  par  leur  valeur 

dz=  pdx  -H  qdy,     dp  =  rdx  -+-  sdy,     dq  =  sdx  -f-  tdy. 

Il  est  à  remarquer  que  la  rencontre  de  deux  normales  consécutives 
ne  parait  rigoureuse  que  parce  que,  conformément  à  l'esprit  du  calcul 
différentiel,  on  a  négligé  dans  les  valeurs  précédentes  de  dz,  dp,  dq,  les 
infiniment  petits  des  ordres  supérieurs  donnés  par  leurs  développe- 
ments, en  ne  conservant  que  les  infiniment  petits  du  premier  ordre. 
Sans  cette  circonstance,  on  reconnaîtrait  que  deux  normales  séparées 
par  l'élément  ds  ne  se  rencontrent  pas,  mais  sont  distant-es  d'un  infini- 
ment petit  du  second  ordre.  Ce  n'est  en  général  que  dans  les  surfaces 
de  révolution  que  cette  rencontre  a  lieu  d'une  manière  absolue. 

Réciproquement,  si  pour  une  ligne  tracée  sur  une  surface,  deux 
normales  consécutives  se  rencontrent,  celte  ligne  est  une  ligne  de 
courbure,  car  la  rencontre  suppose  l'équation  (2),  laquelle  se  confond 
avec  l'équation  (i)  qui  caractérise  les  lignes  de  courbure. 

En  éliminant  (x^  y,  z)  entre  les  équations  des  deux  normales  consé- 
cutives et  les  équations  de  la  ligne  de  courbure,  on  trouvera  les  deux 
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équations  du  lieu  géométrique  de  ces  points  de  rencontre,  qui  sont 
les  nrétes  de  rebroussement  de  la  surface  développable,  et  si  Ton 
développe  cette  surface  dans  un  plan,  la  ligne  de  courbure  sera  la 
développante  deTaréte  de  rebroussement,  puisque  toutes  les  tangentes 
i  celle-ci  restent  pendant  le  développement,  perpendiculaires  aux 
éléments  de  la  ligne  de  courbure. 

En  éliminant  (x,  t/,  z)  entre  les  deux  équations  d'une  normale  et  les 
deux  équations  de  la  ligne  de  courbure,  on  trouvera  Téquation  de  la 
surface  dévcloppable,  lieu  de  toutes  les  normales  à  la  surface  le  long 
de  cette  ligne  de  courbure. 

la  propriété  des  lignes  de  courbure  qu'on  vient  de  reconnaître,  se 
démontre  fort  simplement  au  moyen  de  Tind ica triée ,  considérée 
comme  facette  ou  élément  de  la  surface,  en  remarquant  que,  comme 
celle-ci  est  une  courbe  du  second  degré  dont  les  axes  représentent 
les  directions  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure,  il  résulte  de  la 
symétrie  de  cette  courbe  de  chaque  côté  de  ses  deux  axes,  qu'une 
normale  &  la  surface  en  un  point  situé  sur  l'un  des  axes  doit  avoir 
une  direction  symétrique  par  rapport  aux  deux  moitiés  de  la  courbe, 
et  que  par  conséquent  elle  doit  être  contenue  dans  le  plan  normal  à 
la  surface  et  passant  par  cet  axe.  Or,  ce  plan  normal  contient  néces- 
sairement la  normale  du  centre  de  l'indicatrice;  ces  deux  normales 
auront  donc  un  point  de  rencontre. 

149.  Lignes  de  courbure  dans  les  surfaces  de  révolution.  —  Il  nous 
resterait  encore  à  déterminer  les  équations  des  deux  lignes  de  cour- 
bure passant  par  un  point  donné  sur  une  surface  ;  mais  ce  problème, 
sur  lequel  nous  reviendrons,  est  du  ressort  du  calcul  intégral.  Bornons- 
nous  pour  le  moment  à  remarquer  que  dans  une  surface  de  révolution, 
la  courbe  génératrice  ou  le  méridien  est  toujours  une  ligne  de  cour- 
bure, puisque  toutes  les  normales  d'un  même  méridien,  étant  renfer- 
mées dans  le  plan  de  cette  courbe  passant  par  l'axe,  doivent  néces- 
sairement se  rencontrer.  Ces  méridiens  forment  aussi  des  sections 
normales  principales,  car  la  section  principale  au  point  M  (fig.  28)  doit 
renfermer  la  normale  MB  qui  coupe  l'axe  AO  et  avoir  l'élément  MM' 
commun  avec  la  ligne  de  courbure,  ce  qui  exige  que  cette  section 
passe  par  l'axe  AO.  Le  seconde  ligne  de  courbure  passant  par  le 
point  M  est  la  circonférence  du  cercle  perpendiculaire  à  l'axe  ou  le 
parallèle  MN,  puisque  les  normales  consécutives  MB,  mB,  tn'B....  se 
coupent  évidemment  en  B,  par  suite  de  la  symétrie  de  la  surface 
autour  de  son  axe  de  révolution.  11  est  à  remarquer  que  ce  paral- 
lèle MN  passant  par  M,  n'est  pas  la  seconde  section  principale  de  ce 
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point,  puisque  celle-ci  doit  contenir  la  normale  MB.  Cette  section 
principale  est  la  courbe  plane  MGN'  dont  le  plan  passe  par  la  nor- 
male MB  et  qui  est  tangente,  en  M,  au  cercle  MN.  Gomme  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  oblique  MN  est  le  rayon  MO',  le  rayon  de 

MC 

courbure  de  la  section   normale  MN'  est  exprimé  par  — ■  ^  ,^,  > 

*^  ^       cosBMC 

(N"»  iii),  c'est-à-dire,  qu'il  est  représenté  par  la  normale  MB. 

120.  Surfaces  enveloppes.  —  La  théorie  des  courbes  enveloppes 

peut  être  étendue  aux  surfaces  ;  soit  en  effet 

fipcy  y,  «,«)==  0 (!) 

réquation  d'une  surface,  renfermant  un  paramètre  a.  L'équation 

/"(ap,y,«,a-^e)=0 (2) 

appartiendra  à  une  autre  surface  de  la  même  nature  que  la  première, 
mais  dans  laquelle  a  aura  pris  un  accroissement  e,  et  le  système  de 
ces  équations  représentera  la  ligne  d'intersection  de  la  surface  carac- 
térisée par  chaque  valeur  particulière  attribuée  à  a,  et  de  la  surface 
caractérisée  par  a  -t-  e.  Or,  si  on  élimine  a  entre  elles,  les  (x,  y^  z) 
contenus  dans  l'équation  finale,  que  nous  désignerons  par 

^  («.  y^  «,  e)  =  0, 

appartiendront  encore  à  l'intersection  des  deux  surfaces  caractérisées 
par  a  et  a  +  s  ;  mais  comme  a  a  disparu,  ces  coordonnées  appartien- 
dront k  l'intersection  de  deux  surfaces  quelconques  dans  lesquelles  le 
paramètre  diffère  de  e,  c'est-à-dire  que  si  l'on  trace  dans  l'espace 
toutes  les  surfaces  que  peut  représenter 

f{xj  y,  z,  a)  =  0, 

tandis  que  a  prend  toutes  les  valeurs  constantes  possibles,  l'équation 
finale 

appartiendra  à  la  surface,  lieu  géométrique  de  toutes  les  lignes  d'in- 
tersection  successive  de  chacune  des  premières  surfaces,  par  celle  pour 
laquelle  le  paramètre  est  supérieur  d'une  quantité  e.  Si  ensuite  on  y 
fait  converger  s  vers  zéro,  l'équation 

F[x,y,z)^0 
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appartiendra  à  la  surface  qui  forme  la  limite  des  lieux  géométriques 
de  ces  intersecttons.  Au  point  de  vue  des  infiniment  petits,  si  on  fait 
croître  a  par  intervalles  e  assez  petits  pour  être  négligeables,  l'équa- 
tion 

appartiendra  au  lieu  géométrique  de  toutes  les  intersections  de  chaque 
surface  par  celle  qui  la  suit  immédiatement. 

II  est  à  remarquer  que  cette  dernière  équation  s'obtient  en  élimi- 
naat  a.  entre  (i)  et  la  dérivée  prise  par  rapport  à  a  ou 

df{x,y,z,a)^^^ ^^j 

car  l'équation  (â)  peut  être  mise  sous  la  forme  suivante,  en  faisant 
osage  du  théorème  sur  la  limite  de  la  série  de  Taylor, 

et  le  s}stème  des  deux  équations  (1)  et  (2)  deviendra 

Ax.y,z,a)=-0    et    ^n^iyi^l±3.^o 
qui  se  réduisent  à 

/•(x,y,z.«)  =  0    et    ^iiWifl^o 

aa. 

lorsque  t  s'évanouit. 

La  surface  limite  qu'on  vient  de  déterminer  jouit  de  la  propriété 
d'être  tangente  k  chacune  de  celles  que  peut  représenter 

/'(a;,y,z,a)  =  0; 

et  pour  chacune  d'elles  le  contact  a  lieu  le  long  de  la  courbe  qui  a 
pour  équations 

f{x,y,z,(t)  =  0    et    ■J-  =  0; 

aa. 
en  effet,  si  en  un  point  (x,  y,  z)  de  la  courbe  qui  forme  l'intersection 
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des  deux  surfaces  cooscciitivcs,  on  mène  un  plan  tangent  à  (i),  l'équa- 
tion de  ce  plan  sera,  (a/,  xf,  zf)  étant  ses  coordonnées  courantes, 

z'  —  z  =  p  (j/  —  x)  -^  </  (y  —  y), 

dz     dz 
dans  laquelle  p  et  ç  sont  les  valeurs  de— et  — tirées  de  (1),  c'cst-à- 

dire 

dfjxy  y,  z,  g)  df{x,  y,  z,  a) 

dx  dy 


P- wTTrTTT-ir'    ?  =  — 


d/(xj  y,  z,  «)       ^  df(x,y,Zya) 

dz  dz 

D'un  autre  coté,  si  an  même  point  (x,  y,  z)  on  mène  un  plan  tangent 
à  la  surface  limite,  son  équation  sera  de  même  forme,  si  ce  n'est  que 
p  ei  q  devront  être  tires  de  Téquation  de  cette  dernière,  c'est-à-dire, 
de  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  a  entre 

Ax.y.z,a)==0    et    ^f^lllll^^o; 

tta 

or,  au  lieu  d'effectuer  d'abord  l'élimination,  il  est  visible  qu'on  truu- 

dz 
vera  la  même  valeur  pour»  ou-j-»   par  exemple,  en  la  tirant  de  la 

dx 

première  équation,  pourvu  que  l'on  y  considère  a  comme  étant  une 

fonction  de  (x,  y,  z)  donnée  par  la  seconde.  Il  vient  alors,  en  dérivant 

par  rapport  à  x, 

df{x,  y,  z,  g)      df{x,t/,z,a)dz      df[x,y,z,a)dcL 
dx  dz  dx  dd  dx 

qui  se  réduit,  h  cause  de  (3) ,  à 

df(x,y,z,a)  ^  df{x,y,z,(i)dz  ^^ 
dx  dz  dx 

dz 
d'où  l'on  tire  pour  —  ou  p  une  valeur  identiquement  semblable  à 

celle  trouvée  pour  l'autre  plan  tangent.  Comme  il  en  est  de  même  de 
la  valeur  de  9,  on  en  conclut  que  les  deux  plans  tangents  se  confondent 
et  que  par  conséquent  les  surfaces  variables  sont  touchées  par  la  sur- 
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face  liinile  appelée  par  cette  raison,  surface  enveloppe.  Les  courbes  de 
pénétration  de  deux  surfaces  consécutives,  qui  ne  sont  autres  que  des 
courbes  de  contact,*  prennent  le  nom  de  caractéristiques.  Si  dans  les 
deux  équations  de  Tune  de  ces  lignes,  savoir  : 

on  fait  varier  le  paramétre  a  d'une  manière  continue,  celles-ci  repré- 
senteront une  suite  de  courbes  tracées  sur  la  surface  enveloppe  et  se 
succédant  d'une  manière  continue.  La  courbe  tracée  sur  la  surface 
enveloppe,  qui  touche  toutes  les  caractéristiques,  est  nommée  arête 
de  rebroussement.  Elle  se  détermine  en  remarquant  que  si  dans  la 
seconde  équation  de  la  caractéristique  on  remplace  z  par  sa  valeur 
tirée  de  la  première,  on  trouvera  l'équation  de  la  projection  dans  le 
plan  des  XY  de  la  caractéristique.  La  courbe  enveloppe  de  toutes  ces 
projections  est  donnée,  comme  on  sait,  par  le  système  des  deux  équa- 

df  ,  df 

tiens  formées  de  -p  =  0  et  de  la  dérivée  de  -/-  par  rapport  à  a , 

doL  dOL 

égalée  à  zéro.  Or,  cette  dérivée,  en  considérant  z  comme  une  fonction 
de  a  donnée  par  l'équation  /'(x,  y,  z,  a)  =  0,  est 

rfV*       dV  dz      ^ 
— L  H L =  0, 

c/a*      doidz  doL 
équation   qui  se  réduit  à-r(=0,    c'est-à-dire     '  ^^'/'  ^'  ''^  =  0 , 

dz  doL 

parce  que  la  première  équation  de  la  caractéristique  donne -7-=  — 


doL  d£ 

dz 

valeur  qui  est  nulle  puisque  y-  est  nul.  Il  est  visible  que  l'enveloppe 

doL 

des  projections  des  caractéristiques  est  elle-même  la  projection  de  la 

courbe  que  nous  avons  appelée  arête  de  rebroussement.  La  projection 

de  cette  dernière  courbe  est  donc  donnée  par  les  trois  équations 

n   .  .  \    n    ^A^^  y>  ->  «)    A    ^Y(^>  y>  ^>  «)    n 

f{x.y,z,a)=0,      ^^ =  0,     — ==0, 

entre  lesquelles  on  éliminera  z  et  a. 
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!«'  exemple.  Trouver  l'éqtuition  de  la  surface  enveloppe  d'une 
sphère  mobile  dont  le  centre  parcourt  la  circonférence  d'un  cercle 
donné.  Prenant  le  plan  du  cercle  pour  plan  des  XY,  on  aura  pour 
son  équation 

a«  +  p«=0« (I) 

et  l'équation  de  la  sphère  dans  Tune  de  ses  positions  sera 

fa:  -  «)«  -4-  (y  -  p)«  +  z«  =  r« (2) 

Si  Ton  élimine  p  entre  les  deux  équations,  on  trouyera  une  équation 
finale  dans  laquelle  a  tiendra  lieu  du  paramètre  yariable;  prenons 
donc  la  dérivée  de  (2),  en  considérant  ^  comme  fonction  de  «  donnée 
par  réquation  (1);  il  viendra 

(x-«)  +  {y-p)^  =  0. 

Mais  réquation  (1)  donne 

dp 


da  p' 

la  dérivée  devient  donc 

{x  —  a)p  —  (y  —  p)a  =  0,     ou  bien    xp  —  ya  =  0 (3) 

En  éliminant  a  et  ^  entre  (I),  (2)  et  (3),  on  trouve  pour  la  surface 
enveloppe,  c'est4-dire,  le  tore, 

(x*  -4-  y*  -4-  «*  H-  a*  —  r*)*  =  4a'(x*  -*-  y*). 

Les  caractéristiques  sont  des  cercles  de  rayon  r,  renfermés  dans  des 
plans  passant  par  l'axe  Z. 

â*  exemple.  Trouver  la  surface  enveloppe  de  tous  les  plans  menés 
tangentidletnent  d  deux  paraboles  renfermées  dans  les  plans  des  XZ 
et  des  YZ.  Soit 

z^^ax-t-  by  -^  c 

l'équation  du  plan  dans  l'une  de  ses  positions.  Ses  traces  seront 
données  par  les  équations 

zt=zax  -^  c    et    jT  =  6y  -h  c. 
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Ces  droites  doivent  é(re  tangentes  aux  deux  paraboles 

si  donc  on  désigne  par  (x',  «')  et  (y,  z")  les  coordonnées  des  doux 
poiots  de  contact,  comme  l'équation  de  chaque  tangente  est 

on  devra  avoir 

a=P,     h=^^     et    c  =  ^-P^  =  z"-.^'. 

z"  z"      Cl     c       ;^         ^,         ;ï.  ^, 

A  cause  des  relations 

2'*=2pa:',     2"«  =  2py', 

la  double  valeur  de  c  devient 

z'      z" 
c  =  —  =^  — •  et  par  conséquent  z'  =  z". 

LVqualion  du  plan  mobile  prend  donc  la  forme 


P5  .  p'y  .  ^' 

z' 


^        ^  ■  V   •   2' 


dans  laquelle  la  constante  z'  change  de  valeur  avec  la  position  du 
plan. 

En  éliminant  s!  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  prise  par  rapport 
à  z^,  on  trouve  pour  la  surface  enveloppe 

z*  =  2px  H-  2p'y 

qui  appartient  à  une  surface  cylindrique  à  base  parabolique. 
Les  deux  équations  d*une  caractéristique  sont  ici 

px+Yy      z'  I      px-hp^y 

^= — 7— -^-ï    ^'     2^~?^~ 

qu*on  peut  mettre  sous  la  forme 


z'* 
z=3z'    et    px-4-p'y=  — 


30 
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On  voit  que  ces  lignes  sont  des  droites  parallèles  entre  elles  et  au 
plan  des  XY.  11  n*y  a  pas  d'arête  de  rebroussement,  ce  qui  résulte 

d'ailleurs  de  ce  que  la  troisième  équation  -j-^  =  0  est  incompatible 

avec  les  deux  autres. 

3"  exemple.  Trouver  la  surface  enveloppe  de  tous  les  ellipsoïdes 
concentriques  équivalents,  de  révolution  autour  de  l'axe  des  Z.  On 
trouve  pour  solution  la  surface  de  révolution  ayant  pour  équation 

z 

dans  laquelle  m  est  une  constante.  Si  la  somme  des  axes  devait  être 
constante  dans  ces  ellipsoïdes  de  révolution ,  la  surface  enveloppe 
aurait  pour  équation 

qui  appartient  à  un  hypocycloîde  de  révolution  autour  de  Taxe  des  Z. 
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Objet  du  calcul  intégral.  Existence  de  Tintégrale  d^uue  différentielle  donnée. 
Constante  arbitraire  qui  la  complète.  —  Intégration  des  différentielles  monô- 
mes algébriques.  —  Intégrales  logarithmiques.  —  Intégrales  circulaires  et 
trigonométriques.  —  Intégration  des  différentielles  trigonométriques.  —  Inté- 
gration par  parties.  — Intégration  des  différentielles  exponentielles. —  Fractions 
rationnelles.  —  Décomposition  des  fractions  rationnelles.  —  Cas  des  racines 
égales.  —  Cas  des  racines  imaginaires.  —  Cas  des  racines  imaginaires  égales.  — 
Intégration  des  fractions  rationnelles.  —  Intégration  des  fonctions  algébriques 
irrationnelles.  — Intégration  des  différentielles  binômes.  —  Formules  de  réduc- 
tion des  différentielles  binômes.  —  Intégration  par  les  séries.  —  Construction 
géométrique  d*une  intégrale. 

iâi.  Objet  du  calcul  intégral.  Existence  de  l'intégrale  d'une  diffé' 
rentielle   donnée.    Constante    arbitraire  qui    la   complète.    —    On 
appelle  intégration  Topération  par  laquelle  on  remonte  d'une  dérivée 
donnée  à  sa  fonction  primitive.  Pour  une  fonction  quelconque  donnée 
f^x  il  existe  nécessairement  une  autre  fonction  qui,  étant  différenciée, 
reproduit  la  première,  ou,  en  d'autres  terme§,  toute  fonction  donnée 
»  une  fonction  primitive;  en  effet,  concevons  que  dans  fx  on  donne  à 
jr,  qu*OQ  peut  toujours  considérer  comme  une  abscisse,  toutes  les 
iraleurs  possibles  depuis  x  =  0  jusqu'à  x  =  x,  en  prenant  pour  accrois- 
sement successif  une  quantité  très  petite  t;  soient  /^(o),  /^(i),  /\^i)i 
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/'(3i),  f{^i)>>*  f(x)y  les  valeurs  correspondantes  de  fx.  Porlons  à 
partir  de  A  (fig.  29)  sur  Taxe  des  X  des  parties  Aiw,  ww',  m*fn!\„ 
égales  i  i,  et  élevons  les  ordonnées  mb,  m'c^  m"d^,,.  Prenons  sur  Taxe 
des  Y  un  point  arbitraire  a  et  menons  at  de  manière  que  cette  droite 
fasse  avec  Taxe  des  X  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  soit 
égale  à  f{o).  Par  le  point  6  où  cette  droite  rencontre  «i6,  menons  6(' 
dont  rinclinaison  sur  Taxe  des  X  soit  donnée  par  f[i].  Par  c  menons 
de  même  ci''  fixée  par  f[^i)  et  ainsi  de  suite.  On  formera  de  cette 
manière  un  polygone  abc  de,.,  et  si  Ton  conçoit  que  Ton  passe  à  la 
limite,  en  faisant  décroître  indéfiniment  t,  le  polygone  sera  remplacé 
par  une  certaine  courbe  ayant  une  équation  à  la  vérité  inconnue,  de 
la  forme 

et  il  est  visible  que  fx  est  la  fonction  primitive  de  fx;  car  si  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe  on  mène  à  celle-ci  une  tangente,  Fanglc 

qu'elle  formera  avec  l'axe  des  X  aura  pour  tangente -j^  ou -—>  pour 

OX  ttX 

toute  valeur  de  or,  et  comme  il  résulte  de  la  construction  précédente 
que  cette  tangente  est  aussi  égale  à  fxy  on  aura 

On  voit  donc  que  la  fonction  /*  étant  dérivée,  reproduit  la  fonction  fx 
et  qu'elle  est  par  conséquent  la  fonction  primitive  de  cette  dernière. 
On  arrive  à  la  même  conclusion  sans  considérations  géométriques, 
en  remarquant  que  l'on  a  (N®  5) 

f(x~^h)'-fx 

J^ =  /  (^  -^  ^f^h 

dans  laquelle  fx  est  la  dérivée  de  fx  et  0  une  certaine  fonction  incon- 
nue de  x  et  de  h  dont  la  valeur  numérique  est  comprise  entre  zéro  et 
l'unité  positive.  Si  donc  on  fait  h  égal  à  —  x,  il  vient  en  remplaçant 
i  —  e  par  e', 

fx^fo-\-  xf  (O'x), 

et  comme  fx  est  la  fonction  primitive  de  /'x,  cette  équation  apprend 
que  pour  former  cette  fonction  primitive^  il  faut  multiplier  par  x  la 
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dérivée,  après  y  avoir  changé  x  en  Ô'a:,  et  ajouter  au  produit  le  terme 
fo  qui  représente  ce  que  devient  fx  quand  on  y  rend  x  nul,  c'est-à- 
dire  une  constante  indéterminée.  Celte  formule  ne  peut  servir  a 
trouver  la  forme  de  la  fonction  primitive  à  cause  de  Tignorancc  où 
Ton  est  sur  la  forme  de  0';  mais  elle  prouve  du  moins  Texislence  de 
cette  fonction  primitive. 

Il  est  à  remarquer  qu*à  la  dérivée  fx  correspond  la  différentielle 
pxdx  dont  la  fonction  primitive  /x,  que  l'on  appelle  alors  intégrale^ 
est  aussi  celle  de  la  dérivée  fx.  11  est  donc  indifférent  de  considé- 
rer fx  comme  la  fonction  primitive  de  la  dérivée  fx  ou  comme  l'in- 
tégrale de  la  différentielle  fxdx. 

L'intégrale  d'une  différentielle  s'indique  en  faisant  précéder  celle-ei 
du  signe  y  qui  se  nomme  signe  d* intégration;  l'intégrale  de  fxdx  est 
donc  désignée  par  J*  fxdx. 

II  suit  de  ce  qu'on  vient  de  voir  :  1<*  qu'en  différenciant  l'intégrale 
d'une  différentielle  donnée,  on  doit  retrouver  celle-ci;  2°  que  la  diffé- 
rentielle d'une  intégrale/* /xdx  qui  n'est  qu'indiquée,  s'obtient  en  sup- 
primant le  signe  J*,  et  3®  que  l'intégrale  d'une  différentielle  dfX  qui 
n'est  qu'indiquée,  est  fX  et  s'obtient  en  supprimant  le  d.  11  est  visi- 
ble aussi  que  l'intégrale  de  fxdx  peut  être  représentée  plus  générale- 
ment ^w  f  fxdx  -^  Cy  C  étant  une  constante  entièrement  arbitraire; 
car  la  différentielle  de  cette  somme  est  aussi  fxdx.  Cette  dernière  inté- 
grale se  nomme  intégrale  générale  pour  la  distinguer  de  la  première. 
la  différentielle  fxdx -^  Fxdx  —  fxrfx  a  de  même  pour  intégrale 
ffxdx  -t-  y  Fxdx  —  fyxdx  -i-  C,  car  en  différenciant  cette  dernière 
quantité,  on  retrouve  la  différentielle  donnée.  Enfin  si  A  est  un  coeffi- 
cient constant,  l'intégrale  de  A  fxdx  sera  A  ffxdx\  car  on  sait  que  la 
différentielle  de  A^fx  est  Ad^x  et  par  conséquent  la  différentielle  de 
A  ffxdx  est  A  fxdx. 

Ces  diverses  observations  donnent  lieu  aux  règles  suivantes  : 

I*  Pour  compléter  V  intégrale  d'une  différentielle  donnée  y  il  faut  y 
ajouter  une  constante  arbitraire. 

2*  ^intégrale  d'une  di/férentielle  composée  de  plusieurs  termes  se 
compose  des  intégrales  de  chacun  de  ces  termes  pris  avec  son  signe, 

ù*  On  peut  faire  sortir  du  signe  d'intégration  un  coefficient  con- 
stant qui  affecte  la  différentielle. 

122.  Intégration  des  différentielles  monômes  algébriques.  —  Occu- 
poos-DOus  d'abord  de  l'intégration  des  différentielles  monômes  les 
plus  simples.   On  trouve  les  intégrales  d'un  grand  nombre  d'entre 
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elles  en  comparant  les  dérivées  monômes  trouvées  au  commencemeol 
(lu  calcul  différentiel,  à  leurs  fonctions  primitives;  ainsi,  de  ce  que 

il  résulte  que  Ton  a 

J*nz'^-'*dz==z*y     ou     nfz'*~^dz  =  z*y     d'où    f  z"^"^  dz  =^  —  * 

n 

Si  Ton  remplace  n  —  1  par  m,  il  vient 


fz^dz  = 


W  -H  1 


c*est-à-dire  que  four  intégrer  une  di/férentielle  de  la  forme  «"dz,  tY 
faut  supprimer  dz,  ajouter  l'unité  à  l'exposant  m  et  diviser  par  ce 
nouvel  exposant. 

Cette  règle  est  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  de  m,  que  celle-ci  soit 
entière  ou  fractionnaire,  positive  ou  négative,  puisque  la  différentielle 
qui  y  a  conduit  est  générale;  on  a  donc 


t>  5 


/x''dx= -,  fV^Hx^fx^ rfx=-^  =  - V7x«, fadx=af3^dx=ax. 


adx  -~  3     --  3    a 

=  afx  ^dx= — -ax  '=  —  -t 


x«l7*»         "  S  ^Vx 


-—dx  =  afx*dx=-ax''  =  Ui/^,     f  "^^/^  ^/x  =  2i/jr, 
l/x  »  3  Jj/a; 

î 

ox"  H c  1  ax  =  a -+-  6 —  ex, 

X"*        y  n-hl         —  m -4-  4 

Pour  avoir  Tintégrale  générale,  il  faut  ajouter  partout  une  constante 
arbitraire.  La  même  règle  sert  à  intégrer  des  différentielles  de  la 
forme 

(ax" — 6x'*-h  c)P  dx,    ax^  (ôx* — ex"* —  e)P  dx,  asfl  (ôx"* -t-cy {ex'^-hfydXy 

pourvu  que  les  exposants  p,  r  soient  des  nombres  entiers  et  positifs; 
car  si  on  développe  ces  puissances  de  polynômes  au  moyen  du  binô:nc 
de  Newton  et  qu'on  effectue  les  multiplications  indiquées,  on  réduira 
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ces  différentielles  à  une  suite  limitée  de  termes  raonômes,  tels  que 
Ax'dx  que  l'oo  sait  intégrer.  C'est  ainsi  que  l'on  trouve 

Dans  certains  cas,  les  différentielles  de  cette  dernière  forme 
peuvent  s'intégrer  d'une  manière  plus  expéditive  et  sans  effectuer  le 
développement  du  polynôme,  et  par  conséquent,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  l'exposant.  Soit,  par  exemple,  à  intégrer  [ax  —  by  dx.  En 
faisant  ax  —  6  égal  k  z,  il  vient 

z  -^  b       j        dz 

X  = ,     ax  =  — 

a  a 

et  en  substituant,  on  trouve 

f{ax-'b)Pdx=fzP  —  =  -'fzPdz= -^-C==-^ L — ^C. 

^  a       a  ap-hi  a     p-fr-i 

Pour  (4x'  —  i]Px^dx,  on  représentera  4x' — 1  par  z  et  il  viendra  en 
différenciant. 


x*da:  =  g 


et  en  substituant, 


dz       1    J^  +  *             i 
flJix^—i)Px*dx=  fzP~  = = (4x»  — ly^^*. 

Enfin  pour  (ax"  -4-  6)'^  x"~*  rfx,  on  posera 

ax"  -h  6  =  2,     x"~*  r/x  =  —  i 

an 

m 

et  oii  trouve  en  substituant, 

^     (h        i     zP"^^         ^      (ax»-*-6y+« 

/' (ax'' -+- h)P X--' dx  ==  f  zP  —  =r -H-  C  =  ^ j ^-—-^  a, 

''  ^  '  ^       ra      na  p  -h  i  ;éa(p  -+-  1) 

CVsl  ainsi  encore  que  l'on  trouve,  en  faisant  i  — x*  égal  l\  z*, 
xrfx 


J 


|/l  —  x« 
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11  est  visible  que  celte  transformation  n'est  possible  que  lorsque  la 
différentielle  de  la  fonction  comprise  entre  parenthèse  ou  sous  le  radi- 
cal, représente,  à  un  coeflîcient  constant  près,  le  facteur  placé  en 
dehors  de  la  parenthèse  du  radical. 

125.  Intégrales  logarithmiques.  —  La  formule 


m  -+•  i 

est  en  défaut  lorsque  m  est  égal  à  —  1,  car  il  vient  alors 

/.il  ffif2       2*        ^       i        ^ 

,  J  z        0  0         ' 

intégrale  à  laquelle  la  présence  du  symbole  de  Tinfini  ôtc  tout  sens 

saisissable.  Cette  difficulté  provient  de  ce  que  l'intégrale  de  —  est 

z 

d'une  nature  toute  différente  de  celle  de  z'^dz;  on  a  vu  en  effet  que 

dz  d' 

la  différentielle  de  log  z  est-^»  d'où  il  résulte  que  l'intégrale  de— 

z  z 

est  log  ;:  ou,  plus  généralement,  log  z  -^  C.  L'intégrale  générale  n'était 

pas  cependant  fautive  pour  m  =  —  l,  car  en  mettant h  C  sous 

m  4-  i 

jj"»+* I  I  z"*+* i  0 

la  forme — h  C  h -= — h  C  qui  devient-  -+-  C 

m  -^  i  wi-hi         m-hi  0 

pour  m  égal  à  —  1,  on  trouve  log  z  pour  vraie  valeur  de  la  fraction 
correspondant  à  m  =  —  i . 

Cette  formule  permet  de  trouver  l'intégrale  d'une  différentielle  frac- 
tionnaire dans  laquelle  le  numérateur  est  la  différentielle  du  dénomi- 
nateur; car  en  représentant  ce  dernier,  quel  qu'il  soit,   par  2,   le 

dz 
nnmérateur  sera  dz  et  l'intégrale  de — est  log  z  +  C.  On  trouve  de 


cette  manière 


dx 

=  log  (x  —  tt)  -^  C, 


a 


$ 


J  ax 

(8x^  —  5)  dx 
2x*  —  3x  —  i 


==log(î2x*  — ox  — 4)-+-  C. 
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Od  peut  obtenir,  par  le  même  procëdé,  riiitégrale  d*une  différentielle 
fractionnaire  dont  le  numérateur  est  la  différentielle  du  dénominateur, 
i  un  facteur  constant  près;  car  si  Ton  représente  le  dénominateur 
par  z,  le  numérateur  sera  de  la  forme  ndz  et  Ton  aura 

C  ndz         f  dz 


[ndz         Çdz 

\ =n\  —  =  n log z  -4-  C, 


C'est  ainsi  qu'on  trouve 

Îdx         i  C    Zxdx         3 

On  obtiendrait  aussi  sans  peine  l'intégrale   d'une  différentielle  de 

Ax^dx 

la  forme  ; r--  >   lorsque  m  est  un  nombre  entier  et  positif;  car 

[a  -H  ox)* 

en  faisant  a  +  bx  =  z,  il  vient 

J*    Ax'^dx   C    A     [z  —  o)"*  , 

,      wfm  — 1)   ,  __,      m(m  — i)(m-— 2)   ,      , 

2"*  —  mcar-^  h —r-z — ■  a'z"^* ^ --f— ^a'«*»-'  -+-  etc. 

1^2 i.2.5 

=T-— I  fzr^dz  —  mafzr^'^dz  h Vt; -/zr-^-Hz  -+-  etc.    . 

ft«.+j|»/  «^  i.2        "^  ) 

Souvent,  au  lieu  d'ajouter  simplement  une  constante  arbitraire  C 
pour  compléter  l'intégrale,  il  est  plus  commode  d'ajouter  logC  ou 
alog  C,  qui  sont  aussi  des  constantes;  ainsi  on  posera 

l~»=logz-*-logC==log(Ca;),  \ ==log(x— a)+logC=logC(x— a). 

j  z  J  X  —  CI 

i 

Cette  intégrale  se  met  aussi  sous  la  forme  -log  C*  (x  —  a)*  pour  que 
le  logarithme  soit  réel ,  même  lorsque  C  ou  x  —  a  sont  négatifs. 

=>  n  log  z  +  n  log  C  =  n  log  (Cz)  =^  log  (Cz)*. 

31 


tfz 
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C    (fx         i  \  i  i 

i*  ax^dx  a 

^,-^=--logC(«*-x*). 

124.  Intégrales  circulaires  et  trigonotnétriques.  —  On  a  vu  dans 
le  calcul  différentiel  (N°  17)  que 

dx                                        dx 
d.arcsinxc= —  >     d .  arc  tans  x  = -: r* 

II  résulte  de  là  que  Ton  a 

$dx             •                             r     dx 
—  ■=  arcsinx  -4-  C    et     i- j=:apctangx -+- C. 

^\  —  x'^  J  1  -4-  X 

Ces  formules  servent  à  intégrer  toutes  les  différentielles  réductibles 

c                dx               dx  .    ,  dx  ^       , 

aux  formes  — ==  et -\  ainsi  pour  — -==2  »    on  fera  les 

|/i  __  x»       i  -^  «'  |/a«  —  X* 

transformations  suivantes  : 


$dx            i              a                  r      az  .    x 

=  I ^  =\ — =  arc  sin  z = arc  sin  ~ 

On  obtient  de  même  les  intégrales  suivantes  : 


$adx  a   (       dz  a  ,   z        a  .   x|/( 

—  = —  \  —  -= —  arc  sm  7  =  — ^arc  sin  -~- 

(/6«  —  cx«      l/^Ji/b^'-z*      i/c  ^      ]/c  ^ 

Jaxdx  a[         dz  a        ,    z       a        .    x* 

— =:==  =  s  1  -  =  â  ®^c  sm  —  =  -  arc  sin  -r^  • 

j/6*-x^      2j,/(6i)*_^i      2  6«      2  6« 

dx 


=-arctang«+Cs=-arctang-  -+-C. 

a  *^a 


f    cix    ^1  I        a       _ir   dg        1 

jo'-hx*      «I    .       ac*        oJl-4-«'      a 

J   1  -f-— - 
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$dx  Ç  (Ix  C     dz  \  \  -^  X 

La  différentielle 

dx 


d .  arc  cos  X  =  — 


{/i-   X 

conduit  aussi  à  l'intégrale 

dx 


\ 


l/i—x^ 


=  —  arc  cos  x  -+-  C, 


qui  se  prête  à  toutes  les  transformations  précédentes. 
De  la  valeur  de  la  différentielle  suivante 

dx 
d .  arc  sin  verse  x  =  — _-___-__ , 

|/2x  —  ar« 
i]  résulte  que 

dx 

|/2x 

Cette  formule  conduite  plusieurs  autres;  on  a  par  exemple, 

dx 


$dx 
—  c=  arc  sin  verse  x  -¥-  C. 

l/2x  —  X* 


f    dx    _  r     g     ^  f d^  ^ 

)|/2ax-x«""J        /T^ZZ       V2^~«' 


=  arc  sin  verse  z  -^  C 


/     X       X* 


arc  sin  verse-  -+-  C  =  arc  cos  (  1 )  h-  C 

a 


(-0 


On  a  de  même 

dx  r  dx  i    Ç         dx 


J  y^ax  —  6x* 


l/b 


/  c^  .       |/6Jj/2a'x— X* 

%  /   2— -X  —  X* 
V       26 


I                         X                 1                        2bx 
=  —;:r.arc  sin  verse—  -h  C  = — rare  sin  verse h  C. 

|/6  «  |/6  a 
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iS5.  Intégration  des  différentielles  trigonométriques.  —  Les  fonc- 
tions trigooomélrîques  monàmes  les  plus  simples  sont  : 

,         .       -  .       sin  xdx  , 

cosxax,    siQxax,     tangxax,    9    cotxax, 

cosx 

cosxdx  .  dx  dx  dx 

9    sinx  cosxax,     -r 


sin  X  sin  X  cos  x      sin  x      cos  x 

Les  deux  premières  s'intègrent  immédiatement  en  remarquant  que 
puisque  Ton  a  (N**  i  4) 

d .  sin  X  =  cos  xdx    et    c^ .  cos  x  =  —  sin  xdx  y 
on  a  aussi 

y  cos  xdx  s=  sin  x  -h  C    et    J*  sin  xdx  ==3  —  cos  x  -1-  C, 

/*  cos  axdx  ==  /"cos  ;s —  ==  -  sin  2  h-  C  =  -  sin  ox  -h  C. 

a       a  a 

La  troisième  et  la  quatrième  s'intègrent  en  remarquant  que  le  numé- 
rateur étant  la  différentielle  du  dénominateur,  on  a 

„  ,        fsin  xdx  _  ,      ^  ^ ,      /.r«        •  \ 

j  tang  xdx  5=  \ ==  —  log  cos  x  —  log  C  =  —  -  log  (C*  cos  *x) 

J    cos  X  2 

/*colxdxfi=\  — : =  log  sin  X  -4-  log  C  ==  -  log  (C*  sin  •  x) . 

J    sin  X  z 

Pour    avoir   l'intégrale  de   la    cinquième   différentielle,    faisons 
siux  =  j;  et  cosxdx  =  dz;  il  vient  alors 

z*              sin  *  X 
y*  sin  X  cos  xdx  =  J*zdz  =  —  -4-  C  ==  — h  C. 

L'intégrale  suivante  s'obtient  en  remarquant  que  l'on  peut  multiplier 
cette  différentielle  par  sin^x -h  cos^x  sans  changer  sa  valeur;  00  a 
donc 

$dx  f  (sin  •x  -f-  cos  *  x)  dx T  sin  xdx      T  cos  xdx 

sin  X  cos  X      3         sin  x  cos  x  j    cos  x        J    sin  x 

sin  X       1 
=  —  log  cos  X  -♦-  log  sin  x  h-  log  C  =3  log  C ==  -  log  (C*  tang  *x). 

cos  X       M 
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Pour  les  deux  diffëreDtielles  suivantes,  on  fera  ces  transformations  : 

dx 
r  dx        Ç  dx 1  ¥  _f       ^g 

3  sin  X       la.*  *  I     •    *  *  J  sin  2  cos  z 

•^  I    2sin-xcos-x       J    sin-xcos-x 

J  2  2  •'         2  2 

i  14 

=  -log(C«tang«z)=-log(C«lang«-x). 

(    dx        r         dx         _^       r     ^2""^  r   dz 

Jcosx      I    .    A        \^       I    .    A        \~^      jsinz 
Jsin(^--xj  Js.n(^--.xj  ^ 

=  -llogC*tang*l(^^-x^. 

Passons  i  la  différentielle  plus  compliquëe  sin*»x  cos*xdx.   En 
représentant  sin  x  par  z^  on  trouve 


cos 


X  =s  |/i  — a*    et    dx  = 


cfz 


|/T^z* 


5 


et  par  conséquent  en  substituant, 


n—\ 


ysin"'xcos"xrfx=yj2*"(l  —  z*)  *   dz. 

On  voit  donc  que  la  différentielle  proposée  se  ramène  toujours  à  une 
différentielle  algébrique  d*une  forme  particulière  dont  on  s'occupera 
plus  loin  (N**  435).  Une  transformation  semblable  rendra  algébriquie 
toute  différentielle  qui  ne  contient  que  des  lignes  trigonométriqoes. 
Dans  cette  différentielle,  m  et  n  sont  quelconques,  positifs  ou 
négatifs.  La  transformée  précédente  s'applique  donc,  comme  cas  parti- 
culiers et  en  faisant  successivement  m  et  n  négatifs,  m==^ny  ms=0, 
n  =  0,  aux  différentielles  suivantes  : 

(cosrxdx      fsîn*»xdx       fsin^xrfx        _              ,        fcos'xdx 
— : »     \ >     \ ==y  lang"*xax,     i  — ; 
^    sin^x        J    cos*x         J    cos^x        "^        ^    .          J  sin*x 

C    dx         C    dx 

= /'cot"xox,     fcos*xdx.     /sin**xdx,     \  -: >     \ 

^  ^    ^  >    ^  '     Jsin"*x      Jcos'x 
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Quand  m  ein  sont  entiers  et  positifs,  on  arrive  souvent  plus  simple- 
ment à  rintégrale,  en  remplaçant  sîn"*x  et  cos"x  par  leur  développe- 
ment trouvé  au  N"*  49  du  calcul  différentiel ,  et  Ton  n'a  plus  alors  qu'à 
intégrer  des  termes  de  la  forme  sin  px  cos  qx  dx  ou  cos  px  cos  qxtlx, 
dont  les  intégrales  sont 

y* sin  px  cos  qx  rfx=- /  sin  (p  +  q)  xdx  -*-  â/  sin  (p  —  q)  xdx 

À  À 

i  (  COS  (p  H-  g)  X        cos  (p  —  (Jf)  X  ) 

2(       p^q  p—q       \ 

i  \ 

y  cos  px  cos  qxdx=^--f  cos  (p  h-  qf)  xdx  -h  -  y*  cos  (p  —  y)  xdx 

i  [sin  (p-4-(jf)x      sin  (p  —  q)^\      ^ 
2(      p-f-qr  p  — qr       ) 

126.  Intégration  par  parties,  —  Souvent  dans  le  but  de  faciliter 
l'intégration,  on  fait  usage  d'une  transformation  qui  a  l'avantage  de 
faire  dépendre  l'intégrale  cherchée  d'une  autre  intégrale  plus  facile  à 
obtenir.  Cette  méthode,  fréquemment  employée,  et  que  l'on  nomme 
intégration  par  parties,  est  fondée  sur  ce  que,  si  u  et  v  sont  des 
fonctions  de  x,  on  a 

d  (uv)  =  vdv  H-  vdu, 
d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

ut)  =  f  udv'\- fvdu    et    J'udv'=uv — /vdu. 

Cette  dernière  équation,  qui  est  la  formule  pour  l'intégration  par 
parties,  fait  évidemment  dépendre  l'intégration  de  udv,  de  l'intégra- 
tion de  vdu.  Pour  en  faire  usage,  il  faut  décomposer  une  différentielle 
donnée  en  deux  facteurs  u  et  dv,  dont  l'un  soit  une  différentielle 
connue  dt7,  ayant  v  pour  intégrale,  l'autre  facteur  étant  représenté 
par  1/.  La  différentielle  donnée  sera  donc  udv,  dont  l'intégrale  sera 
connue  si  l'on  parvient  à  intégrer  vdu,  c'est-à-dire,  le  produit  de 
l'intégrale  du  facteur  différentiel  dv  par  la  différentielle  du  facteur 
fini  u. 

Prenons  pour  exemple  la  différentielle  x  sin  xdx  et  remplaçons 
sin  xdx  par  dv  et  x  par  u.  H  est  visible  que  v  sera  cosx  et  il  viendra 

y*x  sin  xdx  =  —  x  cos  x  —  J*  -  cos  xdx  =  —  x  cos  x  -4-  sin  x  -i-  C. 
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Considérons  encore  la  différentielle  x'^cosxdx  et  supposons  m 
entier  et  positif.  Si  Ton  intègre  successivement  par  parties,  en  faisant 
d'abord 

u  =  X*,     dv  =  cos  flcdx, 

puis,  en  posant 

u  =  x*""^ ,      dv  =  sin  xdx 

et  ainsi  de  suite,  on  trouve 

yx"*  cos  xdx  =  X"*  sin  X  —  m  y  x"*"*  sin  xrfx 
=x*  sin  X  -f-  fiix"*~*  cos  X  —  m  {m  —  i)  y  x"»~*  cos  xdx  =  x^  sin  x 
+  mx"-*  cosx — m  (m  — 4)  x"*"~*  sin  x  -t-  m  (m  —1)  [m  —  2)  yx"^' sin  xdx 

=sinx  jx"*  —  m  {m  —  i)x'*~*-t-m(m  —  i)  {m  —  2)  (m — Sjx*»"* j 

-+-  cosx  (mx"*"*  —  m  [m  —  1)  [m  —  2)x"'~'-+- j. 

427.  Intégration  des  différentielles  exponentielles.  —  L'intégrale 
de  la  différentielle  a'dx  se  déduit  aussi  d'une  formule  du  calcul  diffé- 
rentiel. On  a  vu  que 

d  .  a'  =  a'dxloga, 

d'où  Ton  tire  en  intégrant  les  deux  membres, 

a' 

a'  =  log  a  y  a^dxy    et    y  a'dx  «=  j h  C. 

log  a 

Cette  formule  conduit  sans  peine  aux  intégrales  suivantes,  en  effec- 
tuant les  transformations  indiquées, 

/i  -«     dz  4  -  i  ^ 

^       a  a  a 

On  peat  aussi  intégrer  toute  différentielle  de  la  forme  x**a'dx, 
quand  m  est  entier  et  positif  ou  plus  généralement,  Xa'dx  dans 
laquelle  X  est  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  x;  en  effet,  si 
l'on  intègre  par  parties  au  moyen  de  la  formule 

y  udv  c=  t«t?  —  y  vdu , 


256  CHAPITRE    VIII. 

en  faisant 


u  =  Xy     dv^=^a'dx    d'où    v  =  , 5 

logo 


il  vient 


fXa'dx  =  X:^ JL.fa'X'dx, 

-^  loga      loga"^ 

dX 
dans  laquelle  X'  représente  -7-  •  En  intégrant  successivement  de  la 

même  manière  et  en  représentant  par  X\  JT",  JT"',  etc.,  les  dérivées 

successives  -r-r-'   -r-r»  -rr^  etc.,  1  une  de  ces  dérivées,  et  par  con- 
dx*      dx*      rfx*  ^ 

séquent  toutes  les  suivantes  seront  nulles  si  la  fonction  JTest  entière, 

algébrique  et  rationnelle  et  on  aura 

a*  CL'  a*  a* 

fXa'dx  =  X, ^'^.^4-  A^"——  —  ^'"^_^  etc.-H  C. 

loga  log^a  log'a  log^a 

Si  X  n'était  pas  entier  et  rationnel ,  le  nombre  de  termes  du  second 
membre  serait  illimité,  et  l'intégrale  serait  exprimée  en  série  infinie. 
Ainsi  s'il  s'agit  d'intégrer  x"*a'dx,  m  étant  entier  et  positif,  on  posera 

Ar  =  x-,    X'  =  mx^-^,    ^"  =  m(m  — l)x"»-S 

X'"  =  m{m-'  i)  (m  —  â)»**-' ,     Jr<«+*>  =  0, 

,  a'    /  mx"»"*      m{m  —  l)x*»"' 

jx'^a'dx^=^- (  X"» ; 1 —^ — 

loga\  loga  log'a 


wi(m  —  4)  (m  —  2)x**-' 
log'a 


1.2.3.4 m\ 

log"»a      / 


En  effectuant  l'intégration  par  parties  dans  un  ordre  différent,  on  est 
conduit  à  une  autre  expression  de  la  même  intégrale  qui,  dans  ce  cas^ 
forme  toujours  une  série  infinie.  Ainsi  si  on  pose 

û'  =  M,     Xdx  =  dv ,     d'où    17  •=  f  Xdx'^ 
il  vient 

f  Xa'dx  =  a'X,  —  log  a  /X,a'dx, 

dans  laquelle  X,  tient  lieu  de  f  Xdx. 
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Si  l'on  continue  à  intégrer  de  la  même  manière,  en  faisant 

X„  =  fX,dx,    Xf„=^fX„dx,  etc., 
on  trouvera 
fXa'àx  =  Xfù'  —  X„a'  log  a  -4-  X„,a'  log*  a  —  X^^a'  log'a  -f-  etc.  -*-  C. 

-^dxy  il  vient 9  en  suppo- 
sant m  entier, 

1  11  il 

a;-        '  t,i__ia;m-4         "      (m  —  1  )  (iH  —  2)  «"•-• 

^'"  (m— i)(m  — 2)(m  — 5)  5?^* 

i  i 


'W/ 


(m  —  i  )  (fil  —  2)  (m  —  3)  (m  —  4)  x-^*        ' 

X  =:d=— i—      ^• 

■•-*  4.2.3.4 (m— 1)   a:' 


et  par  conséquent 

i^i^ /_J ^'    ,  'Qg^  ^' 

Jx"  \m— ix**-'      (w  —  4)(iw  —  2)a;*"~' 

log*o  n*  log*"*o       Ta'rfxX 

f.2.3....m  —  4;    x   / 


m— 3 


(m  —  i)(m  —  2)(m  —  3)  x 

On  voit  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'exposant  m,  s'il  est  entier 

o'ux 
et  positif,  on  devra  toujours  arriver  &  la  différentielle que  l'on 

X 

ne  sait  intégrer  que  d'une  manière  approchée,  comme  on  le  verra 
plus  loin. 

Un  procédé  d'intégration  analogue  peut  être  appliqué  à  la  différen- 
tielle jriog"xdx;  car  si  l'on  intègre  par  parties,  en  représentant 
fXdx  par  X,^  on  trouve 

f  X  log'^xdx  ==  X,  log* X  —  nfX,  log *-*  xd  log  x 


—  log"~*xrfx. 

X 


32 
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On  aura  de  même,  en  faisant 

J  X  J    X     . 

savoir  :  (i) 

/  jriog*xrfx  =  ^,log»x  —  nX,f  log»-*  X 

-^n(n^  i)X„,  log*-«x  —  n(n  -  i)  (n  —  2)X,„,  log-'x 

On  trouve  de  cette  manière  : 

/  log  xrfx  =  X  log  X  —  X  -H  C. 

/xMog-xdx=£^jlog«x-^log-x^^^ 

(m  H- 1)* 

Si  n  était  négatif  dans(l),  cette  formule  devrait  être  modiGée.  En 
intégrant  encore  par  parties»  il  vient,  en  remarquant  que 

f     ^      dx_rdz z-*-^^_  — i         i 

)  log"x  X       )  z*»  n — 4      n  —  1  log*~*x' 

savoir  : 

Xdx       Ç  ^       i     dx  Xx  i      [  d{Xx) 


)log"x      )        log*x  X  (n  —  i)log*~*x      n — ijlog*~~*x' 

et  Ton  voit  que  Texposant  n  dans  Tintégrale  du  second  membre  est 
diminué  d*une  unité.  £n  changeant  successivement  dans  cette  for- 
mule, n  en  w  —  i ,  w  —  2,  n  —  5,  etc.,  l'exposant  de  log  x  diminuera 
d'une  unité  à  chaque  opération ,  en  sorte  qu'on  sera  nécessairement 

C  Zdx 
conduit  à  une  intégrale  de  la  forme  i- dans  laquelle  Z  représente 

une  fonction  de  x. 

428.  Fractions  rationnelles.  —  Passons  à  l'intégration  de  différen- 
tielles algébriques  plus  compliquées,  et  occupons-nous  d'abord  des 
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diffcrentielles  ralionnelles.  Leur  forme  la  plus  générale  est-— -5   Xet 

JT' étant  des  fonctions  de  x,  telles  que  a  h-  6x  -♦-  cjc'  -4-  dx'  h-  ex*  -+-  etc. 
On  peut,  sans  diminuer  la  généralité  de  la  méthode,  admettre  que 
le  polynôme  X  est  d'un  degré  moins  élevé  que  X^  ;  car  si  cela  n'était 
pas,  on  effeetuerait  la  division  de  X  par  X^  jusqu'à  ce  qu'on  trouvât 
un  reste  X'^  d'un  degré  inférieur  à  A*  et  en  représentant  par  Q  le 
quotient,  on  aurait 

X'^^'^  X' 
et  par  conséquent 


y'X'^^^^^^^'^SlP^^ 


dans  laquelle  Q  se  compose  de  termes  de  la  forme  ax",    et  l'on 

voit  que  l'intégrale  cherchée  dépendrait  de  l'intégration  de  la  fraction 

X" 
rationnelle  -^  dx  dans  laquelle  le  numérateur  est  un  polynôme  entier 

et  rationnel  en  x  d'un  degré  moins  élevé  que  le  dénominateur.  C'est 
ainsi  que  pour  intégrer 

3j*— 6x«-*-l  ,            ,         5x*— 6x«-h4       ^  ,      ^  i— i2x 

ax,    on  fera    — r — —  =  5x'  ■+-  6x 


x«— 2x4-2       '  x«  — 2x4-2  x«— 2x4-2 

Oo  peut  aussi  admettre  que  le  coefficient  du  terme  de  plus  haute  puis- 
sance de  X  au  dénominateur  est  toujours  l'unité;  car  si  cela  n'avait 
pas  lieu,  il  suffirait  de  diviser  le  numérateur  et  le  dénominateur  par 
le  coefficient  de  ce  terme.  De  cette  manière 

2x*  —  Zax^  —  a'  .       .  ,    ^  îx'  —  or'  —  {a^ 

serait  mis  sous  la  forme 


5x*  —  5o'x  4-  2a*  x* — \a^x  4-  |a* 

Enfin  on  peut  admettre  que  la  fraction  rationnelle  est  de  la  forme 
ox*"^  4-  6x"*"'  4-  ex"*"'  4- 4-  px  4-  q 


x*  4-  ex"»~*  4- 4-  rx  4-  5 


j 


car  si  le  degré  du  numérateur  était  inférieur  de  plusieurs  unités  à 
celui  da  dénominateur,  il  suffirait  de  rendre  nuls  quelques-uns  des 
coefficients  a,  b,  e 
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129.  Décomposition  des  fractions  rationnelles,  —  L'intégration  des 
fractions  rationnelles  étant  entièrement  fondée  sur  la  décomposition 
de  ces  fractions,  nous  nous  occuperons  d'abord  de  cette  théorie. 

Considérons  la  fraction  rationnelle '- — ^ ? . 

X"*  -4-  ex**"* -H  rx  -4-  s 

Représentons  par  «,  p,  7 les  racines  de  l'équation 

X**  -4-  ex"*^  -♦- -h  rx  -+-  «  =  0. 

Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  apprend  que  roa 
a  identiquement 

X**  -H  ex*-* H-  rx  -♦-«  =  (x  — a)(x — p)  (x  — 7) 

et  la  fraction  rationnelle  devient 

ox**"*  -4-  ôx**^*  H- -*-  px  -*-  ç 


(x-a)(x-p)(x~7), 


Nous  examinerons  successivement  :  l*'  le  cas  où  toutes  les  racines 
a,  p,  7  sont  réelles  et  inégales;  â"*  le  cas  où  quelques-unes  sont  égales, 
et  enfin  3**  le  cas  où  quelques  racines  sont  imaginaires. 

Si  les  racines  sont  réelles  et  inégales,  la  fraction  rationnelle  peut 
toujours  être  décomposée  en  fractions  simples  du  premier  degré,  de 
manière  que  l'on  ait 

ax*~* -4- 6x"*-*  H- -t-px-+-ûr  ABC  ,., 

■ =-= 1 1 H fi) 

(x  — a)(x  —  p)  (x  —  7) X  —  a      X  — p       X  —  7 

A^B^C étant  des  constantes  à  déterminer,  c'est-à-dire  qu'on  peut 

toujours  assigner  à  A^ByC des  valeurs  constantes  telles  que  le 

second  membre  soit  égal  au  premier  pour  toute  valeur  de  x;  en  effet, 
si  on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  par  le  dénominateur 
du  premier,  il  vient 


ox"^*  -♦-  6x"*~'  -4- -4-  px  -H  ç  =»  i4  (x  —  p)  (x  —  7) 

-4-^(x  — a)(x  — 7) -4-  C(x  — a)(x—  f) 

et  il  est  visible  que  si  le  dénominateur  de  la  fraction  rationnelle  est  du 
degré  m  en  x,  c'est-à-dire,  s'il  renferme  un  nombre  m  de  facteurs 
X  —  a,  X  —  p,  etc.  les  constantes  A^B^C^  etc.,  dans  l'équation  précé- 
dente, seront  en  nombre  m  et  seront  multipliées  chacune  par  un 


CALCUL    INTEGRAL.  261 

nombre  m  —  1  de  facteurs  x  —  a,  x  —  p,  etc.;  par  conséqueot,  en 
effectuant  les  multiplications  du  second  membre,  on  obtiendra  une 
fonction  rationnelle  du  degré  m  —  i.  Cela  posé,  la  possibilité  d'effec- 
tuer la  décomposition  de  la  fraction  rationnelle  en  fractions  simples^ 
dépend  de  la  possibilité  d'assigner  h  Ay  By  C des  valeurs  constan- 
tes qui  rendent  identiques  les  deux  membres  de  celte  égalité;  or,  si 
J'oo  effectue  les  multiplications»  le  second  membre  prend  la  forme 

âfccr-*  -♦-  iVx"^*-*- H-  PX-+-  Q. 

Les  coefficients  M^  N..,..  P,  Q ,  outre  les  racines  a,  p,  7 ,  ren- 
ferment les  constantes  inconnues  A^  B^  C lesquelles  restent  évi- 
demment à  la  première  puissance  et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles. 
Pour  trouver  les  valeurs  deA^B^C qui  rendent  identiques  l'équa- 
tion 

ox*-^  -4-6x*»-*  -*- px  ■+■  q  =  Mx*^-*  -♦-  ^Vx**"*  -4- -h  Px  -♦-  Q 

il  suffit  de  poser  les  égalités 

M:=a,    N=b..  ..    P  =  py     Q  =  q 

dont  le  nombre  est  marqué  par  celui  des  coefficients  a,  b,  c p,  9, 

c'est-à-dire  qu'il  est  égal  h  m.  Ces  équations  étant  en  nombre  m  comme 

celui  des  inconnues,  et  du  premier  degré  en  A^B,  C donnent 

pour  ces  quantités,  des  valeurs  toujours  réelles. 

Prenons  pour  exemple r*  En  égalant  le  dénominateur  à  zéro, 

X*  —  c* 

pour  avoir  les  racines,  il  vient 

X*— c*  =  0,     d'où    x  =  ±c; 

les  facteurs  du  premier  degré  du  dénominateur  sont  donc  x  —  c,  x  -♦-  c 
et  Ton  fera 

eue  —  6  ax  —  b  A  B 


X 


X*  —  c*      (x  --  c)  (x  -♦-  c)      X  —  c      X  -*-  c 

En  réduisant  au  même  dénominateur  et  égalant  les  numérateurs,  il 
vient 

ax —  6  =  i4(x  -h  c)  •+-  B{x  —  c)  =  (/l  ■+-  B)x  -+-  Ac  -—  Bc^ 
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que  l*on  rend  identique  en  posant 

a«=i4-f-5,     — b  =  Ac — Bc, 

d'où  Ton  tire 

ac  —  6       ^      ac  •*-  b 
A=—- — >    ^  =  —7; 

2c  2c 

On  fera  de  même  sur  l'exemple  suivant,  les  transformations  indiquées  : 

5x*  —  2x  -f-  i 5x*  —  2a;  H-  i 

X*  -♦-  2x'  —  5x*  —  6x      x(x  -*-  i)  (x  —  2)  (x  -t-  3) 

i4  ^  C  D 

=  — I 1 1-  ; 

X      x-t-  4       X  — 2      X  -4-  5 

3x«  —  2x  +  i  =  i4 (x'  H-  2x«  —  5x  —  6)  -♦-  ^(x'  -+-  x«  —  6x) 
-*-  C:(x»  -f-  4x*  -♦-  3x)  -♦-  D{x^  —  X*  —  2x), 
équation  que  l'on  rend  identique  en  posant 

—  5i4— 6^-*-3C— 2Z>  =  — 2,     —6.1=4, 
d'où  l'on  tire 

Les  valeurs  de  ces  constantes  peuvent  être  obtenues  d'une  manière 
beaucoup  plus  cxpédilivc.  Si  l'on  représente  par  Fx  et  par  fx  les 
deux  termes  de  la  fraction  rationnelle  et  qu'on  multiplie  par  fx  les 
deux  membres  de  l'équation  (i),  il  vient 

„         .     fx  «    A"  ^    fx 

Fx^À-J- -4-/?-^— r4-C    ' 


X  —  a  X  —  p  X  —  7 

Cette  équation  devant  exister  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  on  pourra 
y  faire  successivement  x  =  a,  x  =  p,  etc.  Pour  x  =3  a,  il  vient 

Fa^A-t^^BJ^^^cJ^^ 

a — a  a  —  p  a  — 7 
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et  comme  a  est  une  racine  du  dénominateur  de  la  fraction  rationnelle, 
on  doit  avoir  /«  =  0,  ce  qui  fait  disparaître  tous  les  termes  à  Texcep- 
lion  du  premier,  qui  se  réduit  à  §.  On  obtient  la  waie  valeur  de  la 

fraction  A  ^ en  prenant  les  dérivées  des  deux  termes,  et  il  vient 

Af'oL^  en  représentant  par  f'oL  la  dérivée  de  fx  dans  laquelle  on  rem- 
place X  par  a;  on  a  donc 

Fol  =  AroL     ou     A  =-27-  • 

On  trouve  de  même ,  en  faisant  x  =  p  et  en  observant  que  /*p  =  0, 

n 

130.  Cas  des  racines  égales.  —  Si  parmi  les  racines  «,  p,  7 du 

dénominateur  il  y  en  avait  quelques  unes  d'égales  entre  elles^  ce  mode 
de  décomposition  ne  serait  plus  possible;  car  en  supposant  ol  =  ^ 
dans(l)  du  (NM29),  il  vient 

ax"^*  -h  6a*~"* H-  px  -^  q         A*  C 


(x  — a)«(x-- 7) X  — a       X  — 7 

la  constante  A'  tenant  lieu  de  A  -^  B. 

Or,  en  cbercbant  à  déterminer  les  constantes  A'^  C ainsi  qu'on 

Ta  fait  au  (N"  129),  on  obtiendrait  encore  un  nombre  m  d'équations, 

tandis  que  celui  des  inconnues  A\  C serait  réduit  à  m  —  i.  Cette 

impossibilité  cesse  si  l'on  effectue  la  décomposition  de  la  fraction 
ralioDDelle  de  cette  manière  : 

ox*"^ -*- ôx**"* -f-px-t-ç  A  B  C  D 


•  «  •  < 


(x — «)*  (*  —  7)  (îc  —  e) (x  —  a)*      X — a      X — 7      X  —  e       ' 

car  on  pourra  faire  tous  les  calculs  indiqués  pour  le  cas  des  racines 

inégales  et  l'on  obtiendra  pour  déterminer  A^ByC un  nombre 

d'équations  égal  h  celui  de  ces  inconnues. 

x'  -t-  X*  -♦-  2 

Prenons  pour  exemple  — -— >  dont  le  dénominateur  a 

X*  —  2x'  -h  X 

pour  racines  x  =  0,  x  =  —  I  deux  fois,  x  =  i  deux  fois.  On  posera 
x'-t-x«-^2i4  B  C  D  E 


X*  —  2x* -h  X      X      (x  —  i)'      X— i      (x -*- 1)*      X -+- i 
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d'où,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  égalant  les  numérateurs, 

a;3  ^x«  -4-  2  =i4  (x  — i)*  (x  -f- 1)«  -+-  ^x{x  -h i)« ^  Cx(x  —  4)«  (x  -+-  4 )« 

-4-Dx(x  — i)«-*-  ^x(x  — ^r(JC-^i), 

équation  qu'on  rend  identique  en  égalant  les  coeiBcients  des  mêmes 
puissances  de  x  dans  les  deux  membres.  Résolvant  ensuite  ces  équations 
par  rapport  à  A^  By  C ,  on  trouve 

A=2,    B  =  i,     C=-|,    D 1,    ^  =  -i- 

S'il  y  avait  un  nombre  r  de  racines  égales,  on  ferait 


ax**~* -♦- 6x*""* -hpxH-qf  A  B 

ix  —  ay{x  —  p)(x  —  y) (x  —  ay       (x  —  a) 


f^-i 


E 


X  —  a      X  —  p      X  —  y        ' 

et  s'il  y  avait  plusieurs  groupes  de  racines  égales,  la  décomposition  se 
ferait  de  cette  manière  : 

ax*"""*  H- 6"*""* -f-px-4-qf  A  B  E 


(x  — a)''(x— P)'(x  — v) (x  — a)*"       (x  —  a)»^*  x  —  a 

F  G  K  L 

(x  —  p)' "*"  (x  —  p)--< "^x  — p'*'x  — 7 

Par  exemple  pour  (^/^~f  Jg"~l^  ^)>  on  posera 

X»  —  x*-t-x  —  1  A  B  C 


(x  — i)'(x  +  2)«(x+i)      (x— 1)5      (X  — 1)«      x~i 


D  £  F 

+ 


(x  H-  2)«      X  ^  2      X  -♦-  1 

On  peut  aussi,  en  employant  le  calcul  différentiel,  arriver  aux 
valeurs  de  ces  constantes  inconnues,  d'une  manière  souvent  plus  expé- 
ditive.  Représentons  encore  par  Fx  et  fx  les  deux  termes  de  la  fraction 
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rationnelle  et  par  a,  ^,.7 les  racines  du  dénominateur.  Supposons 

que  a  soit  r  fois  racine  de  fx  =0,  de  sorte  que 

fx  =  [x  —  a)'  {x  —  p)  (x  —  y) =  (x  —  a)'"yx; 

7X  ne  renfermera  plus  de  racines  égaies  à  a  et  Ton  aura 

Fx  A  B  C  E 


•••■•' 


(x  —  af  ffX        (x  —  «)*•        (x  —  a)»^*        (x  —  a)»^*  X  —  a 


F  G 


d'où 


X  —  p       X  —  7 


Fx 

=A  H.5(x  — a)  H-  C(x  — a)« -f-£(x  — a)»^* 

yx 


F{x— a)»-       G(x  — a)* 


X  —  p  X  —  7 

Px 
Représentons  —  par  ^x\  il  vient  en  dérivant  l'équation  précédente, 

fX 

d^x 

-j-    ou    yx  =  B  -h  2C(x  — a) H-  (r  — 4)F(x  — a)*^«-t-etc. 

d^lx 

—•     ou    y'x  =  2C-4- -4-(r  — i)(r  — 2)F{x  — ot)'^'-hClc. 


-P^     ou    ^^'^*  X  =  (r  —  i)  (r  —  2)  (r  —  3) 5.2.1^  ■+-  etc. 

puis  faisant  x=»a  dans  ces  équations  et  observant  que  tous  les  termes, 
les  premiers  exceptés,  conservent  le  facteur  x  —  a  et  disparaissent  par 
conséquent  quand  x  =  a,  il  vient 

Fa                                                 Vol  ^(^^U 

i4=  — =  K     J?  =  fa,     C  =  f- ,E  = 


ffa       ^  "  ^   "  1.2        '  1.2.3....  (r—1) 

Quant  aux  constantes  F,  G,  ff. qui  se  rapportent  aux  autres  raci- 
nes, OD  les  déterminera  comme  plus  haut,  c'est-à-dire  qu'on  posera 

„      F6       ^      Fy 
F='j^y     ^==7r'     etc. 

33 
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i5i.  Cas  des  racines  imaginaires.  —  Supposons  enfin  que  parmi  les 
racines  a,  p,  7,  (T....  du  dénominateur  de  la  fraction  rationnelle,  il  se 
trouve  des  racines  imaginaires;  on  pourrait  encore  poser 

Fx         A  B  C  D  ^ 

--r  = \ H 1 -1  -H  etc. 

fx        X  —  a       X  —  p       X  —  7       X  —  o 

et  déterminer  A^B^C^  D....  par  les  méthodes  précédentes;  mais  les 
équations  qui  doivent  servir  à  déterminer  ces  valeurs,  renfermant  les 
imaginaires  a,  p,  7,  ^  etc.,  conduiraient  à  des  expressions  imaginaires 
pour  ces  coefficients.  On  peut  éviter  cet  inconvénient  en  observant 
qu*ii  résulte  de  la  théorie  des  équations  :  i"*  que  la  racine  imaginaire 

a  doit  avoir  la  forme  a  -*-  6  j/ —  i,  2"  que  si  a  -h  6 1/ —  1  est  une 

racine  de  /x,  a  —  b  i/—-  i  est  nécessairement  une  deuxième  racine  ; 
d'où  il  résulte  que  fx  sera  généralement  décomposable  en  facteurs  du 
premier  degré  de  la  forme 


(x— a— 6  /^)  (x— a-^6  j/-l)  {x-a'—h'l/—i)  {x—ar-^V]/^) 

(x  — e)(x  —  ç)... 
e,  r....  étant  des  racines  réelles;  ou  bien,  en  observant  que 

[  (x  —  a)  —  6  |/^]  [  (x  —  a)  ■+-  6  j/^=l]  =  (x  —  a)«  ■+-  b\ 

fx  pourra  être  décomposé  ainsi 

/x  =  [ (x  —  a)«  4-  6*]  [(x  —  o')«  +  6'»]....  (x  —  s)  (x  -  Q 


qui  ne  renferme  plus  de  traces  d'imaginaires  et  dans  laquelle  les  fac- 
teurs du  premier  degré  correspondent  aux  racines  réelles,  et  les 
facteurs  du  second  degré,  aux  différents  couples  de  racines  imaginaires 

Fx 

conjuguées.  Cela  posé,  on  décomposera -7- de  la  manière  suivante  : 

Fx  Ax-^-  B  A'x  -h  ^'  CD 


fx       (x  — a)«-^6«      (x  — o')*-^*/*  X  — e      X  — ç  "" 

La  possibilité  d'une  semblable  décomposition  résulte  de  ce  que  les 
coefficients  Aj  Bj  A\  i?',....  sont  visiblement  en  nombre  m  et  qu*on 
peut,  en  suivant  la  marche  indiquée  précédemment  (N"»  429),  trouver 
pour  ces  coefficients  des  valeurs  constantes. 
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432.  Cas  des  racines  imaginaires  égales.  —  Si  fx  rcnferiDait  des 
racines  imaginaires  égales,  si,  par  exemple,  on  avait  a  =  a'^  b  =  b\ 
la  décomposition  précédente  devrait  être  modifiée,  car  il  viendrait  sans 
cela, 

Fx      {A'\'A')x-^B'\'B'  C  D 

= H H 1 , 

fx  [x  —  a)*  ■+-  6*  X  —  e      a:  -4-  Ç 

ou  bien,  en  observant  que  A  -^  A'  ei  B  -^  ff  forment  deux  constantes 
i4"eti?", 

Fx         A^x-^-B"  C  D 

fx      (x  —  a)'  -h  6*  X  —  e     x  —  ç 

et  le  nombre  des  coefficients  indéterminés  A^\Bf\ C^D  n'étant 

plus  égal  au  degré  m  du  dénominateur,  on  ne  pourrait  plus  déter- 
miner leur  valeur  comme  on  l'a  fait  au  N""  429.  L'analogie  conduit 
dans  ce  cas  à  un  mode  de  décomposition  semblable  à  celui  adopté 
pour  le  cas  des  racines  réelles  égales.  Supposons  que  le  facteur  du 
second  degré  (x  —  o)*  -f-  6*  soit  contenu  r  fois  dans  /x  ;  on  fera 

Fx  Ax-\-B  A'x-^W  A^'x-^-B" 


fx      [(x  —  a)«  -i-  b^Y      [{x  —  a)«  h-  6*]'^*  (x  —  a)«  -h  6« 

C  D 


X  —  e      X  —  ç 

où  le  nombre  de  coefficients  A^B^A\ff est  visiblement  égal  à 

celui  des  racines  de  fx.  Pour  déterminer  ces  coefficients,  on  multiplie 
les  deux  membres  par  fx  ou 

[(x  -  a)« -H  6*]* (x~e)(x~C) , 

et  il  vient 

Fx  =  (i4x-4-^)(x--e)(x—  ) 

-♦-  (.4'x  -*-  B')  [(x  — a)«  4-  6«]  (x  — e)  (x—  ç)  -t- 


dont  les  deux  membres  devront  être  rendus  identiques,  comme  au 

N*  129. 

x'  — 1 
Prenons  pour  exemple  -^_^-^^^^_^j^-_^ ,  dont  le  dénomi- 
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nateur  a  pour  racines  —  2,     in-  |/^1 ,     i  -—  {/ — ! ,     1  -f-  j/^1 
et  1— ^^ — i.  On  a 

x«— 2x*H-8x*  — i2xH-8 

=- [{x  —  i)« -f-  ip  (x-f-2)  ==  (x«—  2x-t-  2)»(x-*-  2) 
et 

x^— 1 ^       Ax-^B  A'X'^B'  C 

x^  —  2x*-4-  8x*  — i2x  -t-S "^  (x«  —  2x H-  2)*  "*"  x«  — 2x-t-2  "*" x-t-2 ' 

d'où  l'on  tire,  en  rendant  les  deux  membres  identiques, 

90        „  i60       ,,        9         ^       64        ^  « 


iOO  100  iOO  100  iOO 

Observons  que  si  l'on  peut  décomposer  les  fractions  rationnelles  par 
plusieurs  procédés,  on  doit  cependant  arriver  au  même  résultat,  quelle 
que  soit  la  marche  suivie;  car  si  l'on  avait 

ABC  A'  ff  C 

-*-  etc.  = ;  H 77  H ,  -*-  ClC.  , 


X  —  a        X  —  P        X  —  7  X  —  o/       X  —  p'       X  —  y 

comme  le  premier  membre  devient  infini  pour  x  =  a,  il  faut  que  l'un 
des  termes  du  second  membre  devienne  aussi  infini ,  ce  qui  exige  que 
tf',  par  exemple,  soit  égal  à  a.  En  multipliant  ensuite  les  deux  membres 
par  X  —  a,  il  vient 

Ah-B -*-  c H  etc.  =  il'  -4-  B' -H-  C r-^  etc. 

X — p      X  —  7  X  —  p'       X  — y 

qui  se  réduit,  pour  x  =  a,  à  ^  =  il',  et  ainsi  de  suite. 

155.  Intégration  des  fractions  rationnelles.  —  Revenons  à  Tinté-- 
gration  des  différentielles  algébriques  et  rationnelles.  Il  est  évident 
qu'après  avoir  effectué  les  décompositions  indiquées  dans  les  articles 
précédents,  on  n'aura  plus  qu*à  intégrer  des  différentielles  de  la  forme 

ildx  ildx  [Ax-^-B) dx         {Ax  -h  B)  dx 

X— a'     (x  —  a)'- '      (x  — a)*-+-p«'     [{x  —  a)«  -*- p^f  ' 


CALCUL    INTÉGRAL.  2G9 

La  première  intégrale  se  trouve  immédiatement;  elle  est  A  log  {x  —  a]. 
Pour  obtenir  la  seconde,  on  fera 

X  —  0L=iZ,    d'où     dx  =»  dz, 
et  il  viendra 

r  H-  i 


$Adx  rrfz_  i4r-^+'       A{x  —  ay 

[x  —  «)•■         Jz*"       — r-hi  — r -t- 


La  troisième  s'obtient  de  même  en  faisant 

X  —  a  =^  z,     dx  =  dzy 
d'où 

l^ ^_— =i — _ — dz=A\-- — Tz-^(AoL'^B)\  — 


Az-^AoL-^-B 

z*-»-p* 

/^a-t-£> 

'l      P      > 

i4a-^5 

P' 


-log(z*  +  p«)  +  f — g— )arctang-=-log[(x-a)«  +  p«] 

arctang— — î- 

P  P 

Enfin  la  quatrième  intégrale  peut  être  transformée  de  la  manière 
suivante  : 


r       Ax -^  B  ÇAz-^-Aa-^B      AC 


âjzdz 


rfif 


ll\  f  __^L_—  "*  (^*  ■*"  P*)"^^*       Aœ-hB  [  p 

~¥    — r-+-l     ■*■     p«-»    3  («'*-*-!)•"' 
Pour  obtenir  cette  dernière  intégrale,  observons  que 
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mais  en  intégrant  par  parties,  il  vient 


C     z'Hz!         r 


(z'*-f-i)'-  2(r  — i)(z'«-+-  i)--* 


2(1 
et  en  substituant  dans  la  précédente,  celle-ci  devient 

ds! 


r       dTl i t!  2r  — 5  f 

3  (s"  -^  i)*^""2(r—  1)  (z'«H-i)--*"*'2(r— 1)3(2'* 


i)*-* 


qui  fait  dépendre  la  première  intégrale  d'une  autre  toute  semblable, 
mais  dans  laquelle  r  est  remplacé  par  r  —  i.  Le  nombre  r  étant  quel- 
conque mais  entier,  peut  être  remplacé  successivement  par  r  —  1, 
r  —  2,  r  —  3,  etc.,  et  il  vient 

ds!  1  z'  "ïr  —  ^  C        d7f 


[        did  \ z'  2r  — 5  r 

3  («'*  -4-  i)'^  "" 2(r  — 2)  [tI^  -4-  i)--«  "*"  2(r  — 2)3  (s"  -+-  1)'^* ' 

f        rfz^ i t!  2r  — 7   r        dz^ 

3  (z'*  -*-  i)»-*  "" 2(r  —  3)  (F^np'"*'  2(r  —  3)3  (^*  -*-  1)'^=^ 

et  comme  r,  nombre  entier  et  positif,  diminue  d'une  unité  à  chaque 

f     d^ 
opération,  on  sera  nécessairement  conduit  à  l'intégrale  i-;^ qui 

est  connue  et  égale  à  arc  tang  s!. 

La  théorie  des  fractions  rationnelles  conduit  sans  peine  aux  inté- 
grales suivantes  : 

r     dx     __  1         C(a-f-x)       r(2-— 4x)rfx_     ^  C 

3a«— x«~2â  ^^    a  —  x    '    3^'  — ^  —  2""  ^^(x«  — x— 2)«' 


$ 


r  x'  -4-  X*  -4-  2  i  Cx*  X  -H  5 

3  X»  —  2x5  -4-  X  ^  =  4  ®8  ^^j  _  IJ3  (^  ^  i)«"~  2(x*  —  1)' 

X«-4-X-4-i  ,  3X«  — X-4-4         i,        C(x«-*-i)5(x—  i)« 

dx=   ,    ^  , 7r--*-S*<>g 


x*(x«-+-i)«(x  — i)  4x(x«-4-l)        8    ^  x" 


134.  Intégration  des  fonctions  algébriques  irrationnelles.  —  Pour 
intégrer  des  fonctions  algébriques  qui  renferment  des  radicaux,  le 
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moyen  le  plus  simple  consiste  à  les  transformer  en  d^autres  qui  soient 
débarrassées  de  ces  radicaux  et  qui  puissent  par  conséquent  être  inté- 
grées par  la  méthode  des  fractions  rationnelles.  Ces  transformations 
sont  toujours  possibles,  lorsque  les  quantités  placées  sous  les  radicaux 

sont  toutes  monômes;  ainsi — g dx  devient  rationnel  en 

faisant  x  =  z*',  pourvu  que  Ton  prenne  pour  n  un  nombre  tel  que 
Ton  puisse  extraire  de  z**  la  racine  carrée,  la  racine  cubique  et  la 
racine  quatrième;  on  fera  à  cet  effet  n  égal  à  5.4  ou  12,  et  la  trans- 
formée devient 

-^—-^  122"  dz  =  i^— ^  dz. 

Après  avoir  intégré  par  la  méthode  des  fractions  rationnelles,  on 

remplacera  z  par  yx. 

Lorsque  les  radicaux  affectent  des  polynômes,  ces  transformations 
ne  sont  plus  possibles  en  général  ;  cependant  on  parvient  encore  à 
rendre  rationnelle  toute  différentielle  qui  renferme  une  ou  plusieurs 

fois  le  radical  i/Ax*  -+-  ^x  -+-  C.  Pour  le  faire  voir,  nous  distingue- 
rons deux  cas,  celui  où  A  est  positif  et  celui  où  il  est  négatif. 
Remarquons  d*abord  que  puisque 


i/Ax^-^Bx-^  C  =  |/1  %/  ^'  -^  -7  ^  -*-  T 


et 


|/C  -^  Bx--  Ax^  =  \/A  % /~-h-x  — a», 

^J    A      A 

il  suffira  de  considérer  les  radicaux  de  la  forme  |/c  -h  6x  -4-  x*  et 

|/c  -H  6x  —  x*. 
I*'  cas.  Faisons 

^c  -h  6x  -f-  X*  =  z  -4-  X, 

z  étant  la  nouvelle  variable  que  Ton  substitue  k  x.  On  tire  de  là,  en 
élevant  au  carré, 

5x -♦- c  =  z* -H  2xz,    x  =  r —-     d'où    (/x  =  2— -z TZT^-dzx 

'  6  — 2z  (6  — 2z)*        ' 
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or  la  différentielle  proposée  renfermera  en  général  :  l''  des  termes 
rationnels  en  x  auxquels  on  substituera  sa  valeur  rationnelle; ; 

2"  le  radical  y^x*  -♦-  6x  -4-  c  que  l'on  remplacera  par  sa  valeur 

z^  —  c      bz  —  z*  —  c 


Z  -4-  X  =  Z  -H 


6— 2z  6  — 2z 


qui  est  aussi  rationnelle;  et  5°  la  différentielle  dx  qui  sera  remplacée 

OZ  ^"^  jc'  ^~~  c 

par  2—7; :m-dz.  qui  est  rationnelle  en  z.  La  transformée  sera 

(6  —  2«)* 

donc  rationnelle,  et  après  avoir  intégré,  on  substituera  à  2  sa  valeur 

j/x*  -*-  6x  -♦-  c  —  X. 

dx 
Prenons  pour  exemple  •  ;  on  trouve  pour  transfor- 

|/x*-+-6x-4-c 
mee,  r r-  qui  a  pour  intégrale 


_  log  (6  —  2z)  ==  —  log  {6  —  2  |/x*  -4-  6x  -♦-  c  -*-  2x), 
On  trouve  de  même 


j  x'  J      (z*  — c)* 

que  Ton  intégrera  par  la  méthode  des  fractions  rationnelles. 
2*  cas.  Soient  a  et  o^  les  deux  racines  de  Téquation 

X*  —  6x  —  c=^0, 

et  par  conséquent  supposons  que  Ton  ait 


l/c  H-  6x  —  X*  =  j/(x  —  o)  (a'  —  x). 
Faisons 


l/{x  —  a)  {a!  —  x)  ==  z(a^  —  x)  ; 

d'où  l'on  tire,  en  élevant  au  carré  et  différenciant  ensuite, 

a  -4-  o'z'       ,        2(a'  —  a)zdz 

i  -4-  Z*  (1-4-  Z'j* 
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a  -+■  a'z* 


Si  l'on  remplace  dans  la  différentielle  proposée,  x  par 


2(a'  —  o)jrcfz 


^^  P*^ — Tj 57^—  et  j/c  -H  6x  —  X*  par  sa  valeur^  savoir  : 

/  ,        V         /  ,      a  H-  a'z*\         a'  —  a 
z(a'  — x)  =  z(a' r)=^l i' 

cette  différentielle  deviendra  rationnelle  en  z,  et  après  l'intégration  il 
faudra  remettre  pour  z  sa  valeur 


1/ 


-¥-  bx  —  x* /x  —  a 


C*est  ainsi  que  l'on  trouve 


r dx  r    2rfz       ^  ^     ^  A^a 

\     ^  =11 i  =  2arclangz-hC=2arctang%  / \-i 

J|/c-|.6x— x«      Ji+^*  ^  *V    a'— X 

j        1        „           6  -*- 1/6*  -»-  4c              ,      b  — 1/6*  -♦-  4c 
dans  laquelle  a  = ^ et    o'  = *^  . 

2  2 

On  intégrera  de  cette  manière  la  différentielle  -r -, qui  devient 

ar  —  sin'x 

algébrique  et  irrationnelle  en  remplaçant  sin  x  par  une  variable  z.  On 
trouve  ainsi,  en  remplaçant  a  par  sin  s  (ce  qui  suppose  a  plus  petit 
que  l'unité) 

1  i 

dx  /sînr3î-*-gA«'"!*2 


f  ^^  ,_/sin(x-^g)\""^^  /,,sin«(x+6)\««-^s 

)  sin«s-sin«x  =  ^^<dï(^^;        -"^='^<^'slïïiM)  ' 

Quand  a  est  plus  grand  que  l'unité,  on  posera  0  =  -: —  et  l'intéffrale 

sine  ^ 

devient 

coîef  ^^  sin*e  cotx 

^*°  ^  \  i ^-l — ^-J-  =  ' arc  cot \r  C. 

J  i  —  sin 'e  sin  *x      cos  e  cos  e 

On  trouve  de  la  même  manière,  si  a  est  plus  grand  que  6, 


î 


dx  —  i  6  -H  o  sin  X      ^ 

arc  cos r— : — .  -+-  C. 


-•  aàM  tua ; — . 

i/o*— 6»  o-+-6sinx 

34 
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Si    au  contraire,    h  est  plus  grand   que  a,  il  vient  en  remplaçant- 
par  sin  e, 

6  j  sin  E  -I-  sin  x  \cos^(6  —  x)/  \^cos*4(x  ■—  e)y 

-,/..,  dx  a 

Ennn  pour  inletsrer z—, —  j    on  pose  x=y  —  are  tane r' 

'^  ^       1 +acosx  +  6sioâ[r  ^  ^  °6 

ce  qui  transforme  la  différentielle  dans  la  suivante 

1  -4-  |/a*  -*-  6*  sin  y 

dont  Tintëgration  rentre  dans  Tune  de  celles  dont  on  vient  de  s%>c- 
cuper. 

155.  Intégration  des  différentielles  binômes.  —  Les  fonctions  irra- 
tionnelles qui  renferment  des  radicaux  du  second  degré  et  que  nous 
venons  de  considérer,  sont  les  seules  qui  peuvent  sMntégrer  d'une  ma- 
nière générale;  cependant  nous  nous  occuperons  encore  d*une  classe 
assez  nombreuse  de  fonctions  irrationnelles  que  l'on  rencontre  fréquem- 
ment dans  les  applications  du  calcul  intégral,  et  qu'on  peut  souvent, 
par  des  transformations^  débarrasser  de  ses  radicaux,  ou  du  moins  ra- 
mener à  une  forme  plus  simple.  La  forme  de  ces  différentielles  est  la 

suivante  :  a:**(a  -+-  6x*)  'rfx  qui  revient  k  x"j/(o  -+-  bx'^ydx  et  qui  est 
connue  sous  le  nom  de  différentielle  binôme.  Les  exposants  m  et  n 
peuvent  toujours  être    rendus   entiers,   car  s'ils  avaient  la  forme 


m  n   p 


x  (a -f- 6x**'j'rfx,  en  faisant  x  =  y*'»',  on  trouverait  la  transformée 
m'n'y*»**'+*''"'-*  (o  -♦-  6y"''")'rfy,  dans  laquelle  les  exposants  qui  rem- 

fit  9i 

placent—;  et  -r  sont  des  nombres  entiers.  On  peut  aussi  faire  en 
m'        n 

sorte  que  n  soit  positif;  car  s'il  ne  l'était  pas  et  qu'il  fut  remplacé 
par  —  n ,  on  ferait  subir  à  la  différentielle  les  transformations  sui- 
vantes : 

/        i:      r,^             /        ^y^.      _(6-^ax")'^^ 
x"»(a  -*-  6x^")'dx  =  x"(  o  -H~  j    ax  =  x* — dx 

x' 

-    "'*  '' 

w»  ^"  "^  ^» 

=  X       '  (6  -h  ox")  'rfx. 
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L*exposanl  n  est  rendu,  de  cette  manière,  positif.  11  est  vrai  que 

Texposant  m devient,  en  général,  fractionnaire;  mais  parla  pre- 

mière  transformation,  c'est-à-dire,  en  remplaçant  x  par  t/',  on  pourra 
rendre  cet  exposant  entier.  Gela  posé,  proposons-nous  de  chercher 
les  conditions  sous  lesquelles  cette  fonction  peut  être  rendue  ration- 
nelle et  est  par  conséquent  intégrable.  Faisons 

a  ■+•  6x**  ==  y*  ; 
on  trouve,  toutes  réductions  faites,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  en  y, 

x-(a  -*-  bx-)^dx  =  —^yp+^'{y^'-a)~~^*dy, 

nb 

expression  qui  est  évidemment  rationnelle  quels  que  soient  les  signes 

m  -I-  1 
de  m  et  de  n,  si est  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif;  car 

il  n'y  aura  plus  d'exposant  fractionnaire  et  par  conséquent  de  radicaux. 
Les  différentielles  suivantes  : 

X*  |/ (a  —  6x*)* dx ,     X*  y  a  -+-  6x'  dx, dx 

sont  donc  susceptibles  de  transformations  qui  les  rendront  rationnelles. 

n  ,  .     .        v^  -H  6x*  , 

rar  exemple,  pour  intégrer ax,  on  fera 

X 

a  -f-  6x*  =  y* 
cl  Ion  trouvera,  en  substituant, 

i^« -«- ^^*  rf^  ^  26  .yjf^ 

que  Ton  intégrera  par  la  méthode  des  fractions  rationnelles. 

On  trouve  une  autre  condition  d'intégrabilité,  en  remarquant  que  Ton  a 

t  t/o        \      )^  «+^  'I 

X*  (o  -«-  6x")  '  dx  =  x*"  J I  —  -4-  6  j  X»  I  »  rfx  =  X       ¥  (6  +  ax^)  i  dx, 
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et  que  d'après  la  condition  d'intégrabilité  précédente,  cette  dernière 

m-+-  -=-  -4-1 
expression  peut  être  rendue  rationnelle  si est  un  nombre 

entier  positif  ou  négatif;  ce  qui  aura  lieu  si  les  fractions et- 

réunies  forment  un  nombre  entier.  On  pourra  donc  rendre  rationnelles 
les  différentielles 

X  i/o  —  6x'  dxy     |/(a  -+-  6x*)'  dx,     x*  i/o  -+-  6x'  dx. 

Par  exemple,  mettons  la  première  sous  la  forme 


X  %  /  X*  /  —  —  6  j  dx  =  x*  j/—  6  -4-  ax-*  dx, 


puis  faisons 
on  trouvera 


X  i/o  —  6x*  dx  ==  —  o 


y'^y 


(y'  -^  b)' 


que  Ton  intégrera  ensuite  par  les  méthodes  connues. 
136.  Formules  de  réduction  des  différentielles  binômes.  —  On  peut 

p 
aussi  faire  dépendre  l'intégration  de  x"*  (a  +  6x*)9  dx  de  Tintégration 
d*une  différentielle  de  même  forme,  mais  dans  laquelle  l'exposant  m 

ou  l'exposant -est  rendu  plus  petit.  Les  formules  auxquelles   nous 

allons  être  conduits,  sont  connues  pour  ce  motif  sous  le  nom  de  for- 
mules de  réduction  des  différentielles  binômes. 

Proposons-nous  d'abord  de  faire  diminuer  l'exposant  m;  pour  cela 
intégrons  par  parties  la  différentielle  binôme;  en  faisant 

p 
u  =  0:"*'"''+*     et    dv  =  x*""*  (o  -¥■  ôx*)'  dx 

et  en  remarquant  que 

y  udv  ^==uv  —  y  vduy 
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il  vient 

(a  -♦-  6x")  î 


^+i 


yx"'(a-*-6x»)' dx  ou  /x"'^+*x*-*(a-f-6x")' da:=a:"'-»+* 


nb 


M 


-+4  p 

^^^/"^^   ,    (w  _  n  -*- 1)  X—*  (ix  = ^ -{a  H-  6x-  ' 

fixr^  (a  -4-  6x**)  '     dx  ; 


(f-) 


n6 


mais  on  a  évidemment 


V  P 


fx'^-^[a  -H  fex*)'     dx  =  y*x*~" (o  -f-  6x*)  (a  -+-  frx")» rfx 

=  afx*'-^{a  -4-  6x-)«dx  -h  6/x"*(a  -h  6x")'dx; 
rëquation  précédente  devient  donc  par  la  substitution , 

p  jpm-ii+4  f  +  i 

fx'^[a  -4-  6x»)«dx= -; r-(a  -♦-  6x*)« 

$n  —  n-4-1    ^         ,       ,     x^ ,         *** — n-4-i  .      - 


nb 


(?-)  "(?-0 


d*où  Ton  tire  enfin  en  réunissant  les  intégrales  semblables, 
/x"»(o  -»-  fex»)'dx  = — 7 r-  (a  -4-  6x")î 


(  m  -4-n--4-  i  I 
\  9        / 


'/x--*'(a-4-  5x*)»  dx (1) 


(m  -4-  n--4-  i  I 
7        / 
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P 

Cette  équation  fait  dépendre  Tintcgration  de  x*"  [a  +  6x*)  v  dfx,  de 
rintégration  d'une  différentielle  binôme  semblable,  mais  dans  laquelle 
l'exposant  m  est  diminué  de  n.  Si  m  étant  positif,  contenait  plusieurs 
fois  le  nombre  n,  on  pourrait  faire  diminuer  encore  TexposaDt  m  —  n 
d'un  nombre  n  d'unités;  en  effet,  changeons  m  en  m  —  n  dans  la 
formule  (1),  elle  devient 

/x"»-'»  (a -♦- ôx*»)*  dx  = (a  -4-  6x")i' 

6(m — n-h  «--t-i) 

—  T y^x"»-*»  (o  -4-  ox*)?  ax, 

m  —  w  -H  n-  -4-  i 
9 

et  en  substituant,  on  trouve 

/x"  (a -h 6x**)y  dx= — (a  ■+■  ôx")* 

a   m  —  n  -4- 1  j;«-ïn-f <  l^i 

""ÎS ;; (a-4-6x-)'' 

m-4-n--hi  m  —  n -4- /»--+-! 


» 


a' w — n-hi         wi  —  2n-4-i 

/x**-**"  (a  -4-  6x«)  i'  dx. 

m-4-n--4-i  m  —  n-4-n--4-i 


Il  est  évident  que  l'on  pourra,  de  cette  manière,  diminuer  l'exposant  m 
jusqu'à  ce  qu'il  devienne  plus  petit  que  n. 

Si  l'exposant  m  était  négatif,  l'équation  (i)    ne  serait  plus   une 
formule  de  réduction,  puisqu'elle  fait  dépendre  l'intégration  de  la 

différentielle  x-"»  (o  -4-  6x")'  dx,  de  l'intégration  de  x-*»-*  (o  -+-  6x")»  dx 
dans  laquelle  l'exposant  négatif —  m  devient  —  m  —  »  ou  — {m  -^  n) 
et  se  trouve  par  conséquent  augmenté  numériquement  de  valeur.  Dans 
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ce  cas,  si  Ton  tire  de  (i)  la  valeur  de  l'intégrale  du  second  membre, 
il  vient,  en  écrivant  —  m  au  lieu  de  m, 

/  X-"—  (o  -+-  6x*»)'  dx  = -.T  (a  -+-  6x*»)« 


—  w  -+-  n— -h  i  p 

^  ? y  x~*"  (a  -»-  tx*»)'  f/x, 

a     —  w  —  n  -t-  i 

ou  bien,  en  faisant  m  -+-  «  =  m'  ou  m  =  w'  —  «, 

y  x-"'  (a  -+-  6x")v  dx  =  —, ; — 7-  (a  -4-  6x-)* 


—  m'  -h  »  -H  n  -  -h  i  r 


a 


—  w'  -t-  i 


? fyr^^^n  (a  4-  6x*)»  f/x (2) 


dans  laquelle  l'exposant  —  m'  -+-  n  du  second  membre  est  numérique- 
ment plus  petit  que  l'exposant  —  m'  du  premier  membre. 

Si  w'  contenait  plusieurs  fois  le  nombre  w,  on  pourrait,  par  un 
moyen  semblable  à  celui  employé  plus  haut,  faire  diminuer  de  nou- 
veau l'exposant  d'une  quantité  n  jusqu'à  ce  que  cet  exposant  devienne 
numériquement  inférieur  à  n. 


P 
en  effet,  si  l'on  intègre  par  parties  la  différentielle  binôme,  en  faisant 


On  peut  aussi  réduire  l'exposant -qui  affecte  le  binôme  o  -+-  6x*; 


X"*  rfx  =  dt?    et    (a  h-  6x")*  =  w. 


il  vient 


^  '-»»+^  -      p     «6       ...       .    . — « 


V      V      k 
mais  si   dans  la  formule  \\)  on  change  m  en  w  -*-  n  et- en  --—  1, 
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il  vient 


^-4 


f  x"*+*  (a  -4-  6x")*      dx  == 


a:-+*  (a  -4-  6jc*)  * 
q 


-. y  X"*  (a -4- ox")'     ax; 

m  -4-  n-  -4-  i 
9 


rëquation  précédente  devient  donc  par  la  substitution^ 


/  x**  (a  -♦-  6ar")'  dx  = (a  -^  6x**)' 

w  -h  n  -  -4-  i 


'***^  /x"*(o-4-6x-)'    ^  dx (3) 


o  (m  -4-  n-  -+-  i) 

au  moyen  de  laquelle,  l'intégration  de  x"*  (a  +  6x'*)*  dx  est  ramenée 
à  l'intégration  d'une  différentielle  toute  semblable,  mais  dans  laquelle 

l'exposant -est  diminué  d'une  unité. 

V      P 
En  y  changeant -en  -  —  \y  l'intégrale  de  son  second  membre  dépen- 

?      ? 

dra  d'une  nouvelle  intégrale  dans  laquelle  l'exposant  du  binôme  a  -¥•  &x" 

sera- — 2.  On  parviendra  de  cette  manière  à  une  dernière  intégrale 

dans  laquelle  l'exposant  sera  compris  entre  0  et  l'unité. 

P 
Si  l'exposant- était  négatif,  la  formule  (5)  devrait  être  modifiée; 

P  P 

car  l'exposant  —  -  —  \  serait  numériquement  plus  grand  que — ^- 

Tirons  en  la  valeur    de    l'intégrale   du  second   membre  et  cfaan* 
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P  M  P  ,  P  P 

geons 1  en  —  -  et  par  conseqnent-  en  —  -  -♦-  1 ,  on  aura 

7  7  7  9 

V 

dans  laquelle  Texposant — - -4- 1  de  Tintëgrale  du  second  membre 

7 

sera  numériquement  moindre  que  l'exposant  —  -du  premier. 

P  P 

En  changeant  — -en  — - -4-  1  dans  la  formule  précëdente,  on  fera 

9  7 

encore  baisser  numériquement  d'une  unité  l'exposant  de  la  parenthèse 

que  l'on  réduira  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'il  soit  compris  entre 

0  et  —1. 

X**  dx 
Appliquons     la    formule    (i)    à    l'intégration    de  — ■==.  ou 

j/4— x« 

X"  (i  —  X*)    *  rfx,  m  étant  entier  et  positif. 

On   trouve  en   changeant  successivement  m  en  w  —  2,   m  —  4, 
m  — 6  etc. 


r     x"»rfx  x"»~'  j/i  —  X*      w  —  if  x*""*  dx 

r  x"»-*  rfx  x*»~'  ]/i  —  X*      m  —  5  r  x"*~*  dx 

Îx""*  dx x'"'"'^  j/i  — X*      fw  —  S  r  x"»-*  dx 


et  ainsi  de  suite.  L'exposant  m  de  x  étant  successivement  diminué  de 
;^,  4,  6 unités,  il  est  évident  que  l'on  finira  par  arriver  à  l'une 

Jxdx  r       dx 
»    \  — zi=zr  >   selon  que  m 
[/{  —  x«      J  /i  —  X* 

35 
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sera  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair.  Dans  Je  second  cas  on 
trouve  par  des  substitutions  successives  : 

j/7117,  »n       (  m— 2  (m— 2)(«i— 4) 

(m-l)(m-5)(m— 5)...ô    )     (wt-<)(»i— 5)(m— S)...5.1  _,,__  .  ^ 
(m-2)(m-4)(m-6)...2    I     »»(ni— 2){m-4)(m— 6)...2 

Si  m  était  impair,  il  viendrait 


$ 


x^dx 


l/i—xH        ^      m— 1       ,     (m— i)(,w  — 3) 


l/TZr^  m       i  w— 2  (m— 2)  (m— 4) 

(m~i)(m~5)(m--S) 2, 

(m  — 2)(m  — 4)(«i  — C) i^"^ 

Ces  deux  formules  servent  à  trouver  les  intégrales  suivantes  : 

dx  -  r.    C     xdx 

==arcsinx  -v-C*  \  — 


C      dx  ,  r     xdx  /- T       ^ 

i  =arcsinxH-C.  l  =  — (/i  —  x*  *♦-  C, 

Jl/i  — X»  Jl/i— x« 


a;«rfx  X    /- .        i 


/nr^        "^  2 


arc  sin  x  -h  C, 


iVr^- (^j+gXJ/i-a;«-*--arc8inx-HC, 


x^dx 


f      x^^rfx  /x*        4  8\     y 

J|/i— x«  \Î5       iS  ^V 

Si  m  était  négatif,  on  emploierait  la  formule  (2)  qui  donne 

Jx-'^dx  ^      ^i  — x'x-*'^*      m  — 2rx-**+«dx 
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x-*+*  rfx j/l  —  X*  ar'*^'*      m  -—  C  r  x-*»+®  c/x 


$ 


x""*  c/x 
cl  ainsi  de  suite.  L'intégration  de  — z=zr-  est  ainsi   ramenée  a 

|/i  — x« 

dx 
l'intégration    de   Tune   ou   Tautre    des  différentielles  ou 

j/l— x« 

x~*  <ix               cf  X 
—  =; .>   selon  que  w  est  un  nombre  pair  ou  im- 

(/i  — X*       x(/l — X* 

pair.  La  première  intégrale  est  arcsinx;  quant  à  la  seconde,  on 

Tobtient  en  rendant   la  différentielle  rationnelle   par  la    méthode 

|/| X* \ 

exposée  au  N"  154.  On  trouve  pour  cette  intégrale,  log^- • 

X 

157.  Intégration  par  les  séries.  —  Lorsque  les  méthodes  d'intégra- 
tion sont  impuissantes  pour  faire  connaître  l'intégrale  d'une  différen- 
tielle donnée ,  on  est  obligé  de  se  borner  à  en  chercher  une  valeur 
approchée;  pour  cela  on  fait  en  sorte  d'avoir  cette  intégrale  exprimée 
en  série  assez  convergente  pour  qu'un  certain  nombre  des  premiers 
termes  en  représentent  la  valeur  d'une  manière  approchée.  Si  la  série 
n'était  pas  convergente,  il  est  clair  qu'elle  serait  impropre  à  cet 
usage.  Il  y  a  plusieurs  moyens  de  développer  une  intégrale  en  série. 
La  formule  de  Maclaurin  y  conduit  d'une  manière  fort  simple;  en 
effet,  on  sait  que  l'on  a 

(x  —  a)* 

?W=?(«)  -+-  (^— «)?'(«)  "^    i^   y''(^)  -*"  ^^^'^ 

a  étant  une  constante  quelconque  dont  on  peut  disposer  pour  rendre 
cette  série  convergente,  et  7',  7''  etc.,  les  dérivées  de  la  fonction  7.  Si 
donc  on  représente  par(p(x}  l'intégrale  d'une  différentielle  donnée 
X(/x,  on  aura  en  dérivant 

,.'  (x)  =  X. 

On  tire  de  là  les  valeurs  de  7' (a),  7"  (a)  etc.,  que  l'on  substituera  dans 
la  formule  précédente  où  tous  les  termes  seront  connus  à  l'exception 
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du  premier  ^a  qui  tiendra  lieu  de  la  coustante  arbitraire  C.  Il  est  à 
remarquer  que  a  ne  peut  être  considëré  comme  une  seconde  constante 
arbitraire  entrant  dans  l'expression  de  Tintégrale,  car  si  on  dévelop- 
pait en  séries  les  fonctions  7'a,  (f"a....  ainsi  que  les  binômes  [x  —  a)% 

(x  —  a)' la  lettre  a  disparaîtrait  de  l'équation,  comme  il  est  facile 

de  s'en  assurer. 

458.  On  peut  aussi  déduire  de  la  formule  de  Taylor  une  autre 
expression  de  l'intégrale  y*  JTrfx,  car  on  a 

et  si  l'on  fait  h  =  —  x,  en  remarquant  que  f{x  —  x)  =  fo  se  réduit  à 
une  constante  C^  il  viendra 


dy         d^y    x*       d^y      x' 


•  ^  dx         dx*    i.S 


—  etc. 


2      dx^    i.2.3 
Or,  si  on  représente  par  y  l'intégrale  Xdx,  on  aura 

^=X      ^=^,    ^  =  î^etc 
dx         *     rfx*       dx      dx^      dx*       ** 

et  la  valeur  de  l'intégrale  en  série  devient 

1    .  X  j-         r  vj        /^       TT        dX    X*       dKY      X» 

y,    cest-a-dire    jXdx  =  C'^Xx r"  •  7-^ -*- -r-i  -  .  ^  ,  —  etc. 

^  "^  c/x     1.2      dx*     i.2.3 

Cette  expression  est  due  à  Jean  Bernoully. 

Si  l'on  avait  remplacé  h  par  a  —  x,  la  formule  de  Taylor  aurait 
pris  la  forme 

w    ou    f Xdx==»C-\'-f{x  —  a) — r4^ ^-H-r^^ etc. 

-^  ^  dx^  ^      dx«      1.2  dx»    1.2.3 

et  aurait  donné  l'intégrale  développée  suivant  les  puissances  de  x  —  a. 
Gomme  a  est  arbitraire  on  peut  en  disposer  pour  rendre  la  série  con- 
vergente pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  certaines  limites. 
La  formule  démontrée  au  (N°  45), 

Fx  =  il  -+-  B{ffx)  -+-  C(yx)«  H-  D{<fxY  -H  etc. 

Fa          Xf^aF'a-^rafa,    ,, 
=.FaH-  — ,x^- (y.a)3  (yx)^-^e(c., 
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dans  laquelle  a  est  une  racine  de  ^x  ==  0  et  x  une  variable  quelcon- 
que, mais  telle,  que  entre  x  et  a  il  n'y  ait  pas  de  racine,  fournit  une 
aulre  expression  de  l'intégrale  en  série.  Si  l'on  fait  ^x  égal  à  la  déri- 
vée F'x  de  la  fonction  Fx,  celle-ci  sera  l'intégrale  de  «pxrfx  et  il  vien- 
dra, en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire, 

ffoxdx=C'\ r-(<px  * —  fvx^'H — — - — —^ — {9xY — etc. 

II  est  bien  entendu  qu'avant  de  faire  usage  de  cette  formule,  il  est  né- 
cessaire de  s'assurer  de  sa  convergence. 

139.  Il  est  souvent  plus  expéditif,  pour  intégrer  Xdx^  de  dévelop- 
per X  en  série  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  soit  au  moyen 
du  binôme  de  Newton,  soit  par  la  division,  soit  de  toute  autre  ma- 
nière, de  multiplier  ensuite  tous  les  termes  par  dx  et  de  les  intégrer. 

ï*  dx 

Par  exemple,  pour  intégrer  la  différentielle  — i   on  fera 

f/l— X* 

Jf  = -— =zz=  =  (i  —  ac*)  *=1 -*--x* -*--x® -4-— X** -+- elc. 
j/i  —  X*  i  8  48 


iToù 


Kl  3  45  \ 

\  -f--x*-^-x«-h--x*«-+-elc.  jdx-H  C 


«C-i-x^-x'^-h^x^-h  — x-H-elc. 


On  a  de  même 


C  x'  X* 

re'c/x_^l  i.2      1.2.3  .  X* 


etc. 
X        J  X  ®  i.2.2 


x« 


1.2.3.3 


-h  etc.  -4-  C. 


p 
yx"*(a  -♦-  6x")îdx 


q\q        /   b*      X* 


^C-i-a*V -.-H^.-. -H-L-il 1 --t-clc. 

m-Y-i      7    a    m+n-f-1  1.2         a*  w -h  2n -♦- 1 

Celle  dernière  intégrale  s'obtient  en  développant  (a  -4-  bx")?. 
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Souvent  il  suffit  de  développer  en  série  l'un  des  facteurs  de  X]  prc- 

,  dx 

nons  pour  exemple  gui  n'est  pas  intégrable  sous 

|/a* —  X*  j/6  —  X 
forme  finie;  faisons 

^  ,L       ri     L-ïA      A-i      u-W.       ^       3x«      iox'  \ 

l/bH^  \       bj  V       26       86«      486^  / 

et  il  vient 

J(/a«  — x*|/6-x  (j|/a«  — x«       26j^^i_^9 


etc. 


ou  chaque  différentielle  du  second  membre  est  de  la  forme 


x« 


et  peut  être  intégrée  par  les  méthodes  exposées  plus  haut. 

11  est  à  remarquer  que  si  le  développement  de  X  suivant  les  puis- 
sances de  X  est  convergent  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  à  cette 
variable,  la  série  qui  réprésente  l'intégrale  fXix  sera  aussi  conver- 
gente, ainsi  qu'on  le  verra  au  N°  146. 

140.  Construction  géométrique  d'une  intégrale.  —  On  peut  aussi, 
à  défaut  de  procédé  plus  exact,  construire  géométriquement  l'intégrale 
d'une  différentielle  proposée,  en  déterminant  graphiquement  la 
courbe  dont  l'équation ,  si  elle  était  connue ,  serait  l'intégrale 
cherchée.  Ce  moyen  n'est  autre  que  celui  qui  a  été  employé  au  N""  121 
pour  démontrer  géométriquement  l'existence  de  l'intégrale. 

La  connaissance  de  cette  courbe,  sans  tenir  lieu  entièrement  de  l'in- 
tégrale, est  cependant  utile,  parce  qu'elle  donne  une  idée  assez  exacte 
delà  valeur  de  cette  intégrale  pour  les  différentes  valeurs  de  la  variable. 
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fViermination  des  constantes  arbitraires.  Intégrales  définies.  —  Signification 
analytique  d^une  intégrale  définie.  Conséquences  de  cette  signification.  —  Inté- 
grales définies  discontinues.  —  Applications.  —  Développement  d^une  fonction 
suivant  les  cosinus  des  multiples  de  Tare.  —  Intégrales  définies  exprimées  par 
des  séries. 

Hi.  Détermination  des  constantes  arbitraires.  Intégrales  définies. 
—  Nous  avons  vu  que  pour  compléter  une  intégrale,  il  fallait  y  ajouter 
une  constante  arbitraire.  Tant  que  Ton  ne  considère  une  intégrale  que 
comme  étant  la  fonction  qui  par  sa  différenciation  reproduit  la  diffé- 
rentielle donnée 9  cette  constante  reste  nécessairement  indéterminée, 
puisqu'elle  n'est  soumise  qu'à  la  seule  condition  de  ne  pas  changer  de 
valeur  quand  on  fait  croître  ou  diminuer  la  variable  de  la  fonction.  Mais 
il  n'en  est  plus  de  même  dans  les  applications  du  calcul  intégral.  Alors  les 
conditions  particulières  de  la  question  font  ordinairement  prendre  à  ces 
constantes  des  valeurs  déterminées.  Par  exemple,  on  sait  que  la  diffé- 


nAW 


rentielled^  d'un  arc  de  courbe  planer  cstdonnéc  par  dx 

ou  J[dx;  l'arc  de  courbe  s  lui-même,  limité  au  point  qui  a  pour 
abscisse  x,  est  donc  représenté  par  l'intégrale  de  Xdx^  intégrale  que 
nous  désignerons  par  <f>x  -h  C.  Il  est  visible  que  jusqu'ici  rien  ne  fixe 
le  point  à  partir  duquel  est  mesuré  cet  arc.  La  seconde  extré- 
mité M  (fig.  I)  est  seule  déterminée  par  l'abscisse  AP  ou  x.  Aussi  la 
longueur  fx  +  C  contient-elle  une  quantité  C  d'une  valeur  arbitraire. 
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Mais  si  Ton  convient  que  les  arcs  seront  comptés  à  partir  d*uD  cer- 
tain point  fixe  et  déterminé  B,  correspondant  à  xb=  AC  =  a,  il  est 
visible  que  Tare,  c'est-à-dire  l'intégrale,  devant  commencer  au  point  fi, 
devra  être  nul  pour  x  égal  à  a;  on  aura  donc 

(pa-*-C  =  0,     d'où     C  =  —  ya, 

fftt  étant  ce  que  devient  ^x  quand  on  y  remplace  x  par  a.  L'intégrale, 
c'est-Â-dire,  la  portion  d'arc  de  courbe  BM  comprise  entre  les  abscisses 
a  et  X,  est  donc  ^x  —  <fa.  Cette  intégrale,  dont  le  commencement  se 
trouve  ainsi  fixé,  se  nomme  intégrale  indéfinie  pour  la  distinguer  de 
Vintégrale  générale  qui,  à  cause  de  l'indétermination  de  la  constante 
arbitraire,  présente  une  plus  grande  généralité.  Si  au  lieu  de  prendre 
l'intégrale  depuis  une  abscisse  déterminée  a  jusqu'à  une  abscisse  va- 
riable X,  on  prend  pour  limites  deux  abscisses  déterminées  a  et  6, 
l'intégrale  devient  <fb  —  7a  et  se  nomme  ititégrale  définie;  on  la  re- 

(■6  . 

présente  ainsi  :  1  XdXy  où  a  et  6  sont  les  limites  de  l'intégrale. 

Ja 
On  peut  obtenir  la  valeur  d'une  intégrale  définie  prise  entre  deux 
limites  données,  en  remarquant  que,  puisque  ^x  -h  C  représente  la 
valeur  de  l'intégrale  depuis  un  point  indéterminé  jusqu'à  l'abscisse  x, 
il  en  résulte  que  (fb-^C  et  7a  +  C  sont  respectivement  ces  valeurs 
comptées  depuis  le  même  point  indéterminé  jusqu'aux  abscisses  6  et  a, 
et  par  conséquent  la  différence  («p6  -h  C)  —  (f a  -♦-  C)  =  fb  —  fa  est 

l'intégrale  prise  entre  les  limites  a  et  b  ou  I  Xdx.  On  voit  qu'on  06- 

Ja 

tient  une  intégrale  définie  en  remplaçant  successivement  la  variable 
par  ses  deux  valeurs  extrêmes  dans  l'intégrale  générale  et  en  pre- 
nant la  différence  des  résultats. 

442.  Signification  analytique  d*une  intégrale  définie.  Conséquences 
de  cette  signification.  —  La  signification  d'une  intégrale  générale  a  été 
suffisamment  établie  par  la  condition  d'être  la  fonction  reproduisant 
par  la  différenciation  la  différentielle  proposée.  Cette  définition  ne 
saurait  s'appliquer  aux  intégrales  définies,  puisque  celles-ci  ont 
une  valeur  constante  qui  n'est  plus  susceptible  de  dérivation;  mais 
il  existe  sur  les  Intégrales  définies  un  théorème  important  qui  éta- 
blit d'une  manière  générale  leur  signification  analytique.  Nous  avons 
vu  (N**  5),  qu'en  désignant  par  fx  une  certaine  fonction  de  lava- 
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riable  x,  7 est  égal  à   la   moyenne    des  valeurs    par 

lesquelles  passe  la  dérivée  ^'x  de  ^x  quand  on  fait  croître  la  variable 
d'une  manière  continue,  ou  par  intervalles  infiniment  petits  (/x, 
depuis  une  valeur  quelconque  x  jusqu'à  x  +  A,  c'est-à-dire,  que  Ton 
a,  en  désignant  par  n  le  nombre  d'accroissements  dx  contenus  dans 

ç(x  -♦-  A)  —  ^x      y'x  -t-  <j>'(x  -h  dx)  -h  y'(x  -4-  2cfx) -♦-  y'(x  -♦-  A) 

A  n 

Si  donc  on  remplace  x  par  une  valeur  particulière  a,  x  -t-  A  par  6, 

et  n  par  -;->  il  vient 
dx 

f6  —  <pa  =  j<p'a  -♦-  f'(a  -h  rfx)  -+-  «ï>'(a  -4-  2dx) -4-  y'6}  dx, 

dans  laquelle  le  second  membre  représente  la  somme  de  toutes  les 
valeurs  par  lesquelles  passe  la  différentielle  7'xdx,  tandis  que  la  varia- 
ble croit  par  intervalles  égaux  à  dx,  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  6.  Le 
premier  n'est  autre  cbose  que  l'intégrale  définie  de  ^^xdx  prise  depuis  a 
jusqu'à  6.  D'où  il  suit  qu'une  intégrale  définie  représente  la  somme 
des  valeurs  par  lesquelles  passe  la  différentielle  quand  la  variable 
croit  d'une  manière  continue  entre  les  deux  limites  de  f  intégrale. 

La  formule-  du  N®  5  dont  nous  avons  fait  usage  et  par  conséquent 
celte  proposition,  ne  sont  vraies  que  si  la  fonction  f  et  sa  dérivée  7' 
restent  finies  et  continues  entre  les  limites  a  et  6  de  la  variable. 

Ce  qui  précède  donne  lieu  à  plusieurs  conséquences  :  i"",  on  vient 

de  voir  que 

6 

<p'xdx  =  ffb  —  <pa. 
a 


i 


Si  on  change  la  lettre  a  en  6  et  6  en  a,  il  vient 


'xdx==^ffa  —  <p6, 
5 

d'où  il  résulte  que 


ça 

h 


çb  ça 

\    ff'xdx  =  —  I   œ'xdx. 


36 
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s**,  il  résulle  de  la  significalioD  d'une  intégrale  définie  que,  si  oo 
divise  rintervalle  6  —  a  compris  entre  ses  limites,  en  plusieurs  parties 
quelconques  e,  s',  e"....e^*~*',  on  a  identiquement 

fxdx=\        fxdx-^\  fxdx-^'i  pxdx, 

a  Ja  Ja-i-e  Ja -*- e -*-£'•••-+- e^"-*' 

puisque  des  deux  côtés  on  ne  fait  que  prendre  la  somme  des  valeurs  de 
la  dilTérentielle  entre  les  limites  a  et  6.  3**,  si  on  désigne  par  n  le 
nombre  d'accroissements  égaux  à  dx  contenus  dans  6  —  a,  on  pourra 

remplacer  dx  par dans  l'expression  de  l  f'xdx,  qui  devient  alors 

**  Ja 

et  qui  apprend  qu'une  intégrale  définie  représente  aussi  le  produit  de 
la  différence  b  —  a  des  valeurs  extrêmes  de  la  variable,  par  la  moyenne 
arithmétique  des  valeurs  par  lesquelles  passe  fx.  Or  si,  comnae  cela 
doit  être,  fx  est  continu  entre  les  limites  a  et  6,  cette  moyenne 
arithmétique  correspond  à  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  c'est- 
à-dire  à  a  -H  0  (b —  a),  0  étant  compris  entre  0  et  l'unité;  on  a  donc  ^*' 

l  fxdx  =  (6  —  a)f[a  -f-  e  (6  —  a)]. 
Ja 


(*)  Des  considérations  empruntées  au  calcul  intégral  conduisent  à  une  démonstra- 
tion très  simple  de  la  série  de  Taylor.  Intégrons  par  parties  entre  les  limites  0  et  h 
la  différentielle  z*'"*y^"^(a!-f-A  —  z)dz  dans  laquelle  y^"'  représente  la  dérivée 
nihne  de  la  fonction  f .  FI  viendra 

rh  rh 

I    ;r--*<pC)(ir-f.A--z)d^=—/4*^*(p^»-*>a!-t-(«— 1)V    ^•-«<p'"-"«>(a:-4-/i  — 2)d2 

Jo  Jo 

Si  Ton  continue  ces  intégrations  par  parties  jusqu*à  ce  qu^on  soit  arrivé  a  la  fonc- 
tion ? ,  on  trouve 

'h 

2"-<  ,j,(-)  {x-^h—z)dz=—  A"-*  «p^«-*  ^x  —  (n—i)  A*-'  y<"-*»  x 

—  (n  —  i)  (n  —2)  A--Y*-w  x....  ~-{fi— 1)  (n  —  2)...3.2Ay'x 
—  (n  —  1)  (n  —  2)...3.2.1y a?-h  (n  —  1)  (n— 2)...3.2.1(p(« -♦- A), 


î: 
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4%  si  fx  reste  positif  dans  toute  l*étendue  de  Tintégrale,  celle-ci  sera 
nécessairement  positive  et  si,  lorsque  x  change  de  signe,  /'x  change 
de  signe  sans  changer  de  valeur,  l'intégrale  sera  la  même  au  signe 
près,  quand  on  la  prendra  entre  des  limites  positives  ou  entre  les 
mêmes  limites  négatives.  5**,  si  f^x  était  positif  depuis  fa  jusqu'à  foL 
et  négatif  entre  /'a  et  fb^  en  supposant  que  la  fonction  change  de 
signe  en  passant  par  zéro,  il  est  évident  que  la  difTérenticlle  f'xdx 
serait  positive  et  négative  dans  ces  mêmes  intervalles,  et  que  par  con- 

séqueoti    fxdx  ne  serait  autre  chose  que  la  différence  des  valeurs 

J  a 
absolues  des  intégrales  prises  entre  ces  mêmes  limites,  c'esl-à-dire 

{  f'xdx— [    fxdx. 

143.  Intégrales  définies  discontinues.  —  Supposons  enfin  que  la 
différentielle  dont  on  prend  Fintégrale  définie  entre  les  limites  a  et  6 
ou  que  rintégrale  même  devienne  infinie  ou  imaginaire  pour  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  a  et  6  ;  alors  le  théo- 
rème du  N"*  5  du  calcul  différentiel,  et  par  conséquent  le  théorème  sur 
les  intégrales  définies  que  nous  en  avons  déduit  au  N*  142,  cessent 
d'être  exacts  et  conduisent  souvent  à  des  résultats  évidemment  fautifs. 
Ainsi  comme  on  a 


$ 


dx  i 

— +C, 

X*  X 


le  théorème  sur  les  intégrales  définies  donnerait 


% 


(Toù  Ton  tire 


,i.^K)  =  ,.^Hf.^!t,''.....^.çj^;L^-^^ 


qui  est  la  série  de  Taylor.  Le  reste  de  la  série  est  ici  représenté  par  une  intégrale 
définie  j  mais  on  vient  de  voir  que 

•A 

o 

If  reste  de  la  série  est  donc  aussi  représenté  par 

h  (9A)"-« 


i 


1.2.3...  (w—l) 


^(•)[j._4-A(l_0)]. 
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i 

ce  qui  est  impossible,  puisque  -r  ctaut  toujours  positif,  la  somme  des 

éléments  différentiels  doit  être  une  quantité  positive.  Cette  erreur 

i 

évidente  s'explique  en  remarquant  que  ---  devenant  infini  pour  x  égal 

x^ 

à  zéro,  compris  entre  +  i  et  —  I ,  il  y  a  solution  de  continuité  dans 
la  différentielle  et  par  conséquent  Fintégrale  définie  76  —  fa  ne  re- 
présente plus  nécessairement  la  somme  des  valeurs  de  ia  différco- 
licDe.  Ces  sommes  s'obtiennent  dans  ce  cas,  en  les  divisant  en  trois 
parties  prises,  la  première  depuis  la  limite  inférieure  a  de  l'intégrale 
jusqu'à  une  valeur  a  —  e  peu  différente  de  la  valeur  a  qui  rend  la 
dérivée  infinie,  la  seconde  depuis  a  —  e  jusqu'à  a  +  e'  un  peu  supé- 
rieure à  a  et  la  troisième,  depuis  a  -h  e'  jusqu'à  la  limite  extrême  6 

de  l'intégrale,  ce  qui  revient  à  prendre  pour  la  somme  N  de  fxdx 
depuis  a  jusqu'à  6, 

6  a  —  e  a  -*-  e'  5 

S  fxdx  ==  S  r^dx  ^  S  r^dx  +  S  M^- 

a  a  a  —  e  a-4-e' 

Comme  la  première  et  la  troisième  somme  sont  continues  dans  toute 
leur  étendue,  on  a  pour  leur  valeur,  en  désignant  par  fx  l'intégrale 
générale  de  fxdx,  savoir  : 

dont  la  somme  converge  vers  fb  —  fa  lorsque  e  et  e'  convergent  vers 
zéro.  Quant  au  terme  du  milieu,  si  l'on  fait  converger  e  et  s'  vers  zéro 
ou  plutôt  vers  Jx,  il  est  visible  qu'à  la  limite,  cette  somme  se  réduira 
à  deux  éléments  différentiels 

ef  (a  —  e)  -4-  e'/'  (a  -+-  e') 

qu'il  faudra  ajouter  à  la  somme  des  deux  autres  intégrales  ou  fb  —  /a, 
après  y  avoir  fait  converger  e  et  e'  vers  zéro  et  la  somme  totale  sera 
en  général  indéterminée,  infinie  ou  finie,  selon  que  tf{ot  —  s) 
+  s!f'{a  +  e')  sera  lui-même  indéterminé,  infini  ou  fini  à  la  limite. 
Ainsi,  pour  avoir  les  sommes 

-^^d^      ç-+-«dx      ^^  dx 

^ i  **  '       00^'      ^^sin*e— sin*x 
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dont  les  deux  premières  sont  discontinues  pour  x  =  0  et  la  troisième 
pour  X  ==6,  oix  cherchera  les  valeurs  complémentaires  suivantes  : 

e  e  i       i       i       i 


(0— £)«    (o-H€')«    c    e    0    0 


e'  e  e'  i       i  0 

-r- = H-TT=00   — 00   =-- 


(0  —  6)'      (OH-e')*      —  £5      g"  £*      e'*  0 


sin*c  —  sin*(e  —  e)      sin*e  —  sin*(e-*-e') 


=  0. 


Cette  dernière  valeur  s'obtient  en  remarquant  que  quand  e  et  e'  s'éva- 
nouissent les  deux  fractions  deviennent  -  dont  la  vraie  valeur  se 

détermine  par  le  procédé  connu. 
Comme  la  première  valeur  est  infinie  et  la  seconde  indéterminée, 

-+-  i  jjp  -^'^  dx 

les  sommes  fi       -^  et  fi         --»   sont  elles-mêmes  l'une  infinie 

et  l'autre  indéterminée.  Quant  &  la  troisième  différentielle  dont  Tin- 

..     ,    .    ,,p  .       .  ,      /sin  (x -+.  e)\  ^*" *^ 

legrale  mdeunie  est  log  { ^ )         ,    on   trouve   pour  vraie 

\sin  (x  —  é)J 
valeur  de  la  somme, 

1  I 


\sin  (tt  —  e)/  \ —  sin  ej 

rb 
Si  dans  l'intégrale  I  f'xdxj  fx  était  réel  depuis  la  limite  a  jus- 

qu'à  a  et  restait  imaginaire  depuis  a  jusqu'à  6,  il  est  évident  que 
la  différentielle  serait  réelle  dans  la  première  partie  et  imaginaire 
dans  la  seconde,  et  que  par  conséquent  les  deux  sommes  ou  inté- 
grales seraient  également  réelles  et  imaginaires,  du  moins  si  les  diffé- 
rentielles imaginaires  ne  changent  pas  de  signes.  Enfin  si  la  différen- 
tielle fxdx  était  continue  depuis  a  jusqu'à  6  et  que  pour  x  =  6,  fx 
devint  infini,  on  prendrait  pour  la  somme  de  fxdx  depuis  a  jusqu'à  6^ 

6  — s  6 

S  fxdx  +  S  P^d^ 

a  b  —  £ 
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et  l'on  ferait  converger  e  ver>  zéro  ou  plutôt  vers  dx,  La  première 
somme  convergera  vers  fb  —  fa  et  la  seconde  qui  se  réduit  à  un 
élément  différentiel,   sera  la  valeur  limite  de  ef{b  —  s),  laquelle  se 

i      0 

présente  sous  la   forme  ^X^=-el  dont  on   cherchera   la   vraie 

valeur  par  les  méthodes  connues.  Quand  fx  est  imaginaire  h  la 
limiïe  6,  le  produit  sf(b — e)  converge  visiblement  vers  zéro  el  Tinlé- 

grale  \    fxdx  se  réduit  h  fb  —  fa. 
•'a 

il  est  à  remarquer  que  si  dans  une  intégrale  définie  on  remplace 
X  par  <pz,  on  sera  conduit  k  une  différentielle  équivalente  Fzdz  et 
par  suite  h  une  intégrale  équivalente  fFzdz  dont  les  limites  ne 
seront  plus  les  mêmes  que  celles  de  Tintégrale  primitive  en  x.  On 
trouvera  ces  nouvelles  limites  en  déterminant  les  valeurs  de  z  qui 
rendent  ^z  égal  aux  deux  valeurs  extrêmes  de  x,  c'est-à-dire,  en  résol- 
vant les  deux  équations 

yz  =  a,     yz  =  6, 

dans  lesquelles  a  et  6  sont  les  deux  limites  de  l'intégrale  primitive. 

H4.  Applications.  —  D'après  ce  qu'on  a  vu  (N»  141),  la  recherche 
d'une  intégrale  définie,  si  la  différentielle  est  continue,  ne  présente 
aucune  difficulté  lorsqu'on  connaît  son  intégrale  générale;  car  il 
suffit  de  substituer  successivement  à  la  variable,  les  deux  limites  dans 
l'intégrale  générale  et  de  prendre  la  différence  des  résultats.  Les  inté- 
grales connues  (N*»*  124  et  139) 

fx^dx  = 4-  C,    fa-""  dx  =  — — -♦-  C, 

^  m-\-  \         '     ^  6  lo«  a 


\ 


dx  \  .  X 


-=-arc  tang  -  -+-  V., 


a-  -»-  x*       a  ^  o 


S 


=s  arc  sin  -  -h  C,    f  x  sin  xdx  =  —  x  cos  x  -4-  û\\  x  -h  C^ 

|/a*  —  x«  " 


S 


Ix                        ^                o  -+-  l/a*  -*-  6x  —  X*        _ 
=  —  î2  arc  tang ^- h  T, 


|/a*  -t-  hx  —  X* 
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\  — ==  C-t-  X  -^-ttX^  -^-zrzX^  4-  ;rrT-ï      etc., 

Jy^i^ji  ^0  72  624 

,.  j         1  sin  (n -+- o)  X      1sin(»  — ûf)x 

/  cos  px  cos  oxax  = — h ~ —   - — h  C, 

•^'  ^  2p-h7  2p  —  9 

conduisent  donc  aux  intégrales  définies  suivantes,  pourvu  que  dans  la 
première,  m  +  i  ne  soit  pas  négatif  et  que  a  soit  supérieur  à  Tunité 
dans  la  troisième, 

\    x""rfx= 7»   \         a~*'ax=-r; »    1  a~^'dx==-n » 

Jq  m-Hl     J_^  61ogtt      Jq  ôlogo 

1    xsinxdx  =  ir,     i        xsinxdx  =  27r, 


C^       dx  .        i        3        15  r«' 

1     —  =1  -^  -.—  -*-  =t  -t"  r:;.-  -4-  e(c.,      \     

Joi/r:^*  *0      72      624  3.^^ 


c(x 


ot  el  a'  étant  les  deux  racines  de  x-  —  bx  —  a*  =  0. 


i 


nnc^.nnc/.^^^         i  »'"  (P  "*-  ?)  ^    ,     isin(p-^g)7r 

cos  px  cos  oxax  = h 

0  2p-^7  2p-9 


Si  le  coefficient  q  converge  vers  p,  le  second  terme  converge  vers  -r 
et  à  la  limite  il  vient 


$ 


'^        .        ,  i   sio  2p7r       TT 


Quand  2p  est  un  nombre  entier,  cette  équation  se  réduit  à 


$ 


COS  *pxrfx  =  - 
0 
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En  changeant  cos^px  en  i  —  sîn'px,  on  trouve  aussi,  âp  étant 
entier, 

\  sin *pxdx  =  -     et  par  conséquent     V  sin*xdx  =  -  > 

et  comme  sin^x  passe  par  les  mêmes  valeurs  entre  x  =  0,  x  =  7r  et 
entre  x  =  tt,  x  =  2»-,  on  a  aussi 


f 


27r 

sin*xrfx  =  ir. 
0 


Enfin  si  p  et  9  sont  des  nombres  entiers  inégaux,  Finlëgrale  est  visi- 
blement nulle. 
Les  intégrales  de  la  fin  du  N""  136  donnent  de  même,  si  m  est  pair, 


i 


^     x"»rfx     __4.3.5.7.9 (wi  —  ^)   ^ 


Iq|/| ^f      2.4.6.8.10 m        2 

et  si  m  est  impair, 

^     x-rfx         2.4.6.8 (tn  — i) 


s 


1 1  I /i   ___  .«.s  d.O./.J. ...•..••  ftt- 


Ces  deux  dernières  conduisent  à  une  expression  remarquable  de  n  duc 
au  géomètre  anglais  Wallis.  Si  dans  la  première  on  prend  pour  m  un 
nombre  pair  infiniment  grand  et  dans  Tautre  le  nombre  impair  consé- 
cutif, les  exposants  tous  deux  infinis  et  ne  différant  que  d'une  unité, 
seront  égaux  à  la  limite  ainsi  que  les  deux  intégrales  définies,  et  Ton 
aura  ^** 

TT       2.2.4.4.6.U.O.O 

Jé  1  .D.D.9.9.  /  •  /  .  t/. .  • . . • . • 


(*)  Celte  formule  se  démontre  d^une  manière  plus  rigoureuse  en  observant  que 
comme  x  est  toujours  compris  entre  zéro  et  Punilé,  la  différentielle 


x^dx  x^dx  x^+*dx  Œ"*+*djc 

=  aï — _  reste  comprise  entre  — nznrr-  et  — :==.  =  a?  —  •  Il  en 

est  donc  de  même  des  sommes  ou  intégrales  ;  or  si  m  est  un  nombre  impair,  il  on 
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Z 

En  remarquant  que  r-z —  est  nul  pour  «  =  0  et  pour  z  =  oo 

quand  p  est  un  nombre  positif  supérieur  h  l'unité,  les  intégrales 
successives  trouvées  au  N°  155  deviennent  : 

f*        rfz  2n— 5  r*         dz 

]q  {z*-^iY~ 2n  —  2  j     (z«  -f-  1)--*  ' 


.00  j  «  «    -00 


(  <fg  2n-~5  r  dz 


.00  ,  .    -« 


Jrfz  1  r        dz         ff 


pourvu  que  n  soit  un  nombre  entier.  Il  résulte  de  là  que 


f 


dz  it   1.5.5.7 2«  —  5 


L   (z«-4-l)-      2   2.4.6.8 2«  — 2 

Proposons-nous  encore  de  trouver  l'intégrale  définie  suivante  : 


î 


x**»(lx 


gÇ        X*"       -+-        1 


m  e%  n  étant  deux  nombres  entiers  et  positifs,  le  premier  plus  petit 
que  le  second,  ce  qui  fait  que  —^ — j  reste  fini  et  nul  pour  a;  =s  oo  . 

(2t-4-i)7rt/:rT 

Comaie  les  racines  n»«^<»  de  —  1  sont  e  **  ,  en  donnant 

à  «  toutes  les  valeurs  entières  depuis  0  jusqu'à  n  —  1,  il  est  visible 


sen  de  même  de  m  +  2  et  en  représentant  par  Â  Tintégrale  eorrcspondant  à  m, 

ceUe  qui  répond  à  m  +  2  est  visiblement  A ?  qui  converge  vers  A  quand  m 

•  *fl  -f-  z 

cooTerge  vers  Tinfini;  ces  deux  intégrales  tendent  donc  vers  une  même  valeur  qui 

f  *  a?"*+*  dx 
est  p*r  conséquent  celle  de  Tintégrale  intermédiaire  \    —  • 

37 
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que  si  Ton  désigne  par  e<'\  C''S  e<'»' 6^-+*)  les  valeurs  successivcg 

dee      ^  ,  la  fraction  rationnelle 


y*  -+-  i 


peut  être  décomposée  en  fractions  simples  de  la  manière  suivante 
(N«  429j  attendu  que  m  <  n, 

^  i  i  4 


y" -4-1    y  — e»>     y  — c^'>     y  — c^«>  """^   y  —  e<t--i)  » 
et  par  conséquent  on  a,  en  changeant  y  en  a;*, 

3x«--h4"^n(J  x«  — e«*>  "^  )  X*  —  «w     *■  )  a;«  —  e«— *' 

Mais  on  sait  que 

dx  i  X 


$ 


=5  -  arc  tang  -  -4-  C 

X*  -h  a*      a  ^  a 


4-(i) 


et,  en  changeant  a*  en  —  e^*^  ou  bien  a  en  [/—  1  c*    , 


iu, 


\  1 S7°= n — «Pcteng— 'h +C=!— ; — arccot — i \-C. 

Si  donc  on  prend  l'intégrale  définie  entre  les  limites  -4-00  et  —  « , 

ce   qui  est  permis  puisque  e<*>  étant  imaginaire, ne  de- 

X*  —  c"* 

vient  infini  pour  aucune  valeur  réelle  attribuée  i  x,  il   viendra 


dx     _2j/=ï  ^     e*  2/:=l  ^^Zî 


«.«__p(i) rrr"*^^^^^ =:'^ — î arccotO=-^ 

et  par  conséquent 

2m-hl  2m-hi 


^       x^'^dx  __  TT  j/^  (  (eï«>)  (eW) 


2  2 

—  -f-  etc. 


(gH))n  •   (g(5)j. 
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qui,  à  cause  des  valeurs  connues  suivantes  : 


299 


(e(i,)-  =  e"'^-"'  =  -l,     (eC3)).==e'"^-*  =  -l,etc., 
prend  la  forme 


f- 


, 2m-*-l     ,y — -  2w-hi^      . — - 

^  -4-  e 


««x»*-f-i 


« 


n 


2m -h  1 
2n 


(2n-l)7rl/— i 


ou  bien 


\ 


90 


(2»— I)a7r|/— I 


dans  laquelle  — ^ est  remplacé  par  a.  Le  polynôme  compris  entre 

les  parenthèses  forme  une  progression  géométrique  dont  la  somme  est 


(2«-f-I)a7rl/-l  a7r|/-l  (2//i -h  1   tt  V/- 1        ,  . 

e        .        ^        —  e  e  —  i   an  l/—  J 

= e 


2affl/—  I 

c  —  1 


2a;rl/— 1 
e        •^  —  i 


ottI/^^ — a7r|/— 1  [/—  i  sinOTT 


ce  qui  réduit  la  valeur  de  l'intégi^ilc  à 


\ 


00  3.««  Jjp 


TT 


—  00 


X*"*  -f-  i  .      2«l  -4-  i 


/»  sin 


2ii 


/• 
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Gominc  la  différentielle  conserve  le  même  signe  quand  on  change 
celui  de  x,  l'intégrale  depuis  —  qo  jusqu'à  zéro  a  la  même  valeur  que 
depuis  zéro  jusqu'à  +  oo  ;  on  a  donc  aussi 


[ 


X*"*  dx  n 


0  2n  sin  — n 

2n 


2m  -f-  i 

On  en  déduit,  en  faisant  x*"  =  z  et  a  = » 

"In 


[ 


z*"*  dz  n 


^    i  -i-z       sin  aw 


» 


dans  laquelle  a  est  quelconque  mais  compris  entre  0  et  !,  puisque  n 
est  plus  grand  que  tit. 

En  remplaçant  z  par  yP^  on  est  aussi  conduit  à  l'intégrale  définie 
suivante  : 

00 


3o  î^"^^       p^' 


sinoTT 


et  en  posant  pa  =  q, 

.00 


\ 


^       rfy 


V  psin-# 

P 

dans  laquelle- ou  a  ne  peut  pas  dépasser  l'unité  positive. 

H5.  Développement  d'une  fonction  suivant  les  cosinus  des  arcs 
multiples.  —  Une  des  intégrales  définies  précédentes  conduit  d'une 
manière  fort  simple  au  développement  d'une  fonction  ^x,  suivant  les 
cosinus  des  arcs  multiples  de  la  variable  ;  car  si  l'on  pose 

1 

AX£=:-a  H-  6cosx  +  c  cosSx  +  dcos  3x  -t* -t*  Acosnx  -♦- 

2 

et  qu'on  multiplie  les  deux  membres  par  cos  nxdx,   n    étant  un 
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nombre  entier  quelconque,  on  trouve,  en  intégrant  les  deux  membres 
depuis  zéro  jusqu'à  n  et  remarquant  que,  d'après  ce  qui  précède,  les 
intégrales  de  cos  nxdx,  coso;  cos  nxdxj  cos2x  cos  nxdx,  etc.  sont 

nulles,  tandis  que  l'intégrale  de  cos^  nxdx  est -pour  toute  valeur  de 

n  autre  que  zéro,  savoir  : 

1   (fXCosnxdx  =  -h    d'où     A  =  -i    ^xcosnxdx. 
Jo  ^  ""JO 

Si  l'on  fait  successivement  n  égal  à  i,  2,  5,  4 ,  il  vient 

a  =  -i   ffxdxj    6=5-1   (fxcosxdx,    c  =  -l   9Xcos^xdx^ 


fx  cos  5xdx  etc. 


qai  déterminent  les  coefficients  a,  6,  c,  d....  au  moyen  d'intégrales 
définies.  Une  marche  semblable  conduira  au  développement  de  (fX 
suivant  les  sinus  des  multiples  de  x.  Avant  de  faire  usage  de  cette 
série,  il  est  nécessaire  de  s'assurer  de  sa  convergence.  En  remplaçant 
fX  par  X,  il  vient  : 

X      TT      2  /  COS  5x      cos  5x      cos  7x     \ 

dont  le  second  membre  est  convergent.  En  dérivant  on  trouve  cette 
série  convergente  remarquable 

sin  3x      sin  5x      sin  7x  n 

sin  X  H = 1 z * ;:; ^-  etc.  «=  - 

3  5  7  4 


. 


Cette  dérivation  ne  pourrait  pas  être  répétée ,  parce  que  la  dérivée 
de   ou  cos  nx  est  indéterminée  quand  n  est  infini ,  tandis  que 

la  dérivée  de  — r—  élait  nulle. 

nr 
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Pour  ffx  =  c~',  il  vient 

2  i-Hl         P  +  1  2*-t-l  5*-4-i 

H-  Tï i-cos  4x  +  etc. 

4'  -+-  i 

446.  Intégrales  définies  exprimées  par  des  séries.  —  Nous  verrons 

dans  la  seconde  partie  du  calcul  intégral,  comment  on  parvient  à 

trouver  les  intégrales  définies  de  certaines  différentielles  dont  on  ne 

connaît  pas  les  intégrales  générales;  mais  le  nombre  des  fonctions 

auxquelles  ces  procédés  sont  applicables  est  fort  borné  et  il  faut  le 

plus    souvent  avoir  recours    à  des  méthodes  d'approximation.    Le 

théorème  du  (N**  442)  en  fournit  une  fort  simple.  Divisons  en  n  par- 

[b 
lies  égales  l'intervalle  6  —  a  des  deux  limites  de  Tintégrate  l   fxdx', 

Ja 

en  représentant  par  i  chaque  division,  on  aura  rigoureusement, 
quand  n  atteindra  la  limite  des  valeurs  croissantes  ou  quand  i  attein- 
dra la  limite  des  valeurs  décroissantes, 


i 


6 
fxdx=\fa  -t-  f(a -+- i)  +  f{a -t-  2»)  -4-  f{a  -t-  3t) -h  f{h  —  i)  j r, 


a 


mais  comme  on  doit  se  borner  à  prendre  i  suffisamment  petit,  cette 
somme  ne  sera  plus  qu'une  valeur  approchée  de  l'intégrale  définie. 
On  trouve,  de  cette  manière,  en  faisant  n  =  40, 


m 

\ 


r^     dx  *      (  1         1  i  1    1  1 

4  4  4  4  4 

^^      1^^4040      I^'ÏÔIÔ     l^'ÏÔÔÔ  1^1840 


Les  différents  moyens  employés  pour  trouver  une  intégrale  indé- 
finie développée  en  série,  peuvent  aussi  servir  à  trouver  la  valeur 
approchée  d'une  intégrale  définie;  ainsi,  de  ce  que  la  formule  de 
Maclaurin  donne 

(j)X  =  ya  -t-  (x  —  a) y'a  -i — — ^'^a  -^  etc.. 
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il  résulte  que  Ton  a,  en  remplaçant  ^x  par  f  fxdx  et  par  conséquent 
f 'x  par  /x,  et  fa  qui  reste  indéterminé  par  une  constante  C, 

//xrfx  =  C -*- (X  -  o) /a  +  (f^/'a -H  i^i=^/"«  +  etc. 
On  a  donc  aussi 

I     fxdx={n  —  m)fa-i'^ *-—^ Lfa 

(n  —  a)'  —  (tw  —  o)»  -,, 

dans  laquelle  on  peut  disposer  de  a  pour  rendre  la  série  conver- 
gente. La  série  de  Jean  Bernoully  donne  aussi 


^Jxdx=nfn-^mfm-^ ^^^— J 


Enfln,  de  la  formule  (N»  158) 


1.2.3  ''"'• 


1     1  1   ç"o 

dans  laquelle  a  est  une  racine  de  l'équation  f[x)  =  0,  on  tire 


$ 


mxdx  =  :;  -r  {?*^  —  9^^)  —  ::  ir-  (?''*  —  ?*^)  -+■  etc. 


pourvu  que  a  soit  la  seule  racine  de  <px  «==  0  comprise  entre  m  et  n.  Si 
m  est  égal  à  a,  il  vient 

f**  11  1  ?"o 

\    yxrfx  =  -  -r-  cp'ft  —  -  ----  «'n  -4-  etc. 

J^^  2î»'o^  5®"a^ 

Il  est  souvent  plus  expéditif  de  développer  directement  fx  en  série 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  de  multiplier  ensuite  la  série 
par  dx  et  d'intégrer  chaque  terme  entre  les  limites  fixées.  On  trouve 
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ainsi,  en  supposant  que  le  développement  de  fx  soit  a  +  frx  +  ex' 
-*-  ex'  -*-  etc.,  savoir 


r 


^  6  .  . 

fxdx^=a{n  —  w)  -«-  -  (n*  —  m*)-*-  -  (n' — m')  h-  ^(n*  —  m*)  -♦-  etc. 

À  D  it 


Remarquons  que  si  le  développement  de  fx  est  convergent  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  m  et  n,  la  série  qui  forme  rinlé- 
grale  sera  aussi  convergente,  puisqu'une  moyenne  arithmétique  entre 
plusieurs  séries  convergentes  est  évidemment  une  série  convergente, 
et  qu'une  intégrale  définie  n'est  autre  chose  qu'une  moyenne  arith- 
métique (N«  142). 
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Quadrature  des  surfacos  planes.  —  Sigaifîeation  d*uue  intégrale  définie.  —  Qua- 
drature des  courbes  polaires.  —  Rectification  des  courbes  planes.  —  Rectifica- 
tion des  courbes  gauches.  —  Rectification  des  courbes  polaires.  —  Cubature  dos 
.>olides  de  révolution.  —  Quadrature  des  surfaces  de  révolution.  —  Problèmes 
divers. 

H7.  Quadrature  des  surfaces  planes.  —  Le  calcul  intëf;ral  ap- 
prend à  remonter  d'une  différentielle  donnée  à  sa  fonction  primitive. 
Il  résulte  de  là  que  lorsqu'une  quantité  est  connue  par  sa  diffé- 
rentielle, la  recherche  de  la  valeur  même  de  cette  quantité  n'est  plus 
qu'un  problème  de  calcul  intégral;  ainsi  la  détermination  de  l'aire 
d'une  courbe  ou  d'une  portion  de  son  arc,  et  la  détermination  de  la 
surface  ou  du  volume  d'un  corps  terminé  par  une  surface  courbe, 
sera  ramenée  à  une  intégration,  dès  que  l'on  aura  trouvé  l'expression 
de  la  différentielle  de  l'aire  ou  de  l'arc  de  cette  courbe  et  de  la 
surface  ou  du  volume  de  ce  corps.  Proposons-nous  donc  de  trouver  ces 
différentielles. 

Soit  y==^fx  l'équation  d'une  courbe  BC  (fig.  30)  rapportée  à  des  axes 
rectangulaires,  et  u  l'aire  comprise  entre  la  courbe  BM,  l'axe  dcsX, 
l'ordonnée  variable  MP  correspondant  à  l'abscisse  x  et  une  ordonnée 
quelconque  fixe  BE.  u  augmentant  et  diminuant  avec  l'abscisse  AP  ou 
X,  est  nécessairement  une  fonction  de  cette  variable.  En  donnant 
à  X  un  accroissement  PP'  =  A  =  Ax,  u  prend  un  accroissement 
iii  =  MM'PP',  et  si  on  construit  un  rectangle  QQ'P'P  équivalent  à 
MM'P'P,  il  est  visible  que  QQ'  devra  couper  la  courbe  en  M"  placé 

38 
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entre  les  points  M  et  M'^  puisqu'il  doit  y  avoir  compensation  entre 
les  surfaces  extérieures  et  intérieures  QM"M  et  Q'M"M';  PF'  est  donc 
une  fraction  de  PP'  ou  A,  représentée  par  9A,  et  l'ordonnée  P"M"  sera 
exprimée  par  f[x  +  GA)  et  par  conséquent  on  a  pour  toute  valeur  de  A, 

Au 
Au  =a  Ax/*(x  +  ôA),     ou     —  =  f(x  -»-  6A), 

0  étant  compris  entre  zéro  et  1,  et  il  vient  à  la  limite,  en  observant 
que,  puisque  G  reste  compris  entre  0  et  i ,  6A  s'évanouit  avec  A, 

---z=afx  =  y,     d'où     (lu=ydx    et     u=fydX'^C=iffxdx-k-C. 

Telle  est  l'expression  de  l'aire  comprise  entre  une  courbe,  l'axe  des  X 
et  deux  ordonnées  dont  l'une  correspond  &  une  abscisse  variable  x 
et  l'autre ,  à  une  abscisse  fixe  mais  indéterminée.  On  y  serait  arrivé 
immédiatement  par  la  considération  des  infiniment  petits  en  remar- 
quant que  si  PP'  =  dxy  la  surface  PFM'M  sera  l'accroissement  ou  la 
différentielle  du  de  u;  et  comme  PP'M'M  ne  diffère  pas  sensible- 
ment du  rectanf;le  PFNM  dont  l'aire  est  ydx^  on  aura,  comme 
précédemment, 

du  =  ydx    et    u  =  fydx  -h  C 

Cette  valeur  de  u  est  indéterminée  puisqu'elle  renferme  une  con- 
stante arbitraire  C.  £lle  ne  sera  déterminée  que  lorsqu'on  aura  fixé 
le  commencement  de  l'intégrale,  c'est-à-dire,  la  limite  de  la  surface 
opposée  à  MP.  Si  l'aire  u  s'étend  depuis  l'ordonnée  fixe  DE  jusqu'à  MF, 
en  représentant  l'abscisse  AE  par  a,  on  voit  que  pour  x  =  a,  on  doit 
avoir  ti  ==  0;  en  représentant  donc  par  (px  l'intégrale  f  fxdxy  on  aura 

0  =  f  a  +  C    d'où     u  =  fydx  —  (pa  ==3  ^x  —  f>a , 

pour  l'expression  de  l'aire  comptée  depuis  l'abscisse  AE  =  a  jusqu'à 
une  abscisse  quelconque  AE  =  x.  Si  l'aire  devait  être  prise  entre  les 
deux  ordonnées  fixes  DE  et  F6  correspondant  aux  abscisses  AE  s=sa  et 
AG  =  6,  il  suffirait  de  faire  x  ==  6  et  il  viendrait 

.6 


«  =  l    ydx  =  \   fxdx  =  ifb  —  y o, 
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On  appelle  quadrature  Topera tion  par  laquelle  on  détermine  Taire 
d'une  courbe,  parce  que  Ton  clierchait  autrefois  le  carré  équivalent. 
Tonte  intégrale  de  la  iovme  J*  fxdx  pouvant  être  considérée  coiiime 
devant  servir  à  la  quadrature  d*une  certaine  courbe  ayant  pour  équa- 
tion y  =/x,  on  dit  qu*un  problème  est  ramené  d  une  quadrature j 
lorsque  la  solution  ne  dépend  plus  que  d'une  semblable  intégration. 
Si  les  axes  au  lieu  d'être  rectangulaires,  étaient  obliques^  il  est  visible 
que  Taire  du  parallélogramme  PFQQ'  serait  hf(x  +  OA)  sin  a,  a  étant 
l'angle  des  axes  et  Ton  trouverait 

u  =:  sin  a  l    fxdx, 
3a 

148.  Signification  d'une  ifitégrale  définie.  — L'expression  précé- 
dente de  Taire  d'une  portion  de  courbe  comprise  entre  deux  or- 
données peut  servir  à  démontrer  géométriquement  le  théorème  du 
N*  142  sur  la  valeur  d'une  intégrale  définie;  en  effet,  l'intégrale 
/  fxdx  y  quelle  que  soit  la  quantité  qu'elle  est  destinée  à  représenter, 
peut  être  considérée  comme  exprimant  Taire  d'une  portion  de  la  courbe 

qui  a  pour  équation  y  =/ir,  et  l'intégrale  définie  l    fxdx  est  Taire  de 

)a 

la  courbe  comprise  entre  les  ordonnées  correspondantes  aux  abscisses 
X  =3  a  et  X  =  6.  Si  donc  DF  (fig.  31)  est  cette  courbe,  et  si  A6  :=  6  et 
A£=  a,  l'intégrale  définie  sera  Taire  DEGF;  or  en  divisant  E6  en  un 
nombre  infini  de  parties  infiniment  petites  Ea,  a6,  6c...  représentant 
les  valeurs  successives  de  dxj  et  en  élevant  les  ordonnées  aa'^  66', 
ce',  etc.,  les  rectangles  DEaa',  a66'a',  6cc'6'  etc.,  dont  les  aires  sont 
données  par  le  produit  de  chaque  ordonnée  par  dx,  représenteront 
toutes  les  valeurs  que  peut  prendre  la  différentielle  fxdx  entre  les 
limites  x==  a,  eix  =  b]  comme  la  surface  EGFD  est  la  somme  de  tous 
ces  rectangles,  si  la  courbe  est  continue  entre  ces  limites,  l'intégrale 
définie  est  aussi  la  somme  de  toutes  les  valeurs  que  prend  la  diffé- 
rentielle entre  les  limites  de  l'intégrale. 

Il  est  à  remarquer  qu'il  résulte  du  N""  142  que  l'intégrale  et  par 
conséquent  Taire  DEGF  est  aussi  représentée  par  le  produit  de  EG  par 
une  moyenne  entre  toutes  les  ordonnées  équidistantcs  DE,  aa\  hb\ 

cd GF.  On  voit  aussi  que  si  entre  les  limites  x=ae=AE  et 

x  =  b  =  AG  (fig.  32)  la  courbe  passait  au-dessous  de  Taxe  des  X, 
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comme 


les  ordonnées  ou  fx  deviendraient  négatives: ,  l    fxdx  serait  la 

Ja 

différence  des  aires  DBE  et  GBF,  ainsi  qu'on  Ta  vu  au  N<*  i42.  Pour 

avoir  chacune  de  ces  aires,  il  faudrait  chercher  l'x  du  point  B  ou  AB 

et  prendre  successivement  l'intégrale  entre  les  limites  AE  et  AB  puis 

AB  et  AG. 

Appliquons  la  formule  des  quadratures  à  quelques  courbes. 

i*"  Pour  la  parabole  dont  l'équation  est 

on  trouve 
.6 


u 


Ja  Ja  Ja  ^ 


Si  l'aire  se  compte  à  partir  du  sommet,  a  est  nul  et  il  vient,  en  rem- 
plaçant b  par  X, 

2    /—  ^      2    / 2 

u  ==-  i/2px*  =a  -i/2px  X  ==  -xy* 
5  3  <) 

2*"  Pour  l'ellipse  dont  l'équation  est 

o'y*  -h  6'x*  =  o'6*, 
il  vient 

M  ^^  fydx^-  /l/â*  —  x*dx=!-J-i/a'  — x*  -+-~arcsin-(  -+-  C. 
•^  ^  a^  ^  a\^^  2  a) 

Si  on  compte  cette  aire  h  partir  de  Taxe  des  Y,  x  et  u  doivent  être 
nuls  en  même  temps  et  l'on  a 

«=:--{x  i/o*  —  X*  -h  a'arcsin-|=-X7  -♦- -•  a6  arc  sin  -  • 
2a(    "^  a)      2  -^       2  a 

En  faisant  x  =  a,  on  a  pour  l'aire  du  quart  de  l'ellipse, 

ab 

4 
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3**  Pour  l'hyperbole  équilatère,  rapportée  à  ses  asymptotes,  dont 
réquation  est  xy  =  a*,  il  vient 

Si  00  compte  Taire  à  partir  de  l'ordonnée  du  sommet  de  la  courbe, 
pour  lequel  l'x  est  a,  on  trouve 

X 

14  =s  a*  loff  -  • 
a 

En  faisant  a  égal  à  l'unité,  u  devient  égal  à  log  x,  ce  qui  apprend 
que  dans  cette  hyperbole  équilatère,  la  portion  de  l'aire  comprise  entre 
la  courbe  et  l'asymptote  représente  le  logarithme  népérien  de  l'abscisse. 
C'est  pour  ce  motif  que  ces  logarithmes  ont  été  aussi  nommés  loga- 
rithmes hyperboliques.  En  considérant  une  hyperbole  quelconque  au 
lieu  de  l'hyperbole  équilatère,  et  en  la  rapportant  à  ses  asymptotes 
qui  formeront  un  système  d'axes  obliques,  on  trouve  que  la  propriété 
précédente  subsiste  encore,  mais  les  logarithmes  ne  sont  plus  pris  dans 
le  système  népérien;  la  valeur  de  la  base  dépend  de  l'angle  formé  par 
les  deux  asymptotes. 

4°  Pour  trouver  l'aire  d'une  portion  de  la  cycloïde  qui  a  pour 
équation  différentielle 


dx=do 


y^y 


transportons,  pour  faciliter  l'intégration,  l'origine  des  coordonnées  de 
A  en  £  (fig.  9),  en  prenant  EK  et  EF  pour  axes  des  X'  et  Y'.  On  fera 
pour  cela 

ap  =  wa  -t-  a/,     y  =  2a  —  yf 

et  l'équation  de  la  courbe  deviendra 


rfj/^ 


{^a--y^)dy^ 


du' 
En  observant  que  pour  l'arc  EA',  -j^est  positif  et  que  par  conséquent 

dx 
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il  faut  prendre  le  signe  plus,  Taire  ENL  comprise  entre  la  courbe  et 
Taxe  des  X'  est 

y'  —  a    / ■      o*  t/  —  a 

= *-^j/2ay'  -  y*  -+-  -  arc  sin  ^—^  +  C. 


Si  Ton  prend  l'intégrale  depuis  y'<=0  jusqu'à  y'  =  A.'K=2a,  on 
aura  — -  pour  Taire  EA'K.  On  sait  que  FA'  =  na  et  par  conséquent 

Taire  du  rectangle  EFA'K  est  donnée  par  7ra.2a  ou  27ra*.  En  relran- 

a*  3 

chant  Taire  EA'K  exprimée  par  •K—t  il  reste -wa*  pour  Taire  de  la 

m  À 

demi-cycloïde  EFA';  Taire  de  la  cycloïde  est  donc  égale  à  trois  fois 
Taire  du  cercle  générateur. 

5"*  L'hypocycloïdc  du  N"*  62  et  qui  a  pour  équation 


x»^y»  =  / 


donne  pour  le  quart  de  sa  surface  u,  en  remplaçant  x  par  It}  et  ca 
faisant  usage  de  Tintcgrale  définie  trouvée  au  N°  144, 


,'      z'^dz  3 


jA 


:«    32 


6®  La  chaînette,  lorsqu'on  la  rapporte  à  un  axe  des  Y  vertical 
passant  par  le  point  le  plus  bas  et  à  un  axe  horizontal  des  X  place  à 
une  distance  a  au-dessous  de  ce  point,  a  pour  équation 


y=l{''^'  ') 
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et  en  comptant  Taire  u  à  partir  de  l'axe  des  Y,  on  trouve 

m 

Si  Ton  remplace  e*  par  sa  valeur  tirée  de  Tëquation  de  la  courbe  mise 
sous  la  forme 


-£c=e«-h — 5     ou 
a  - 


f  c«  j le"  =  —  i, 


il  vient 


u  =  a  ^y*  —  a*. 


Enfin  pour  avoir  Taire  comprise  entre  deux  courbes  MM',  NN'  et  deux 
ordonnées  MP,  M'F  (fig;.  53),  il  suffit  évidemment  de  déterminer  par 
la  méthode  précédente,  les  aires  MM'FP  et  NN'P'P,  et  d'en  prendre 
la  différence;  mais  on  peut  quelquefois  arriver  à  l'expression  cherchée 
d'une  manière  plus  facile,  en  observant  que,  si  Y  =  /x  et  y  =  fx  sont 
les  équations  des  deux  courbes  MM'  et  NN',  Ydx  et  ydx  seront  les  aires 
des  rectanf;les  élémentaires  mm'p'p  et  nn'p'p^  et  par  conséquent 
(Y  —  y)dx  est  Taire  de  la  tranche  nimVn,  et  comme  la  surface 
MMWN  se  compose  de  la  somme  des  tranches  telles  que  mmfn'n^  on 
aura 

ti  =  V    (Y  —  y)  rfx  =  V    (/x  —  (fx)  rfx. 
Ja  Ja 

L'aire  comprise  entre  quatre  courbes  MM',  NN',  MN  et  M'N'  (fig.  3i) 
s'obtiendrait  en  déterminant  successivement  les  aires  MM'P'P,  M'N'Q'P', 
XN'Q'Q  et  MNPQ,  cl  en  observant  que 

MM'N'N  =  MM'P'P  -^  M'N'Q'P'  —  NN'Q'Q  —  MNPQ 

449.  Quadrature  des  courbes  polaires.  — Si  Téquation  de  la  courbe 
était  donnée  en  coordonnées  polaires  et  qu'on  voulût  connaître  Taire 
comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  OA  et  OM  et  l'arc  AM  (fig.  16) 
de  cette  courbe,  la  formule  pour  la  quadrature  s'obtiendrait  par  une 
marche  analogue  à  celle  que  Ton  a  employée  pour  le  cas  des  coordon- 
nées rectangulaires.  Nous  nous  bornerons  à  chercher  la  formule  de 
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la  quadrature,  en  employant  la  considération  des  infiniment  petits. 
En  dës]f;nant  par  u  Taire  AOM,  si  on  donne  à  l'angle  AOM  ou  (  un 
accroissement  MOM'  ou  d(,  en  observant  que  le  secteur  MOM'  ou  du 
étant  infiniment  petit,  le  secteur  MOM'  peut  être  considéré  comme 
circulaire  et  sa  surface  a  pour  expression 

rfw  =  i  OM .  arc  MM'  =  -  r^dt ,     d^où     m  =^frhlt  h-  C. 
2  2  z 

En  appliquant  cette  formule  à  la  quadrature  de  la  spirale  d'Archimède 
qui  a  pour  équation  r  =  nt,  on  trouve 

1  n**' 

2"^  6 

et  en  prenant  la  surface  depuis  Tangle  f  jusqu'à  l'angle  t!\ 

Pour  la  spirale  logarithmique  dont  Téquation  est  r  =  aa"*',  il  vient 

il  a*   a'""  r' 

2  4m  4in  log  a  4m  log  a 

450.  Rectification  des  cow^hes  planes.  —  On  a  vu  (N®  39)  que  la 
différentielle  d'un  arc  de  courbe  est  donnée  par  l'équation 


=V(l)' 


ds  =  [/  (ix^  -*-  ^^y*  ==  rfjp  \  /  (  3^  )  +  ^  ; 


on  tire  de  là 


=$V(0 


i. 


Telle  est  la  formule  pour  la  rectification  des  courbes  planes  rapportées 

à  des  axes  rectangulaires.  Pour  l'appliquer  à  des  exemples,  il  suffit  de 

dy 
remplacer  -r^  par  sa  valeur  en  x  tirée  de  l'équation  de  la  courbe  et 

d'effectuer  l'intégration  indiquée. 
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1®  Considérons  d^abord  le  cercle  qui  a  pour  ëqualion  x^  -+-  t/*  =  r-. 
Il  vient 


r  ,        /dtf       ^       (      rdx  .    ^       ^ 

$=  \  dx\  /  -^  H-  1  =  1  — ^i^zzr  =  r  arc  sm  -  -+-  C, 

4 

et  si  l'on  prend  l'intégrale  entre  les  limites  x=^  a  eix==by 

.6  .    o 

8  ==  r  arc  sm r  arc  sm  —  • 

r  r 

2<*  Pour  la  parabole,  on  trouve 
dy 


dx 


=E,  .=j.^^_j*^..j-; 


ou  bien,  en  prenant  la  courbe  depuis  le  sommet  jusqu'à  l'ordonnée  y, 


» =4(y  ^p"  ^y*^p'  logy  ^  ^^*  ^  ^') 


3**  L*ellipse  donne 


—  = >    8  =  \dx\/  i  -V--T r-T- 


ç  /a*  — (a«  — 6*)x« 


a*  __  6«  X* 
^  ""      a"      â^ 

1  — — 
a* 


rfx 


^</x, 


o*  —  6* 
en  remplaçant ^ — -  par  c*.  L'intégrale  de  celte  différentielle  n'est 

39 
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pas  exprimable  en  quantilës  algébriques,  trigonométriques  ou  loga- 
rithmiques; mais  on  en  trouve  une  valeur  approchée  en  remplaçant 


le  radical  \/   1  —  c'  —  par  la  séri 


série 


i  — -c»— —  -  c*--— -elc. 
2      a*      8      a* 


qui  est  toujours  convergente,  parce  que  e  et  —  sont  des  fractions.  On 
trouve  ainsi 

dont  chaque  terme  est  intégrable  (N<»  136). 
4»  Pour  la  cycloïde,  il  vient 


Si  l'intégrale  se  prend  depuis  y  =  0  jusqu'à  y  «  2«,  c'est-à-dire,  dans 
toute  l'étendue  de  la  demi  cycloïde ,  on  trouve  «  =  4a  et  par  consé- 
quent la  cycloïde  entière  est  égale  à  8a  ou  à  quatre  diamètres  du 
cercle  générateur. 

5«  Pour  l'hypocycloïde  traitée  plus  haut  et  qui  a  pour  équatioo 


.5 


y' = i', 

on  trouve 


V  «.s  JO  ^s  •'0/~s 
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S**  Dans  ]a  chainelte  dont  on  s*est  déjà  occupé  (N"  148,  6<*],  on 
trouve , 


On  tire  de  l'équation  de  la  chainette,  comme  au  N*>  148,  6*", 

a       y     o*  a       ^    a* 


et  ces  valeurs,  substituées  dans  l'expression  de  l'arc  s,  lui  font  pren- 
dre cette  forme 


Il  résulte  de  cette  valeur,  comparée  à  celle  de  l'aire  u  trouvée  plus 
haut,  que  l'on  a  u  =  as. 

151.  Rectification  des  courbes  gauches.  —  Si  la  courbe  était  à  dou- 
ble courbure,  la  formule  pour  la  rectification  serait 


rf,  =  ^/dx«  -H  dy*  ^  dz«  =  rfz  y/l  -.  (ïy-"(âj' 


d'après  ce  qu'on  a  vu  (N"  80),  et  l'on  aurait 


îV-(ë)'-(S)' 


dx     dy 
dans  laquelle  on  remplacerait  t~  et  -j^  par  leur  valeur  en  z  tirée  des 

dz      dz 

deux  équations  de  la  courbe.  Par  exemple ,  pour  la  spirale  dont  les 

équatioos  sont  (N"*  92) 

z  •  z 

OE  =3  r  sin  —  >    y  =  r  cos  —  » 

ar      *^  ar 
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on  trouve 

Jx      i        z       dy  i   .     z 

— -  =  -cos — 9    -T^= sm  — 

az      a       ar      az  a       ar 

et  par  conséquent 

g=\dz\/  i  H — (  cos* H  sin'— ) 

J        y  à^\       ar  ar/ 

152.  Rectification  des  courbes  polaires.  —  Considérons  une  courbe 
plane  rapportée  k  des  coordonnées  polaires.  Sa  dérivée  pourrait  aussi 
être  obtenue  en  imitant  la  marche  suivie  pour  les  courbes  rectangu- 
laires (N"*  59)  ;  mais  nous  nous  bornerons  à  la  démontrer  par  la  con- 
sidération des  inBniment  petits.  Soient  donc  ÂM  (fig.  16)  cette  courbe 
et  r  =  fl  son  équation.  Si  on  donne  à  t  un  accroissement  infiniment 
petit  MOM'=sdt,  Tare  ÂM  ou  s  augmentera  de  MM!  =  ds  et  en  dé- 
crivant du  point  O  comme  centre  Tare  de  cercle  MP,  le  triangle  MPM' 
considéré  comme  rectiligne,  donne 


ds  =  /MP«  -+-  M'P«. 

Or,  Tare  de  cercle  MP  est  égal  à  MO  X  angle  MOM'  =  rdt  et  M'P  étant 
l'accroissement  du  rayon  vecteur  MO,  n'est  autre  chose  que  rfr;  on  a 
donc 


ds^i/r^dl^-^-dr^     d'où     «=Cd«\/r«-h/^^-Y 


Pour  la  spirale  d'Archimède,  on  trouve 


r  =  ««    et    «==/£/f/w«(»-Hn*==^|«|/(«4.i-+.log(f-t-|/(*-+-i)l-*-C. 

*,  ) 

Pour  la  spirale  logarithmique , 
r  =«  aa-',     s  =/dt  |/a«a*""  -+-  ahn^a'^'"^  log  *a  =  a  j/i-»-m-log«a/  a*'  di 

a|/i  -+-m-ïoj;«o                      /i  -nmMog'a 
«=- j a*"'  -4-  C=a?^ ; 2 r  -h  C. 

>n  log  a  m  log  a 


k 
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153.  Cubature  des  solides  de  révolution.  —  Soit  y  =  fx  Téquation 
d^une  courbe  BG  (fig.  50).  En  tournant  autour  de  l'axe  des  X,  elle  en- 
gendre une  surface  de  révolution  et  nous  nous  proposons  de  déterminer 
le  volume  renfermé  dans  cette  surface  et  limité  par  deux  plans  perpen- 
diculaires à  l'axe  X  et  engendrés  par  les  deux  ordonnées  BË  et  GF. 

Prenons  un  point  quelconque  M  ayant  pour  coordonnées  (x,  y)  et  dé- 
signons par  V  le  volume  engendré  par  BMPE.  Si  l'on  donne  à  or  un 
accroissement  PP'  =  h  =  Ax,  v  sera  augmenté  du  volume  Av  engen- 
dré par  MM'P'P.  Or,  quel  que  soit  l'accroissement  h ,  on  conçoit  qu'il 
est  toujours  possible  de  construire  un  rectangle  QQ'FP  de  manière 
que  le  volume  qu'il  engendrera  en  tournant  autour  de  l'axe  des  X  soit 
équivalent  au  volume  engendré  par  MM'P'P  et  il  est  visible  que  QQ' 
devra  pour  cela  rencontrer  l'arc  MM'  en  un  point  M"  situé  entre  M  et 
M',  puisque  les  deux  volumes  de  révolution  ne  sont  équivalents  que  si 
les  volumes  engendrés  par  M'M'^Q'  et  MM"Q  situés  l'un  au-dessus  et 
l'autre  au-dessous  de  QQ',  sont  eux-mêmes  équivalents;  la  distance  PP" 
sera  donc  une  portion  de  PP'  ou  A,  et  pourra  être  exprimée  par  OA, 
0  étant  compris  entre  zéro  et  l'unité.  Le  volume  engendré  par  le 
rectangle  QQ'P'P  est  exprimé  par  7r.PP'.M"P"*  =  7rA[/{x -h  ôA)]* 
et  il  Tiendra 

Av 

At?  =  ttAx  [f{x  -t-  eA)]«    ou    —  =  TT  [/'(x  -♦-  eA)]*. 

Comme  cette  relation  doit  subsister  pour  toute  valeur  de  A,  on  peut 
faire  converger  h  vers  zéro,  sans  que  G  cesse  d'être  inférieur  à  Tunité, 
et  il  vient  alors 

d'où  Ton  tire 

dv  =  Tty^dx^     V  =  7ry  t/*(ix. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  par  la  considération  des  infiniment 
petits,  en  observant  que  si  PP'  est  égal  à  eix,  le  volume  de  la  tranche 
infiniment  mince  engendrée  par  PMM'P'  est  ny^dx. 
Pour  la  parabole,  on  a 

y*  =  2px,     V  =  Te  J'y^dx  =a  ^Ttp  f  xdx  =  rpx*  -f-  C, 
et,  en  prenant  l'intégrale  depuis  le  sommet, 

î      ^      . 
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le  volume  est  donc  la  moitié  de  celui  du  cylindre  circonscrit.  Pour 
Tellipse  on  a 

et  en  prenant  le  volume  entier  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  ce  qui  re- 
vient &  prendre  l'intégrale  depuis  x  =  —  a  jusqu'à  x  =  a,  on  trouve 

5 

Pour  l'hypocycloïde,  dont  l'équation  est 

on  a 

t;==7rl  ll'^xA   dx^rj^       (  P  —  3 /' x'  +  3 /' x' —  xMdx  =  ^irP. 

Le  volume  engendré  par  l'aire  MM'N'N  (fîg.  33)  comprise  entre 
deux  courbes  MM',  NN'  et  deux  parallèles  MN  et  M'N'  à  l'axe  des  Y, 
s'obtient  en  évaluant  séparément  les  volumes  engendrés  par  PMM'F  et 
PNN'F  et  en  prenant  leur  différence;  on  a  donc,  en  représentant 
pari?  le  volume  cherché,  par  t^  =»  /x  et  y  «=3  ^x  les  équations  des  deux 
courbes  et  par  m  et  n  les  valeurs  extrêmes  de  x,  en  supposant  que  les 
courbes  ne  rencontrent  pas  l'axe  des  X  entre  les  limites  m  et  n, 

V=A      (/X)«dx~-7rf      (yx)«dx  =  7r(      [(/x)»  —  (f  x)^  dx. 

Jm  Jm  Jm 

Si  les  équations  des  deux  courbes  CD  et  CD'  (fig.  35)  sont 

r  =  /x    et    y  =  ^, 
on  peut  mettre  la  valeur  de  v  sous  la  forme 

t;  =  7rC    (y*-y«)dx  =  7r(    (F  4- y)  (F-y)  dx. 
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Or,  si  les  deux  branches  CD  et  CD'  sont  symétriques  des  deux  côtés 
d'une  droite  AB  parallèle  à  l'axe  des  X,  il  est  évident  que  PM  -^  PM' 
ou  Y  -h  y  sera  constant  et  égal  au  double  de  la  distance  PN  =»  / 
de  la  droite  à  Taxe,  et  l'expression  du  volume  devient 


V  =  27ra       (F  — y)dx, 


m 
ou  plutôt  d'après  ce  qu'on  a  vu  à  la  fin  du  N**  148, 

60  désignant  par  u  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes.  Il  résulte 
de  là  que  le  volume  d'un  semblable  corps  est  représenté  par  le  pro- 
duit de  l'aire  CCDIV  de  la  surface  génératrice,  par  la  circonférence 
ayant  pour  rayon  la  distance  de  Taxe  de  rotation  à  la  droite  qui  sépare 
Taire  en  deux  parties  symétriques.  Ainsi  le  volume  engendré  par  un 
cercle  tournant  autour  d'une  droite  est  égal  au  produit  de  l'aire  du 
cercle  par  la  circonférence  décrite  par  son  centre. 

Le  théorème  subsisterait  encore  si  la  courbe  supérieure  était  inverse- 
ment symétrique  à  la  branche  inférieure,  comme  cela  aurait  lieu  pour 
une  ellipse;  car  on  pourrait,  sans  changer  le  volume^  tourner  la 
branche  inférieure  de  manière  à  la  rendre  directement  symétrique 
à  la  branche  supérieure.  Le  volume  engendré  a  donc  la  même  expres- 
sion que  celui  du  cercle. 

i54.  Quadrature  des  surfaces  de  révolution.  —  Soit  y  =  fx  l'équa- 
tion d'une  courbe  AB  (fig.  56)  qui,  en  tournant  autour  de  l'axe  des  X, 
engendre  une  surface  de  révolution.  Représentons  par  u  la  surface  en- 
gendrée par  l'arc  AM  ==  s  et  par  (x,  t^)  les  coordonnées  du  point  M. 
Si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  Piy^=h  =  ^Xy  assez  petit  pour 
que  MM'  soit  concave  ou  convexe  dans  toute  son  étendue,  on  sait 
que  la  surface  Au  engendrée  par  MM'  est  comprise  entre  celle  qu'en- 
geodre  la  corde  MM'  et  celle  qu^engendre  un  polygone  enveloppant 
MNM',  que  nous  formerons  en  menant  au  point  M  la  tangente  MN* 
On  trouve  facilement  pour  les  surfaces  troncconiques  engendrées  par 
MN  et  MM', 


5^0  CUAPllAE    X. 

et  pour  la  surface  annulaire  engendrée  par  NM', 

on  est  donc  conduit  aux  deux  inégalités  suivantes,  en  divisant  les 
deux  membres  par  h  ou  Ax, 


S<'n/K1)'(^-'I) 

qui  doivent  subsister  quel  que  petit  que  soit  h,  et  par  conséquent  pour 

la  limite  de  ses  valeurs  décroissantes  ou  pour  A^^O.  A  cette  limite,  les 

Au     ày  du     dy 

rapports — et-^deviennent-;-el-~j   les  seconds  membres  des  deux 
Ax     Ax  dx     dx 


inégalités  se  réduisent  à  27ry  %  /  ^  '*'l-r}  ;  on  a  donc 


d'où  Ton  tire 


que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

résultat  auquel  conduit  immédiatement  la  théorie  des  infiniment  petits, 
puisque  si  l'on  prend  PP'  égal  à  dx,  la  surface  troncconiquc  engendrée 

par  MM'  ou  du  est  égale  à  'iny.ds  =  2ny  \/dx^  -+■  dy*. 
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Pour  le  paraboloïde  de  révolution,  on  a 


Si  la  surface  commence  au  sommet  du  paraboloïde,  il  vient 

Pour  Fellipsoïde,  on  trouve 

Cb    y /         b*ô^ 

Jo  y    a*  6*  (a*  —  x^) 

Cl  en  représentant —  par  e*^ 


a*         .   ex 


u  =  TT  j/i  —  e*  ]  X  (/o*  —  e*ac*  h arcsin—  (-♦-  C. 

Eo  prenant  l'intégrale  dans  toute  l'étendue  de  l'ellipsoïde  de  révolu- 
tion, c'estrà-dîrc,  depuis  x  =«  —  a  jusqu'à  x  ==»  -4-  o,  on  trouve 


Si  a  était  plus  petit  que  6,  la  forme  de  l'intégrale  serait  différente  et 
Ton  aurait  en  posant  |/6*  —  a*  =  6c', 

u  =  W(^^— ^,^-logj— ^J. 

Si  on  suppose  e  et  e'  nuls  dans  ces  deux  valeurs,  l'ellipsoïde  devient 
une  sphère,  et  on  trouve  u  =  47ra*. 

40 


arc  sm  e 
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Pour  l'hypocycloïde  tournant  autour  de  l'axe  des  X,  on  a 


I     f    il    t'y       y' 


dx 


i55.  Problèmes  divers,  —  Dans  les  applications  du  calcul  intégral 
qui  précèdent,  nous  avons  cherché  certaines  propriétés  de  courbes 
données,  relatives  aux  aires,  aux  arcs,  etc.  ;  mais  on  peut  aussi  se  pro- 
poser de  déterminer  ces  courbes  par  la  condition  que  les  aires,  les 
arcs,  etc.,  jouissent  de  certaines  propriétés  déterminées.  Supposons, 
par  exemple,  que  Ton  demande  l'équation  de  la  courbe  dans  laquelle 
Taire  comprise  entre  celle-ci,  une  abscisse  et  une  ordonnée,  est  pro- 
portionnelle au  cube  de  Tabscisse.  En  désignant  cette  aire  par  u  et 
Tabscisse  par  x,  on  a  pour  équation  de  condition 

u  =  dx'. 

Or,  en  dérivant  les  deux  membres,  il  vient 

du 

-— =r3ax*, 

dx 

et  comme  on  sait  que  —  est  égal  à  y ,  on  trouve  pour  équation  de  la 

courbe , 

y  =  3ax* 

qui  appartient  à  une  parabole. 

Si  Taire  u  devait  être  proportionnelle  au  logarithme  de  Tabscisse, 
on  aurait 

du      a 
u  =  a  log  X,     —  =  -     ou    xy  =  a 

€rX  X 

qui  appartient  à  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  asymptotes. 
Proposons-nous  encore  de  trouver  la  courbe  dans  laquelle  le  carré  de 
Tare  est  proportionnel  à  l'abscisse,  c'est-à-dire,  dans  laquelle  on  a 

5«  =  8ax    ou    s  s=s  2  (/âox. 
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on  trouve 


En  dérivant  cl  remplaçant  —par  %  /  ^  +■  (  t^  )  ■ 
^*  eu  intégrant  depuis  (x  =  0,  y  =>  0),  il  vient 


y  =  a  arc  sin  ^- h  |/2ax  —  x* , 

9UJ  appartient  à  une  cycloïde.  Enfin  pour  trouver  la  courbe  dans  la- 
quelle Taire  u  est  proportionnelle  à  Tare  Sj  ou  dans  laquelle  on  a 

on  dérivera  par  rapport  k  x  les  deux  membres  de  cette  équation,  et 

du      ds  /         TdvV 

ctt  remplaçant  j-  et  —  par  y  et  %  /  *  "*-  (  "j^  )  '    '^  v*ent 


y  =  ay/rr(|y.    d'où    ds 


ady 


cl  ca  icfttégrant  depuis  (x  =  0,  y  =  a),  on  trouve 


j/y*  —  o*  —  y  =  —  ae    «. 
Si  on  irésout  cetle  équation  par  rapport  à  y,  il  vient 


y  =  ^(e^-^c   V 


qui  appartient  à  la  chaînette. 


CHAPITRE  XL 


Cubature  des  corps  terminés  par  des  surfaces  quelconques.  —  Applications.  — 
Projection  d*une  surface  plane.  —  Quadrature  d^une  surface  quelconque.  Appli- 
cations. —  Cubatures  et  quadratures  dans  des  cas  particuliers.  —  Transforma- 
tion des  intégrales  doubles. 

456.  Cubature  des  corps  terminés  par  des  surfaces  quelconques, 

—  Soit  z  =3  f{x,  y)  rëquation  d'une  surface  BCD  (fig.  37)  rapportée 

à  trois  axes  rectangulaires,  (x, y,  z)  les  coordonnées  d'un  point  M  et  v  le 

volume  d'une  portion  du  corps  limitée  par  la  surface  QMND  et  deux 

plans  QMP^  et  NMP/»  parallèles  aux  plans  des  XZ  et  des  YZ.  Le  volume 

t'  est  évidemment  une  fonction  de  {x,  y),  puisqu'il  change  avec  la 

position  du  point  M»  et  un  accroissement  h  ==»  nn!  donné  à  x  fera  prendre 

ù  t;  un  accroissement  représenté  par  la  tranche  NN'nn'PP'MM'  et  ex- 

.     ,        d\) ,       dH  A*  __  .  .  ,  ,        .  ^ 

prime  par  —h  -t-  -r-j  j-^-^  etc.  Un  accroissement  A;  =  qq[  donne  a  y 

uX  uX     1  «^ 

dans  cette  dernière  expression,  que  nous  représeaterons  par  n,  don- 
nera à  la  tranche  NN'nn'PFMM'  un  accroissement  représenté  par  le 

,  du         d^u  k^ 

prisme  MM'mm'PP'jpp'    et  exprime    P^r  ^r-'c -h -7-^  t----*- etc.,   en 

sorte  que  Ton  aura,  en  remplaçant  u  par  sa  valeur, 

««,       .^r^     ,        rf*»  L,         d^^   ***        à,H    hk* 
MM'mm'PP'pp'  =  ^M  - ^^  j^  -  â^U'"'- 

Considérons  à  part  le  prisme  MM' mm' PFpp'  (Gg.  58)  et  concevons 
un  parallëlipipèdc  RR'rr'PFpp' équivalent  au  précëderit  et  construit 
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sur  la  même  hase;  comme  il  doit  y  avoir  compensation  entre  les  vo- 
lumes placés  au-dessus  et  au-dessous  du  plan  RR' rr'  et  compris  entre 
ce  plan  et  la  surface  MM' mm',  il  en  résulte  nécessairement  que  ce 
plau  doit  couper  la  surface  MM' mm'  dans  l'intérieur  du  quadrilatère 
curviligne  MM' mm';  donc  si  zf  est  la  hauteur  de  ce  parallélipipède , 
t!  sera  une  ordonnée  de  la  surface,  correspondant  à  des  coordon- 
nées (x  -4-  A')  et  (y  -H  A'),  A'  et  k'  étant  moindres  que  A  et  A;  on  pourra 
donc  poser 

xf  =  f{X'¥-  A',  y  -f-  A')  =» /"(x  -f-  ôA,  y  -f-  6'A), 

9  et  e'  restant  compris  entre  zéro  et  Tunité.  En  égalant  les  volumes 
du  prisme  et  du  parallélipipède  et  en  observant  que  z  =  f{x^  y) ,  il 
vient 

Afc  -H  r^"**  clc-  =  hk.f{x  -*-  eA,  2/  -♦-  6  *). 


dxdy  dx^dy  i  .â 

Si  Ton  supprime  le  facteur  commun  hk  et  si  on  observe  que  cette 
égalité  doit  subsister  pour  toute  valeur  de  A  et  A,  y  compris  zéro, 
sans  que  0  et  0'  cessent  d'être  compris  entre  zéro  et  l'unité,  il  vient 
en  passant  à  la  limite, 

=  f(^i  y)^=*^y     <^  '^û  dxdy  =  zdxdy . 


dxdy  dxdy 

Or  le  premier  membre  représente  la  différentielle  deuxième  de  v  prise 
successivement  par  rapport  à  (x,  y)\  on  aura  donc,  en  intégrant  deux 
fois  et  successivement  par  rapport  à  ces  deux  variables  indépendantes, 
entre  les  limites  0  et  x,  pour  la  première,  et  0  et  t/  pour  la  seconde, 

V  =  ff  zdxdy  =  //  f{x,  y)  dxdy , 

Tun  des  signes  d'intégration  se  rapportant  a  la  variable  x,  y  étant 
traité  comme  constant,  et  l'autre  à  la  variable  y.  L'ordre  suivant 
lequel  on  effectue  la  double  opération  indiquée  par  cette  intégrale 
double  est  indifférent;  car  si  on  avait  donné  aux  deux  variables  indé- 
pendantes les  accroissements  A  et  &  dans  un  ordre  inverse,  on  aurait 
trouvé 

d*t?  ,        d^v 

=sz,    au  lieu  de 


dydx  dxdy 

et  il  est  visible  que  pour  remonter  à  la  valeur  de  v,  il  eut  fallu  inté- 
grer dans  un  ordre  inverse.  Cette  proposition  ne  cesse  d'être  vraie  que 
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lorsqu^il  y  a  solution  de  contiouité  dans  la  fonction  z^  c'est-à-dire, 
lorsque  celle-ci  devient  infinie  pour  des  valeurs  des  variables  com- 
prises entre  les  limites  des  intégrations. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  par  la  coiisidération  des  infiniment 
petits,  en  remarquant  que  le  volume  QMND(^PnÂ  (fig.  57)  peut  être 
considéré  comme  composé  de  tranches  QMmQ^qVpq'  infiniment  min- 
ces^ parallèles  au  plan  des  XZ ,  et  que  chaque  tranche  est  composée 
de  prismes  MM'm'mPP'p'p  infiniment  étroits..  Or  le  volume  d*un 
prisme  est  zdxdy;  le  volume  d'une  tranche  parallèle  k  XZ  est  donc 
la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  zdxdy,  c'est-à-dire  dy  fzdx  qui 
est  formé  du  produit  de  l'épaisseur  dy  par  f  zdx  ou  la  surface  QMPg, 
et  le  volume  total  ou  la  somme  des  tranches  est  /  dy  J*  zdx,  que  Too 
écrit  ordinairement  de  cette  manière  : 

ff  zdxdy, 

pourvu,  bien  entendu,  que  la  fonction  z  reste  finie  et  continue  dans 
les  limites  des  intégrations,  sans  quoi  les  sommes  ne  seraient  plus 
représentées  par  les  intégrales. 

Les  deux  intégrations  successives  introduisent  deux  constantes  arbi- 
traires, et  si  Ton  se  place  au  point  de  vue  purement  analytique,  la 
première  intégration  ayant  lieu  par  rapport  à  y,  sans  que  x  varie,  la 
première  constante  arbitraire  pourra  contenir  des  x  d'une  manière 
quelconque,  puisqu'on  traite  celle-ci  comme  invariable  pendant  la 
première  opération,  et  la  seconde  constante  pourra  être  une  fonction 
arbitraire  de  y  pour  le  même  motif.  Mais  dans  les  applications,  ces 
constantes  prennent  des  valeurs  déterminées  ;  en  effet,  il  résulte  de  ce 
qu'on  vient  de  voir,  que  la  première  intégration  est  destinée  à  donner 
le  volume  de  Tune  des  tranches  dont  se  compose  le  corps ,  c'est-à-dire, 
l'aire  de  la  section,  multipliée  par  l'épaisseur  dy  de  la  tranche;  il  faut 
donc  déterminer  la  constante  de  manière  à  embrasser  l'aire  entière  de 
la  section  QMP(jf.  La  seconde  intégration,  destinée  à  prendre  la  somme 
de  ces  tranches,  devra  être  étendue  entre  les  deux  limites  du  corps 
dans  le  sens  de  l'axe  des  Y,  ce  qui  fixera  la  valeur  de  la  deuxième 
constante  arbitraire. 

Si  le  volume  au  lieu  d'être  limité  postérieurement  par  les  plans  des 
XZ  et  des  YZ,  l'était  par  des  plans  parallèles  à  ceux-ci  et  distants  de 
a/' et  y,  les  deux  intégrations,  au  lieu  de  se  faire  entre  les  limites 
zéro  eix',  zéro  et  y,  devraient  visiblement  être  faites  entre  les  limites 

(jC,  x"),  {y',  f). 
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Si  le  corps  était  compris,  dans  le  sens  de  Taxe  des  Z,  entre  deux 
surfaces  ayant  pour  équations 

Z=F(x,y)     et    z==f{x,y), 

il  esl  évident  que  les  prismes  MM'mm'PP'pp',  dont  se  compose  le  vo- 
lume total,  devraient  être  remplacés  par  la  différence  des  deux  prismes 
terminés  aux  deux  surfaces,  et  qu'on  aurait  par  conséquent 

v=ff{Z^z)dxdy=ff\F{x,  y)  -  /"(x,  y)  \  dxdy. 

157.  Applications.  —  La  détermination  des  constantes  arbitraires 
ne  présente  aucune  difficulté  lorsque  le  corps  est  terminé,  comme  dans 
le  numéro  précédent,  dans  le  sens  des  axes  des  X  et  des  Y  par  des  plans 
parallèles  aux  plans  des  YZ  et  des  XZ;  si,  par  exemple,  il  s'a^^it  de 
déterminer  le  volume  Âf  PnDQMN  limité  par  des  plans  QP  et  NP  pa- 
rallèles aux  plans  coordonnés  et  distants  de  ceux-<ïi  de  y'  et  a/,  la  sur- 
face QDNM  étant  celle  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  diamètres  prin- 
cipaux, on  aura  pour  équation  de  la  surface 


et  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  y,  depuis  y  =  0  jusqu'à  y  =  y', 
il  viendra 


■/■''■■r"\/i-j,-py=\f'\y\/<  -j.-Ç 


0-5) 


arc  sin 


6  |/a*  —  x« 


dans  laquelle  y'  esl  constant,  et  Ton  n'aura  plus  qu'à  intégrer  une 
différentielle  de  la  forme  fxdx^  depuis  x  =  0  jusqu'à  x  =  x'. 
Considérons  encore  le  paraboloïde  hyperbolique  qui  a  pour  équation 

z  =  oxy, 

et  cherchons  le  volume  compris  entre  cette  surface,  le  plan  des  XY^ 
deux  plans  parallèles  i  XZ  et  distants  de  y'  et  y"y  et  enfin  deux  plans 
parallèles  à  YZ  et  distants  de  x'  et  x"  ;  la  première  intégration  devra 
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se  faire  entre  les  limites  fixes  y' et  y"  et  la  seconde  entre  les  limites 
fixes  a/  et  a/'.  On  trouvera 

t?  =  o(x"  —  a/)  (y  —  y')  — ^^ ^- — - — ^ ^  . 


En  désignant  par  z',  z",  z"',  z""  les  quatre  ordonnées  de  la  surface 
qui  correspondent  aux  quatre  sommets  de  la  base  rectangulaire  et  ob- 
servant que  Ton  a,  à  cause  de  l'équation  de  la  surface, 

z'  =  ox'y',    z"  =  ox'y",     z'"  =  (M/y,    :d'"  =  aj!Y, 

cette  valeur  de  v  devient 

dans  laquelle  (x"  —  af)  {y"  —  y')  est  Taire  de  la  base  rectangulaire  de 

z'  -♦-  z"  -f-  z"'  -t-  z"" 

notre  prisme,  et est  une  moyenne  arithmétique 

4 

entre  ses  quatre  arêtes. 

Si  le  volume  n'était  pas  terminé  par  des  plans  parallèles  aux  plans 
coordonnés,  s'il  était,  par  exemple,  limité  dans  le  sens  de  l'axe  des  Y 
par  un  cylindre  DPMF  (fig.  39)  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  l'axe 
desZ,  et  dans  le  sens  de  l'axe  des  X,  par  un  plan  P/tNM  parallèle  au 
plan  des  YZ,  l'ordonnée  y'  du  numéro  précédent,  qui  représente  la 
largeur  totale  Pn  de  la  section  MNnP  ne  serait  plus  la  même  pour 
toutes  les  tranches  et  par  conséquent  ne  serait  plus  constante  pendant 
la  seconde  intégration;  mais  comme  l'équation  de  la  base  DE  du  cy- 
lindre est  donnée,  on  connaîtra  la  valeur  de  Pn  ou  y'  en  fonction 
de  On  ou  x,  valeur  qu'il  faudra  substituer  avant  d'effectuer  la  seconde 
intégration.  Quant  aux  limites  de  cette  seconde  quadrature,  on  les 
prendra  de  manière  à  embrasser  toutes  les  tranches  parallèles  à  YZ. 

Lorsque  la  limite  latérale  du  volume,  au  lieu  d'être  un  cylindre, 
est  une  surface  quelconque  donnée,  la  règle  k  suivre  reste  encore  la 
même.  On  détermine  en  fonction  de  x  l'aire  d'une  section  parallèle 
au  plan  des  YZ  et  distant  d'une  quantité  x,  on  multiplie  cette  aire 
par  dx  ou  par  l'épaisseur  de  la  tranche,  et  on  intègre  de  nouveau 
entre  les  limites  extrêmes  du  volume  dans  le  sens  de  l'axe  des  X,  de 
manière  à  embrasser  le  volume  entier. 
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Quand  dans  une  intégrale  double  ff  zdxdy^  la  fonction  z  reste 
continue  dans  toute  l'étendue  de  la  double  intégration,  Tordre  des 
intégrations  est  différent.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  les 
limites  sont  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés.  Cela  ne  serait 
plus  vrai  s'il  y  avait  solution  de  continuité.  Qu'il  s'agisse,  par  exemple, 
d'évaluer  le  volume  DPnOFMNC;  une  première  intégration  faite  par 
rapport  aux  y  conduit  à  l'aire  de  la  section  MNnP,  et  la  seconde  inté- 
gration a  pour  effet  de  prendre  la  somme  des  tranches  depuis  FC 
jusqu'à  MN,  ce  qui  embrasse  le  corps  entier.  Si,  au  contraire,  on 
commence  par  intégrer  par  rapport  à  x,  on  déterminera  l'aire  de  la 
tranche  QQ'RR',  mais  la  seconde  intégration  n'aura  plus  pour  effet  de 
prendre  la  somme  de  toutes  les  tranches  parallèles  k  XZ  depuis  CN 
jusqu'à  FM,  car  jusqu'au  point  M  la  largeur  des  tranches  est  égale 
à  On,  tandis  que  depuis  M  jusqu'à  F  cette  largeur  est  continuellement 
variable,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  en  M  solution  de  continuité  dans  la 
largeur  des  tranches. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  le  volume  d'un  cylindre 
élevé  perpendiculairement  au  plan  des  XY,  ayant  pour  base  un  cercle 
du  rayon  r  dont  le  centre  soit  placé  au  point  qui  a  pour  coordonnées 
m,  n  et  limité  supérieurement  par  un  paraboloîde  elliptique  qui  a 
pour  équation 

z  =  ax*  -*-  by^. 
En  désignant  ce  volume  par  v,  il  vient 

V  ==^  ffzdxdy= /  dx  f{ax'^  +  6y«)  dy  =  fdx(ax*y  -*-  ^6y'  -*-  c\ 

Or,  réquation  de  la  base  du  cylindre  étant 

(x  —  m)«  -f-  (y  —  n)«  =  r«, 
on  en  tire 

y  =  ndb  |/r*  —  (x  —  m)* 

et  les  deux  valeurs  de  y  représentent  les  deux  limites  de  cette  première 
intégrale  qui  devient,  en  substituant, 

oa;*  —  -(oc  —  m)*  -t-  bn*  -*--r*   • 

il 
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Une  seconde  intégration  prise  entre  les  valeurs  extrêmes  4e  x,  c*estrà- 
dire,  depuis  x  =  m  —  r  jusqu'à  xsm  -♦-  r,  donne  enfin 

Pour  interpréter  cette  valeur,  remarquons  que  si  au  centre  du  cerdc 
on  élève  une  ordonnée  l  jusqu'à  la  surface,  et  si  Ton  élève  une  seconde 
ordonnée  P  au  point  pour  lequel  on  a  x  =  r  et  y  =  r^  il  vient,  à  cause 
de  réquation  de  la  surface, 

l  =  àm}  -H  6w',     /'  =  ar^  ■+■  6r* 

et  par  conséquent 

le  volume  cherché  est  donc  équivalent  à  un  cylindre  à  base  circulaire 

i 

ayant  r  pour  rayon  de  la  base  et  1+  -  f'  pour  hauteur. 

4 

d58.  Projection  d^ane  surface  plane.  —  Avant  de  nous  occuper  du 
problème  de  la  quadrature  des  surfaces  courbes,  commençons  par 
chercher  le  rapport  qui  existe  entre  une  surface  plane  et  sa  projection 
orthogonale  sur  un  plan  donné  ;  soit  ABGD  (fig.  40)  une  surface  plane 
renfermée  dans  le  plan  XY  et  terminée  par  deux  courbes  quelcon- 
ques BD,  AC  et  deux  ordonnées  BF,  DG.  Projetons-la  orthogonalement 
sur  le  plan  XY'  et  soit  A'B'C'jy  sa  projection.  En  désignant  par  a 
l'angle  YOY'  que  forment  les  deux  plans,  par  Y  et  y  les  deux 
ordonnées  PM  et  PN,  et  par  Y'  et  y'  les  deux  ordonnées  PM'  et  PN', 
les  aires  ABDG  et  A'B'G'D'  seront  représentées  par 

/{Y-y)dx    et    f{r-y')dx, 

les  deux  intégrales  étant  prises  entre  les  mêmes  limites  OF  et  OG;  or 
les  triangles  rectangles  PMM'  et  PNN'  donnent 

y  ==  y  cos  a.     Y'  =  Y  cos  a, 
d'où 

Y'~y'  =  (Y-y)cosa, 


CALCUL    INTÉGRAL.  331 

clpar  conséquent^eu  représentant  parS  et  s  les  aires  ABGD  et  A'B'C'D', 
il  vient 

«  =-/(Y'  —  y)  dx=.cosaf{Y  —  y)  dx  =  S  cos  a. 

Ainsi^  pour  avoir  la  projection  d'une  aire  plane  sur  un  plan  donné, 
il  suffit  de  la  multiplier  par  le  cosinus  de  l'angle  que  forment  les  deux 
plans. 

11  suit  de  là,  que  si  Ton  projette  une  surface  plane  sur  trois  plans 
formant  un  système  de  plans  rectangulaires,  le  carré  de  la  surface 
plane  sera  égale  à  la  somme  des  carrés  des  trois  projections,  puisque 
la  somme  des  carrés  des  trois  cosinus  est  égale  à  Tunité. 

159.  Quadrature  d'une  surface  quelconque.  Applications.  —  Consi- 
dérons maintenant  une  surface  MNDQ  (fig.  37)  limitée  par  deux  sections 
MN  et  MQ  parallèles  aux  plans  YZ  et  XZ.  Soient  (x,  y,  z)  les  coordonnées 
du  point  M,  et  u  cette  surface;  u  sera  dans  tous  les  cas  une  fonction 
de  {x,  y)y  et  si  on  y  donne  à  x  un  accroissement  nn'  =  h,  cette  surface 
prendra  un  accroissement  exprimé  par 

du  .       d*u  h^ 

représentant  la  surface  de  la  bande  MM'NN'.  Si  dans  cette  dernière 
expression  on  donne  aux  y  un  accroissement  qq^  =  /;,  celle-ci  sera, 
comme  on  Ta  vu  quand  on  s'est  occupé  de  la  série  de  Taylor  étendue 
aux  fonctions  de  deux  variables,  augmentée  de 

dhi  .,         dHi    h*k 

nk  -+•    .  .  .    --—  -♦-  etc. 


dxdy  dx'^dy  d.2 

(|uî  est  la  surface  du  quadrilatère  courbe  MiM'm'm.  Or,  je  dis  qu'il 
existe  nécessairement  sur  cette  surface  et  dans  l'intérieur  du  quadri- 
latère UQ  point  tel  que  si  on  y  mène  un  plan  tangent,  celui-ci  for- 
mera avec  les  faces  latérales  du  prisme  prolongées ,  un  parallélo- 
gramme équivalent  au  quadrilatère  curviligne;  en  effet,  concevons  la 
projection  PP'/)!)' du  quadrilatère  courbe  MM'mm',  divisée  d'une  manière 

quelconque  en  n  parties  s,  s'y  s>' correspondant  à  n  divisions  du 

quadrilatère.  Si  en  un  point  quelconque  pris  dans  chacune  de  ces  der- 
nières divisions  on  mène  des  plans  tangents  k  la  surface,  les  portions 
de  CCS  plans  comprises  dans  les  plans  projette  nts  Jcs  contours  de  cesdivi- 


I 
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S  h' 


sions  seront  reprëscnlécs  par >   r> ou  s  secs,  «'sec £',.••• 

cos  g     cos  r 

€,  é désignant  leurs  inclinaisons  sur  le  plan  des  XY. 

Si  toutes  les  projections  «,  9!^  s!' sont  équivalentes,  en  désignant 

par  n  leur  nombre,  l'une  d'elles  sera  — ^^ou —  et  la  somme  des 

n  n 

facettes  tangentes  à  la  surface  sera  donnée  par 

,  .,       V       ,  f  /sec  e  -H  sec  e'  H-  sec  e" \ 

«(secÊ  -♦-  sece  -+-  sece )  =  kk[ )> 

\  n  J 

e'est-à-dire,  qu'elle  sera  égale  à  l'aire  du  rectangle  Wp'p  multipliée 
par  une  moyenne  arithmétique  entre  les  sécantes  des  inclinaisons  des 
facettes  sur  la  base.  Ce  résultat  étant  indépendant  du  nombre  de  faces, 
sera  encore  vrai  à  la  limite,  c'est-à-dire,  lorsque  l'ensemble  des  facettes 
deviendra  la  surface  courbe  MMWm  elle-même;  et  alors  les  inclioai- 
sons  des  faces  du  polyèdre  sur  la  base  ne  sont  autres  que  les  inclinai- 
sons des  plans  tangents  aux  différents  points  du  quadrilatère  courbe; 
on  voit  donc  que  la  surface  du  quadrilatère  courbe  est  donnée  par 
le  produit  Afesecyj,  de  la  projection  PP'p'p  ou  A/;,  par  une  moyenne 
arithmétique  sec  7i  entre  les  sécantes  des  inclinaisons  sur  la  base  des 
plans  tangents  menés  aux  différents  points  de  .cette  surface.  Si  cette 
surface  est  continue  dans  l'étendue  du  quadrilatère,  ces  inclinaisons 
doivent  varier  d'une  manière  continue  depuis  la  plus  grande  jusqu'à 
la  plus  petite  et  par  conséquent  il  doit  exister  dans  l'intérieur  un 
certain  point  auquel  correspond  cette  valeur  moyenne  sec  y]  et  en  y 
menant  un  plan  tangent  prolongé  jusqu'aux  faces  du  prisme,  l'aire 
du  parallélogramme  que  l'on  formera,  ayant  aussi  pour  projection  le 

hk 
rectangle  PP'p'p,  aura  également  pour  mesure =  Afcsecy3,  ce 

qui  vérifie  la  proposition  énoncée  plus  haut. 

Si  les  coordonnées  du  point  en  question  étaient  (x,  y,  2),  cos  ri  serait 

\ 

égal  à — et  par  conséquent  sec  ri  serait  donné 

par\  /i-H(  —  )  -♦-(  —  );   mais  ce  point  étant  un  de  ceux  du 
quadrilatère  curviligne,  a  pour  coordonnées  x  -h  ôA  et  f/  -»-  ô't,  en 
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désignant  par  0  et  Q'  des  coefficients  inconnus  dont  les  valeurs  sont 
comprises  entre  0  et  1  ;  les  dérivées  sous  le  radical  devront  donc  être 
remplacées  par 

Ts-^^'J.-^^T^d^-^'''- 


dz       „d«z      G'«A«d3z 
dy  dy*       1.2  dy^ 


et  il  vient,  en  égalant  les  deux  expressions  de  la  surface  du  quadri 
lacère,  et  supprimant  le  facteur  commun  hk^ 

d^u         d^u      h 

-H  -r-=-7-  T-^  -H  etc. 


dxdy      dx^dy  1.2 


Cette  égalité  existe,  quelque  petits  que  soient  A  et  /:.  A  la  limite  on 
trouve 


Pu  f       /dz\^      /dz\ 


et  par  conséquent,  en  intégrant  deux  fois  par  rapport  aux  deux 
variables  indépendantes , 

La  considération  des  infiniment  petits  conduit  à  cette  formule  d'une 
manière  fort  expéditivc;  en  effet,  si  h  et  k  sont  infiniment  petits  et 
égaux  k  dx  et  dy^  la  surface  MMWm  sera  sensiblement  plane  et  sera 
comprise  dans  le  plan  tangent  en  M.  Le  cosinus  de  Tinclinaison  du 

plan  tangent  sur  le  plan  XY  est —  et  comme 


n/-(I)'^(I)' 
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la  projection  de  MM'm'in  sur  le  mcinc  plan  est  dxdt/j  ce  quadrilatère 
a  pour  surface 


'"''  \/*  "  (tJ  "  (ly  • 


Or  la  surface  de  la  bande  MiNN'M'  qui  se  compose  de  tous  les  qua- 
drilatères semblables  au  précédent  et  correspondant  à  la  même 
abscisse  x  et  aux  différentes  valeurs  de  y^  est  représentée  par 


et  la  surface  entière,  composée  de  la  somme  de  toutes  les  bandes 
parallèles  au  plan  des  YZ  correspondant  aux  différentes  valeurs  de  jt, 
est  représentée  par 


L'ordre  suivant  lequel  on  effectue  la  double  intégration  est  encore 
indifférent,  comme  on  l'a  vu  plus  liaut,  pourvu  que  le  radical  ne 
cesse  pas  d'être  fini  et  continu  entre  les  limites  des  intégrations. 

Dans  les  applications  cette  intégrale  double  doit  être  traitée  de  la 

même  manière  que  dans  le  cas  des  cubatures.  Si  la  surface  est  limitée 

par  des  plans  parallèles  aux  plans  des  XZ  et  YZ,   il  faut  tirer  de 

dz      dz 
l'équation  de  la  surface  les  valeurs  de  -p  et  -7-9   les  substituer  dans 

ax      dy 

la  formule  précédente  et  intégrer  d'abord  par  rapport  à  or,  depuis 

x  =  sf  jusqu'à  x  =  a/'.  On  intégrera  ensuite  par  rapport  à  y  entre 

les  limites 

y  =  î/'    et    y  =  y". 

Prenons  pour  exemple  la  surface  ayant  pour  équation 


z« 


dz       y       dz       X 
ax      z       dy      z 


il  vient 


«-il-»\/-M-fi^-^-%. 
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Cl  en  inlégrant  successivement  entre  les  limites  indiquées  ci-dessus, 
on  trouve 

Si  la  surface  NDQM  était  comptée  depuis  DN  et  DQ  ou  depuis  les  plans 
des  XZ  et  des  YZ,  on  ferait  a/  et  y  nuls  dans  Tintégrale  précédente. 

Quand  la  surfaee  FGC  (fig.  39)  est  limitée  par  une  courbe  FG  ayant 
DE  pour  projection,  la  valeur  de  i/"  ou  la  largeur  Pn  de  la  bande  MN 
ne  sera  plus  constante  pendant  la  seconde  intégration^  et  il  faudra 
suivre  une  marche  en  tout  point  semblable  h  celle  indiquée  (N®  157) 
pour  le  cas  de  la  cubature. 

Prenons  pour  exemple  la  sphère  dont  Téquation  est 


^^  a;      dz  y 

x« -t- y* -♦- z' =  r',     -7-=^ 9    -— -= 

^  dx  z      dy  z 


et  proposons-nous  d'étendre  l'intégrale  à  toute  la  portion  ABC  de  la 
sphère  comprise  dans  Tangle  trièdre  AXYZ.  La  courbe  qui  limite  cette 
surface  est  évidemment  un  grand  cercle  ÂB  de  la  sphère  ayant  pour 
équation 

X*  -H  y'*  =  r*;     d*où  Ton  tire  if  =  (/r*  —  x* 

dans  laquelle  Ow  est  x  et  nV  est  y^;  et  comme  l'intégrale  doit  être  prise 

entre  les  limites  n  et  P',  c'est-à-dire,  y'  =  0  et  y'  =  nP'  =  j/r*  —  x*, 
il  vient  après  une  première  intégration, 

r  ,  .  y'  f  ,  .    |/r«  —  X*      Trrx 

ti  =  r  1  axarcsin  —  =rl  axarcsm-  =-zr  -^  ^y 

et  en  prenant  cette  seconde  intégrale  depuis  0  jusqu'iSi  A,  ou  depuis 
X  =  0  jusqu'à  X  «=  r,  on  trouve 

«2 


"^T 


pour  la  surface  d'un  huitième  de  la  sphère. 
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dGO.  Cubatures  et  quadratures  dans  des  cas  particuliers.  — 
Lorsqu'un  corps  ou  une  surface  courbe  est  dëcomposable  en  tranches 
ou  en  bandes  dont  les  volumes  ou  les  surfaces  sont  connus,  on  trouve 
l'expression  du  volume  ou  de  la  surface  du  corps  en  n'effectuant 
qu'une  seule  intégration.  Prenons  pour  exemple  l'onglet  cylindrique 
DCBED  (fig.  41)  formé  par  l'intersection  du  cylindre  ADBEC'C  et 
d'un  plan  DCE.  La  surface  convexe  EBCDB  peut  être  considérée 
comme  composée  de  bandes  infiniment  étroites  MmNn  dont  l'aire  est 
MN  X  Nn;  or,  si  l'on  mène  un  plan  FMN  perpendiculaire  à  l'inter- 
section DE  et  que  Ton  pose 

GN  =  x,     OH==GF  =  a,     OG  =  y,     BC  =  6,     OB  =  r, 
en  remarquant  que  les  triangles  FMN  et  HCB  sont  semblables,  on  aura 

a-hr 

et  en  appelant  u  la  surface  convexe  EMN,  il  viendra,  en  remarquant 
que  Nn  est  l'élément  ds  de  l'arc  EN,  que  nous  supposons  être  un  cercle, 

a  ~4~  X 
a  -^^  r 

mais  l'équation  du  cercle  EN  donne 

donc 

6r    r   (oH-x)     ,  br     /  ,    x        y-r ^.\ 

u== V  —  dx  = 1  a  arc  sin i/r'  —  a:*  )-♦-  C, 

«-*-''J|/r«— x«  a-^ry  r      "^  J        ' 

et  en  prenant  l'intégrale  depuis  x  =  —  a  jusqu'à  x  =  r,  on   trouve 
pour  la  surface  EBG, 

a  arc  cos  [ )  -♦-  |/r*  —  o*    » 

(a\                                                           a 
j  étant  J'arc  qui  a  pour  cosinus Une  marche 
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analogue  fera  connaître  le  volume  de  cet  onglet  que  l'on  considérera 
comme  composé  de  tranches  perpendiculaires  à  BH  et  ayant  la  forme 
de  rectangles.  On  trouve  facilement  pour  ce  volume, 

t?= r'  arccos  ( 1  h l/r*  —  a*   . 

a-t-rL  \     **/  5a      •^  J 

rPour  avoir  la  surface  d'une  voûte  à  arc  de  cloitre  EABDC  (fîg.  42) 
qui  se  projette  verticalement  suivant  le  demi  cercle  AMB,  on  considé- 
rera chaque  face  AEG  comme  composée  de  bandes  parallèles  mmln'n 
qui  ont  pour  surface  mn  X  MM';  or,  il  est  facile  de  voir  que 
mil  =  ma  =  MN,  et  si  l'on  fait  MP=3X  et  OPesy,  l'équation  du 
cercle  AHB  établit  entre  x  et  j^  la  relation 

X*  H-  y*  =  r^. 

En  appelant  u  la  surface  AEG ,  et  prenant  l'intégrale  depuis  x  »=  0 
jusqu'à  x  =  r,  il  vient 


u=/mMXMM'=(  2xrf««=2(   xdx\/{^^^\ 

$^      xdx 
==  2r«. 
0  j/r*  —  X* 

On  obtiendra  de  même  le  volume  renfermé  entre  le  plan  horizontal 
ABDG  et  les  quatre  faces  AEG,  AEB,  BED  et  DEG,  en  considérant  ce 
volume  comme  composé  de  tranches  horizontales  mnham'nlVa'  qui 
ont  toutes  la  forme  de  carrés  et  dont  le  volume  est  mn^.  PP'.  On  trouve 

$r  çr  g 

4x*  rfy  =  I    4  (r'  —  y*)  rfy  =  -r'. 
0       '      •'o  ^ 

161.  Transformation  dest  intégrales  doubles.  —  La  recherche  de 
la  valeur  d'une  intégrale  double  est  souvent  facilitée  par  des  trans- 
formations qui  consistent  à  substituer  aux  coordonnées  rectangulai- 
res (x,  y,  x),  de  nouvelles  coordonnées  (p,  9,  r)  convenablement  choi- 
sies. Supposons  qu'il  existe  entre  les  anciennes  variables  indépendantes 
(x,  y)  et  les  nouvelles  (p,  9),  les  relations 

42 
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comme  les  variables  (x,  y)  sont  indépendantes,  on  peut  différencier 
ces  deux  équations  par  rapport  à  y  en  laissant  x  constant,  c^est-i-dire, 
en  posant  dx  =  0,  ou  par  rapport  à  x,  en  posant  dy  =  0.  Dans  le 
premier  cas  il  vient 

^      df  ^        df  ^        j        dF  ^        dF  ^ 


d*où 


dy^' 


dq 


Dans  le  second  cas,  on  trouve 


dp    ' 


Cette  différentielle  est  prise  dans  Thypothèse  dey  constant  ou  àedy^=»0^ 
ce  qui  n*est  possible ,  &  cause  de  Téquation  (2),  que  si  dq=^Q\  cette 
dernière  équation  se  réduit  donc  à 

dx=-r-  dp. 
dp   '^ 

Les  formules  pour  les  cubatures  et  les  quadratures 

v  =  ffzdxdy,    „  =  JJyVZ^yZ(^|Jdxdy 

'  dz     dz 
deviennent  en  remplaçant  2,-7-9  -;-par  leur  valeur  en  (x,  v),  puis 

dx    dy 

en  remplaçant  ces  variables  par  leur  valeur  donnée  en  (p,  f), 

La  valeur  de  ^[f^q)  se  détermine  immédiatement,  si  Ton  conoait 
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l*équatioD  de  la  surface  en  coordonnées  rectangulaires  ainsi  que  les 
valeurs  de  (x,  y)  en  (p,  ?)>  c'esl-à-dire,  si  on  a 

puisque,  en  désignant  pour  abréger,  par /'et  F  les  valeurs  de  x  et 
de  y,  il  vient 

z=?(/;f)=4.(p,ç). 


on  verra 


Pour  ce  qui  est  de  ^I*'(p,  q)  ou  \/  i  -h  (  —  )  -♦-  (  ^T"  )  ' 

bientôt  comment  on  peut  trouver  sa  valeur  d'une  manière  générale, 
en  fonction  des  dérivées  partielles  des  fonctions  /'et  F  et  des  nouvelles 
coordonnées;  mais  il  est  visible  qu'on  pourra  dans  tous  les  cas,  cher- 
cher d'abord  sa  valeur  en  (x,  y)  et  remplacer  ensuite  ces  coordonnées 
par  leur  valeur  en  (p,  q). 

Si  l'on  prend  pour  (p,  9,  r)  les  coordonnées  polaires  dans  l'espace, 
c'est-à-dire,  la  distance  r  d'un  point  à  l'origine,  l'angle  p  formé  par 
ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  X  et  l'angle  q  formé  par  le  plan  des 
XY  avec  le  plan  passant  par  le  rayon  vecteur  et  l'axe  des  X,  on  a  les 
relations  suivantes  : 

x=Brcosp,    y  =  rsinpcosgf,    ir  =  rsinpsingf 

et  les  intégrales  prennent  la  forme 

v=sll^{>(p,f)f  r'sin'psinç  —  r—  cospsinpsînqr — r-r-cosqr  \dpdq^ 

u=:liy(p,9)(  r*sin*psinç  — r— -cospsinpsinijf — r— cos^  \dpdq 
JJ  \  op  »?         / 

dr      dr 
dans  lesquelles  7-  et  -7-  sont  les  dérivées  partielles  tirées  de  l'équa- 
tion de  la  surface  mise  sous  la  forme  r  =  F'(p,  9). 

En  prenant  pour  p,  9,  r  les  distances  d'un  point  de  la  surface  aux 
trois  axes  coordonnés,  c'est-i-dire,  en  posant 

p'  ="2/*  -+-  ^'»     7'  ~'  X*  -f-  1%     r*  =  y*  -I-  X*, 
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les  intégrales  doubles  deviennent 

-f[ /('i-y) 


dpdq 


■  y*  -H  r* 

JJ  |/p«  __ç«  -♦-  r«  |/— p«  -H  9«  -♦-  r« 

Les  limites  de  ces  nouvelles  intégrales  doubles,  comme  celles  des  an- 
ciennes, doivent  être  fixées  de  manière  à  embrasser  la  totalité  du 
volume  ou  de  la  surface  que  ces  intégrales  doivent  représenter. 

Enfin  si  Ton  adoptait  pour  coordonnées ,  la  perpendiculaire  r  abais- 
sée d'un  point  de  la  surface  sur  Taxe  des  X,  la  distance  x  du  pied  de 
cette  perpendiculaire  à  l'origine  et  rinclinaison  q  de  cette  perpendi- 
culaire sur  le  plan  XY,  on  aurait 

pour  équation  de  la  surface  et  en  outre 

y:=rcos9»    «  =  rsinqr, 

et  les  deux  intégrales  doubles  prendraient  la  forme  suivante ,  en  écri- 
vant X  au  lieu  de  la  fonction  f  qui  lui  est  égale  et  en  remarquant 

dF     dF      dy     dy 
que  -r-  et  -T-  ou  -p-  et  -p-  sont  égaux  a  —  r  sin  a  et  cos  g, 
dq       dr       dq      dr 

t?=  Il  rsiny  f  —  rsin  7  -h— cos  y  jdrdç 
xt  =  f  (  f  (r,  q)  f^  r  sin  9  H-  ^cos  qj  drdq. 

Pour  calculer  4»'  (r,  q)  ou  \/  *"*"(t')"*"(7")»  remarquons 

que  les  équations 

y  s=z  r  eos  qy    z  ==  r  sin  qr 


»_ 


^ 


I 
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donnent 

r  =  [/y*  -H  z*,     qr  =  arc  tang  - 

et  que  par  conséquent  l'équation  en  (x,  y,  z)  est  représentée  par  le 
système  des  trois  équations 

x  =  /'(r,  9),     r=i|/y*  -f- z*,     ç=  arc  tang-» 

OU  plutôt,  par  la  première,  en  y  concevant  r  et  ^  remplacés  par  leur 
valeur  en  y  et  z  donnée  par  les  deux  autres.  En  dérivant  successivement 
cette  première  équation  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y,  on  trouve 


fix  z      dx  y\  dz 
\dr  r      dq  r^J  dx 


dz_ 
0=— A-H--^-»-  — l  ^ 


d£\ 

dy) 


dr  \r      r  dyj       dq  \      r* 

d*où  Ton  tire 

dz  r 

dx         dx  .  dx 

r  -T-sin  ûf  H-  T-cos  0 
dr       ^      dq       ' 

dx  .  dx 

,         -7-smo  —  r-^cosg 
dz       dq  dr       ^ 

dy         dx  ,  dx 

r-;-sin  0 -H  T-cosg 
dr       '      dq       ^ 

et  eo  substituant,  la  seconde  intégrale  double  devient 


Quand  la  surface  est  de  révolution  autour  de  Taxe  des  X,  l'équation 
de  la  courbe  génératrice  est  de  la  forme 

x  =  /r; 
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X  est  donc  alors  indépendant  de  9,  -^  est  nul  et  les  formules  pour  les 
cubatures  et  les  quadratures  deviennent 

dx 


^'^335^'''^^"''^''^'' 


-iJ-v'^d)'""^- 


ou,  en  effectuant  Tintégration  par  rapport  à  f ,  entre  les  limites 
zéro  et  Stt,  et  remarquant  que  Tintégrale  définie  de  sin*  qdq  est 
égale  à  w  (N°  U4), 

v=itj*r^dx^     u  =  ^nfri/dx^  ■+■  dr^  =  2nfrd8. 

On  retrouve  ainsi  les  formules  qui  avaient  été  démontrées  par  une 
marche  particulière ,   pour  les  corps  et  les  surfaces  de  révolution 

(N«- 153,  154). 


CHAPITRE    XII. 


Différentielles  elliptiques.  Transformation  du  radical  en  deux  radicaux  binômes 
du  second  degré.  —  Le  facteur  c*  est  toujours  réel  et  plus  petit  que  Tunité.  — 
Transformation  des  différentielles  elliptiques  en  trois  différentielles  irréduc- 
tibles. —  Première  formule  de  réduction.  —  Seconde  formule  de  réduction.  — 
Troisième  formule  de  réduction.  —  Transformation  des  trois  différentielles 
irréductibles  en  transcendantes  elliptiques.  —  Développement  en  séries  des 
transcendantes  elliptiques  des  deux  premières  espèces.  —  Construction  des 
tables.  —  Développement  en  série  de  la  fonction  elliptique  de  troisième  espèce^ 
le  paramètre  étant  positif.  —  Cas  du  paramètre  négatif. 

i6â.  Différentielles  elliptiques.  Transformation  du  radical  en 
deux  radicaux  du  second  degré.  —  Il  existe  une  classe  nombreuse 
de  diffërentielles  dont  Tintégration  en  termes  finis  est  impossible, 
mais  qui  peuvent  toutes,  par  des  transformations,  être  ramenées  à 
un  petit  nombre  de  formes  générales  conduisant  à  des  séries  très 
convergentes.  Ces  différentielles  sont  comprises  dans  Tcxpression 
générale 

Frfx                                                      Pdx 
ou      — -— — ___-^_- 


j/a'  -+-  f  X  -4-  (/x*  -4-  d'x*  -h  c'j*  j/a  -♦-  6x  -4-  ex*  h-  dx^  -h  x* 

dans  laquelle  P  représente  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x. 
On  les  appelle  d'une  manière  générale  différentielles  elliptiques, 
parce  que  le  problème  de  la  rectification  de  Tellipse  conduit  à  des 
différentielles  de  cette  forme.  On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  le 
polynôme  placé  sous  le  radical  soit  remplacé  par  un  produit  de  la 
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forme  (p  -f-  qy^)  (p'  h-  c'y*)  ;  en  effet  si  l'on  décompose  le  polynôme 
en  deux  facteurs  trinômes  du  second  degré,  de  manière  que  Ton  ait 

a  -H  tx  H-  ex*  -+-  rfx'  ■+-  X*  =  (a  -*-  px  -♦-  X*)  (tt'  -H  p'x  -H  X*) , 

qu'on  remplace  dans  chaque  trinôme  x  par  m  -h  -r et  qu'après 

avoir  réduit  au  même  dénominateur,  on  égale  &  zéro  les  coefficients 
des  premières  puissances  de  y  y  les  constantes  indéterminées  m  et  n 
seront  données  par  les  deux  équations 

2a  -4-  2pm  -♦-  2m*  -+-  pn  -h  2m»  «=  0 

2a'  -♦-  2p'm  -f-  2m*  -♦-  p^n  -¥•  2mfi  =  0 

cl  les  deux  facteurs  trinômes  seront  remplacés  par  ^ — ^^  et  t: — ^-^ 
dans  lesquels  les  constantes  représentent 

p  =  a  +  pm  +  m*  H-  pn  -f-  2mn  -+-«*,    ç  =i=  a  h-  pm  -+-  m*, 

p'  =5  a'  -♦-  p'm  -H  m*  -♦-  p'n  -h  2mn  -+-  n*,    ç'  =  a'  -*-  p'm  -4-  m*. 

Représentons  par  r,  r'  et  r",  r"'  les  racines  des  équations 

a  H-  px  -♦-  X*  =  0,      a'  -4-  p'x  H-  X*  =  0 

c'est-à-dire  les  quatre  racines  de 

a  -f-  6x  -4-  cx*  -4-  c/x'  -V  X*  =  0. 

On  sait  que  l'on  a 

a=:rr',    p^-r-r',    a'  =  r'V",    p'  =  — r"  — f"'. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes,  on  trouve 
en  résolvant  et  convenant  de  représenter  par  r  —  f".r  —  i^',  le  pro- 
duit des  deux  binômes  r  —  r"  et  r  —  r"', (i) 


I*  -f-  f'  — —  fi*"  —  1'"' 
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/  r -+-?•' — r" — r"'  \ 


9=(/r— r^'.r— f^'.r'— r".!^ 


yW 


(/r  — r".r— r'"-f-i/r'-^r".r'  — r"' 


r^r'^i^f^r^** 


9^=— j/r— r".r— /''.r'— r"./—! 


.'r' 


j/r— f".»^— r"— (/r— /".r'— r"' 


et  le  grand  radical  se  trouve  remplacé  par 

(r  +  r'  —  r"  —  0*(* -*-»)* 

qui,  en  faisant 

i/r  — r".r  — r'" -+- 1// —  r". /— r"' 

g=y  .  — ~=z=-  ,....(2) 

|/r  — r".r— r"'— j/r'— r".»^  — r'" 


devient (3) 


X 


I 

,V  fj/r— r".r— r"'-t-j/r'— f^.r'— /"il^/r— f".r'^r"  +  j/r— r"'.r'— r"') 

I 

Il  suit  de  là  que  la  différentielle 

doc 


|/a  -t-  6x  -4-  car*  -t-  rfx*  -*-  x* 
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peut  être  transformée  dans  la  suivante (4) 


dz 


z« 


v/ 


que  Ton  peut  mettre  sous  cette  autre  forme,  en  effectuant  la  multipli- 
cation sous  le  radical,.... (5) 


2|/— 1 


ou  bien  encore,  en  multipliant  par  ^r — r".»^ — r"'-*-  j/r — r'".»^ — i^ 
les  deux  termes  de  la  fraction  sous  le  radical  dans  l'expression  précé- 
dente et  par  j/r  —  r^' .r'-^i^'  —  j/r  —  r'^' .r'  —  r"'  les  deux  termes 
de  la  fraction  hors  du  radical,.... (6) 


2|/3T  yr--i''.7^^i''--'^r^f"'.i^'^r'"       \ 


X 


y/l-z. 


r"— r"'     y^r^r'^.r^r'"  +  |/r'— r".?^— r"'  i/TH^ 
dz 


c'est-à-dire  qu'on  peut  dans  tous  les  cas  lui  donner  la  forme 

[idz 


fA  et  c^  étant  deux  constantes  connues. 


-v..(7) 
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165.  Le  facteur  c^  est  toujours  réel  et  plus  petit  que  Vunité,  — 
Avant  d'Introduire  la  fonction  rationnelle  P  qui  multiplie  la  différen- 
tielle générale  elliptique,  constatons  que  le  coefficient  c*  est  toujours 
réel  et  plus  petit  que  l'unité. 

Si  les  quatre  racines  r,  r',  r",  r"'  sont  réelles ,  la  valeur  de  c*  est 
évidemment  réelle,  puisque,  en  les  rangeant  dans  l'ordre  r,  r',  r'',  t'''' 
d'après  leur  grandeur  algébrique,  tous  les  facteurs  placés  sous  les 
radicaux  dans  la  transformée  (5)  seront  positifs.  Quant  à  p  il  sera  de 

la  forme  n  |/ —  1 . 
Si  deux  racines  conjuguées,  r  et  /  par  exemple,  sont  imaginaires 

et  de  la  forme  a  -h  6  j/ —  i  et  a  —  6  j/ —  1 ,  en  employant  la  trans- 
formée (6),  il  est  visible  que  Ton  aura 

(r  —  i^f  =  (26  /^)*  =  —  46S    rr'^  o«  +  6%     r -^  r"  =  2a, 

^r — r".  r'  —  i^'.  r  —  r"'.  r'—  r'"  = 


==  |/(a  —  /•")*  -*-  *»*  /(a-K'^-^-fr^ 

et  par  conséquent  c*  sera  encore  réel,  mais  il  change  de  signe  à  cause 

de  la  valeur  de  (r  —  ?•')'  qui  est  (26  (/ —  i)*  =  —  46*. 

Si  les  deux  couples  de  racines  conjuguées  r,  r'  et  r",  r"'  sont  ima- 
ginaires et  de  la  forme  a  zfc  6  ^ —  1  et  a'  it  6'  ^Z —  1 ,  les  fac- 
teurs (r —  r')'    et    (r"  —  r"')*    dans  la  transformée  (6)  deviennent 

(26  j/^)'  =  —  46*,  (26'  |/^)*  =  —  46'*  et  comme  on  a  aussi 

rr'=tt»+6*,      r'V"  =»  a'* -f- 6'S      r-+- 1^=20,      r" -^- r"' =^  "la' , 

j/r  —  r".  r  —  r"'.  r'-  f".  r'—  r"'  = 

=  (/(o  — o7-+-^6  — 6')*  |/(a  —  a')*  -h  (6  ^  6')*, 

il  est  visible  que  c*  est  encore  réel  et  positif. 
Enfin,  le  coefficient  c*  est  dans  tous  les  cas  plus  petit  que  Inuitc, 


ela  transforniée(S]appreDdque  ce  facteur  est  de  la  forme 

ille  aussi  de  cette  discussion  que  les  valeurs  de  m  et  n  sont 
rs  réelles  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  valeur  de  z*  expri- 
)  y*,  car  ea  mullipliant  les  deux  membres  de  la  fraclion  par 
!■" .r  —  r"' -H  y^r"  —  f".!^ —  r"',  on  trouve 


—  (r-4T'](r"+r'")-4-2r^V"-2rr'— 2(/r— /'.r-r^.r'-i^y 

[r-H)*(r  +  r'-r"~r"'J* 

vient  de  voir  que  cette  fraction  a*  positive  ou  n^ative  se 
se  de  termes  toujours  réels  dans  toute  hypothèse  faite  sur  les 
s  des  racines  r,  r",  r",  r"'. 

.  Transformalion  des  différentielles  elliptiques  en  trois  diffi- 
'.les  irréductibles.  —  Considérons  maintenant  la  fonction  rali  n- 
?  qui  multiplie  la  diffëreotielle  dont  on  vient  de  s'occuper.  Si 

remplace,  comme  plus  haut,  x  par  m-i ,  on  obtiendra 

nmcnt  pour  P  une  nouvelle  fonction  rationnelle  en  tf,  ne  conte- 
lue  (tes  facteurs  réels,  puisque  m  cl  n  sont  réels,  et  qui  dans  sa 
rande  généralité  ne  peut  être  qu'une  fraction  rationnelle  décoin- 
c  par  la  division,  dans  sa  partie  entière  et  sa  partie  fractionnaire. 
:i  se  décomposera  ensuite,  par  la  méthode  des  fractions  ration- 
,  en  fractions  simples.  Le  développement  de  P  se  composera 
l'une  suite  de  termes  ayant  les  fornies  suivantes  : 

a  ay  -t-a'       ay-t-a'  a 

'}/-!>'    y-t-ï"'   (s*-»-*}"'  (y  — 't' 

lesquels  a,  a',  b  sont  réels,  et  ces  différentielles  deviennent, 
nplaçant  £/  par  sa  valeur -^k'j, 


(ot"z*  -4-  (.)'         (a'x  —  (.)- 
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radical  j/o  -4-  6x  -♦-  ex*  -t-  c/x*  -h  x*,  sera  donc  ramenée  aux  intëgra- 
tions  des  différentielles  suivantes  dans  lesquelles  fA  est  un  facteur 
constant, 


:«+*) j/i  —2*  [/i z}z c*2«      (z*-*- 6)«  j/i  —  z«  |/i  zp cV      (z  —  6)"  /l— s«|/i  ipcV 

Parmi  ces  différentielles,  les  unes  sont  irréductibles  et  leur  inté- 
grale ne  s'obtient  que  par  les  méthodes  d'approximation  dont  nous 
parlerons  plus  loin.  Telles  sont  les  deux  suivantes  : 

dz  dz 

j/ïZTal  |/i  zp  cV        (z«  -4-  6)  |/i  -z«  |/lqzcV 

1/ d  T"  C*Z*  c/z 

auxquelles  nous  joignons  la  différentielle 


/i— 


z« 


Nous  allons  voir  que  les  autres  s'intégrent  d^une  manière  complète 

par  les  méthodes  connues  ou  sont  réductibles  à  Tune  de  ces  trois 

dernières  formes. 

465.  Première  formule  de  réduction.  —  Occupons-nous  d'abord  de 

la  différentielle 

z'^dz 


|/l  —  z«  (/i  —  cV 

Lorsque  m  est  impair  ou  delà  forme  2n-f-i,  l'intégration  peut  se 
faire  d'une  manière  complète,  car  en  remplaçant  z'  par  u,  la  diffé- 
rentielle devient 

u*du  u*du 


2  (/l  —  u  j/l  —  c*M      2  j/i  —  (c*  -4-  1)  tt  -+-  c%* 

qu'on  sait  être  intégrable  (N*"  i34). 

Supposons  mpair  et  égal  à  2n.  Si  on  différencie  z'""'  (/l — z*[/4  — c*z*, 
on  trouve 

[2n  — 3  — (i  -*-c*)  (2/t  —  2)  z«  -+-  c«(2rt—  1)z*], 


/l  —  z«  j/1  —  cV 


'oD  tire  en  inlégrant  les  deux  membres   el  ea  divisant  par 


t'  (2/1  —  1) 


J  l/l  -  i>  [/)  - 

c')(2«— 2)f  g*--Mg 2w— 3    r  î'--'</t 

(2»- 11    Vi^lA=Âî    «•(2»-')Vr^i/r:^'' 

^orniu/«  </e  réduction  feit  dépendre  l'inUïgmlioD  de  )a  différen- 
contenant  £*',  de  l'inlégralion  de  deux  différentielles  entière- 
semblables,  mais  dans  lesquelles  2n  est  remplacé  par  Sn  —  2  et 
k.  On  pourra  donc,  par  des  substitutions  successives,  ramener 
liffërenticllc  aux  deux  suivantes 


dz 


z'dz 


:mière  est  une  des  trois  différentielles  irréductibles.  La  seconde 
sous  la  forme 


menée  à  deux  des  trois  différentielles  irréductibles.  Ce  qu'on 
le  dire  subsisterait  encore  si  au  lieu  de  —  c*  on  écrivait  -i-  c*. 
sons  a  la  différentielle 


(,._j.)/i_j.^ 
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La  première  partie  devient,  en  remplaçant  2*  par  u, 

du 


2  (u  —  6«)  /l— (c«-f-i)ti-*-c«t/* 

qui  est  intégrable.  La  seconde  partie  se  confond  avec  la  deuxième 
différentielle  irréductible  mentionnée  plus  haut.  Il  en  serait  de  même 
si  -+-  c'  était  remplacé  par  —  c*. 
i66.  Seconde  formule  de  réduelion.  —  Considérons  la  différentielle 

{az  •+•  a')  dz 


(««  -t-  6)**  |/l  —  z*  |/i  —  cV 

dans  laquelle  le  coefficient  c*  peut  être  pris  indifféremment  avec  le 
signe  plus  ou  avec  le  signe  moins.  Elle  se  décompose  en  deux  par- 

azdz  aldz  .     .  ,  ..        ,.  *i 

l'«s  7-r — ,,  .  ^.  >^  -♦-  -5 — ,,  .  y-,  y-  dont  la  première  s'intègre 

immédiatement  en  remplaçant  z*  par  ti.  11  ne  reste  donc  à  intégrer 

z  l/i z*  1/ i c'z* 

que  la  seconde.  Si  Ton  différencie  la  fonction  — — -—i — tt — \ > 

^  (s*  -4-  6)-~* 

on* est  conduit  à  Tidentité (i) 

Remplaçons  dans  le  second  membre  z'  -t-  6  par  u  ou  z*  par  ii  —  6;  le 
numérateur  étant  développé,  prendra  la  forme 

A  '\-  Bu-\-  Cu^  -\'  Du^ 

dans  laquelle  les  coefficients  ont  les  valeurs  suivantes  : 

A  =  {^n  —  2)  [6  -4-  6«  (i  -4-  c«)  -*-  6V] 

i?  =»  —  I2n  —  3)  [i  -4-  26  (i  -4-  c«)  -4-  36«c«] 
C=  -4-  (2n  —  4)  (1  +  c«  -4-  36c«) 

I>=-(2n--5)c«, 
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valeurs  qui  obéissent  à  cette  loi  : 

2n— 3(M  i    2w— 4ifM 

an  — 2  dô'       ""1.2  2»— 2  rf6»' 


"1.2.3  an—a  «JE»' 


Le  second  membre  de  l'ëquation  différentielle  (1)  devient  en  subsli> 
tuaot, 

A  B  C  D 


(z'  -*•  b)'      (2*  +  6)--'      (z*  +  6)—*      {z*  +  fc)- 


et  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  |, 
intégré,  on  trouve 


(z'-h6)-(/*- 


A  (z«  -*.  6)- 


Br dz cr dz 


Cette  nouvelle  formule  de  réduction  fait  dépendre  l'intégrale  chercliée 
de  trois  intégrales  semblables,  mais  dans  lesquelles  l'exposaot  nest 
réduit  kn  —  1,  n  —  2,  n— 3.  Elle  peut  donc  servir  à  exprimer  l'in- 
tégrale cherchée  en  fonction  d'intégrales  de  plus  en  plus  simples. 
Quand  n  sera  réduit  &  2,  C  est  nul  et  l'intégrale  de 

dz 


(z*  ■*•  b)*  |/1  — z*  |/l  —  c*z* 
ne  dépendra  plus  que  des  deux  intégrales  suivantes  : 


=•    ( 7^ 
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les  deux  premières  sont  deux  des  intégrales  irréductibles;  la  troisième 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

r        (z*  -h  6)  dz        _  r bdz r  z'^dz 

j /r^ i/i — c V   Jj/r^i/i—cv   jj/i— z«^i— c«2« 

c'est-i-dire  9  qu'elle  se  calculera  au  moyen  de  la  première  intégrale 
irréductible  et  d'une  intégrale  dont  on  s'est  occupé  au  N**  165  pour 
la  ramener  aux  deux  premières  intégrales  irréductibles. 

11  est  k  observer  que  l'on  ne  peut  faire  diminuer  n  jusqu'à  devenir 
égal  &  l'unité,  parce  qu'il  résulte  des  valeurs  trouvées  pour  A,  que  ce 
coefficient  serait  nul  et  la  valeur  de  l'intégrale,  composée  de  termes 
infinis. 

On  peut  déduire  d'une  manière  plus  simple  l'intégrale  de 

dz 


(.?«  +  6)»  (/i  —  z*  |/l  —  cV 
de  la  valeur  supposée  connue,  de  l'intégrale  irréductible 

dz 


j 


(z«  -♦-  b)  |/1— z«  |/i  —  cv' 


en  effet  si  l'on  désigne  celle-ci  par  7  (z,  6),  on  aura  en  dérivant  succes- 
sivement les  deux  membres  par  rapport  k  6, 


1 


dz  df 


dz  1    d« 


? 


(z*  -4-  6)'  /l  —  z«  (/l— cV      *  -2  dfc* 

et  ainsi  de  suite.  On  peut  donc  poser  cette  formule  générale 

r dz i d**-*f 

3  (««  H-  5)-  |/r^^  |/i  —  cH*  ^ -^-S. ...  (n  —  1)  d6--* 

i67.   Trotst^e    formule  de  réduction.  —  Considérons  enfin  la 
différentielle 

dz 

(2—6)"  j/l  — z«  j/T^cV 
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On  peut  la  roeltre  sous  la  forme 


(z-+-  b)*dz 


et  si  Ton  développe  le  numérateur,  on  aura  à  intégrer  une  suite  de 
termes  de  la  forme 


Quand  m  est  impair,  en  remplaçant  z*  par  u,  la  différentielle  est 
intégrable  par  les  fonctions  élémentaires.  Si  m  est  pair  et  égal  à  2m, 

en  posant  £*-—6*  =  u,  on  pourra  remplacer  r-^ r^r-par-^ —^ 

qui,  en  développant  le  binôme,  se  compose  de  termes  de  la  forme  — 

parce  que  2m  <  n. 
La  différentielle  se  décomposera  donc  en  d'autres  de  la  forme 

adz 


U' 


(2«  —  h^Y  i/l  ^z^  i/izpcV 

qui  est  du  genre  de  celle  dont  on  s'est  occupé  plus  haut. 

168.    Transformation  des  trois  différentielles   irréductibles ^   en 
transcendantes  elliptiques.  —  Les  trois  différentielles  irréductibles  aux- 


quelles nous  venons  de  ramener  toute  différentielle 


dz 


Pdx 
R 


9   savoir  : 


dz dz  i/i  d=  cV 


prennent  la  forme 


rfz' 


etc.,  lorsque  z  est  égal  à 


|/l  -+-  z"  j/l  zp  cV* 

^  j/~  1  ou  lorsque  a«  est  négatif  dans  z*  =  a«y«  de  la  fin  du  N«  165. 

Si  le  terme  en  x*  sous  le  radical  R  était  négatif,  il  suffirait  de 

multiplier   le   dénominateur  par  (/^    et  les  trois  différentielles 

prendraient  l'une  des  formes  '^  etc.,   etc.,  ou 
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)   etc.,  etc.,  et  enGn  si  a^  est  négatif  dans 


2«  =  ay  OU  si  2  ==»  ya  |/ —  i ,  z  devra  être  remplace  parz'j/ — 4 
et  les  différentielles  deviendront 

etc. 


Toutes  ces  différentielles  peuvent  être  transformées  dans  d'autres  plus 
commodes  pour  l'intégration,  mais  les  transformations  doivent  être 
choisies  de  manière  que  les  différentielles  restent  continues  et  par 
conséquent  ne  deviennent  pas  imaginaires  dans  les  limites  des  valeurs 
que  l'on  peut  attribuer  aux  nouvelles  variables.  11  faut  et  il  suffit 
visiblement  pour  cela  que  pour  toute  valeur  de  la  variable  qu'on  va 

substituer  à  z  ou  z',  les  deux  radicaux  (/l  —  z*  et  j/l  ±  c*z*  restent 
de  même  signe.  Or  cela  arrive  visiblement  pour  toutes  les  valeurs 
de  l'arc  fy  si  l'on  donne  k  z  o\x  sf  les  valeurs  suivantes  dans  les  diffé- 
rents cas  qui  peuvent  se  présenter,  savoir  : 


1 

Z= r- 


i»  ^i  —  s'  (/l  —  c*z*,    z  doit  être  <i,  posons  donc  z  =  sin  «p, 

!2»  l/z*  -  i  l/c«z*  -^  4  ,     z>i, 

c  csin<j> 

50   |/j  ^z^l/i  -t-  cV,      Z<1,  Z  =  COSff, 

4»  j/m^  j/i  -^  cVS  2'  =  tang  <p , 


:i-  j/4-4-is'«j/l— cVS     z'<-, 


^ 


cos  î> 


C«j/z«  — 4  j/l  —  cV,      z>1,    <i,    5  = 


7-  i/z^  —  i  yi-\-  cV,     2  >  4, 


j/4-— (4  — c')sin««p 

4 

z=^ > 

(;os  ^ 


4      . 


8"  (/4  —  z*j/c^z*—  1,     z<4,     >->    impossible, 

c 

il"  /4h-z'*(/cV*  — 4,     z'>i,  z'=  — 


ccos» 
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En  effectuant  ces  substitutions,  on  reconnaît  sans  peine  que  toutes  les 
différentielles  se  ramènent  à  l'une  des  trois  formes, 


d^ 


df 


-,     df  j/1  —  fc'siD*^, 


l/j  —  /:*sin*f      (sin^^-h  6)  |/4  — fc*sin*f 

k  étant  toujours  plus  petit  que  l'unité.  Prenons  pour  exemple  le  cas  9*. 
La  première  différentielle  devient 


-rfy 


d(f 


y/cos^H-^        |/c«-4-ly/l-^j^sin'? 


La  seconde  prend  la  forme 
d<f 


1 


(sin*<p  —  i)d? 


^(^-^W'-^"'  '"^  (-'-^V'-^ 


<in 


d^ 


6/c*H-l 


\/*-^^'" 


i 

6c« 


(/y 


? 


(^•"'^-^-^)V^^--c^^*"' 


La  troisième  différentielle  devient 
sin*^y 


i/c^-^i  (i  — sin  V)  \/  i  —  ^rn^'" 


l/c«H-l  ( 


Sr 


m'y 


V*  -cïTT^' 


sin'f» 


c{<p 


(sinV-1)Y/i— ^i^sin 


? 


et  l'on  voit  que  les  différentielles  transformées  ont  toutes  l'une  des 
trois  formes  indiquées. 

11  suit  de  là  que  l'intégration  de  la  différentielle  elliptique  la   plus 
compliquée  dépend  dans  tous  les  cas  des  trois  intégrales  suivantes, 


j»  -»-'--  f»-"-  ** 
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dans  lesquelles  k*  est  réel  et  plus  petit  que  l'unité,  et  n  est  réel,  posi- 
tif ou  négatif,  savoir  : 

Jy\  —  /:*sin*ç  J(i  -t- nsin*<p)^/1  — /:'sin*«p 

Elles  ont  été  appelées  fonctions  elliptiques  ou  transcendantes  ellip- 
tiques de  premièrCy  de  seconde  et  de  troisième  espèce.  Comme  elles 
sont  des  fonctions  déterminées  de  7  et  de  A:  pour  les  deux  premières, 
et  de  fykein  pour  la  troisième ,  Legendre  les  a  désignées  par  F7 
ou  F  (ifjk)  pour  la  première,  par  Ef  ou  E  {(f,k)  pour  la  seconde  et  par 
n?  ou  n  (<P9  ^9  n)  pour  la  troisième.  Verliulst  dans  son  Traité  des  fonc- 
tions elliptiques  j  leur  donne  les  noms  de  digamma,  de  epsilon  et  de 
kappa,  et  les  désigne  par 

J>g- (?>*)>    eps.  (y,A),     kap.  ((p,  *,  n). 

k  se  nomme  module,  n  paramètre,  et  9  amplitude  de  la  fonction. 

De  même  que  certaines  intégrales  ne  sont  exprimables  qu*en  loga- 
rithmes et  en  lignes  trigonométriques,  de  même  les  intégrales  des 

Pdx 
différentielles  de  la  forme  —^  ne  sont  exprimables  qu'en  digamma, 

epsilon  et  kappa.  Ces  dernières  fonctions  sont  donc  introduites  dans 
l'analyse  au  même  titre  que  les  logarithmes  et  les  lignes  trigonomé- 
triques, y  servent  à  peu  près  aux  mêmes  usages  et  jouissent  de  pro- 
priétés analogues,  dont  la  démonstration  fait  plus  particulièrement 
Tobjet  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

169.  Développement  en  séries  des  transcendantes  elliptiques  des 
deux  premières  espèces.  Construction  des  tables,  —  Les  valeurs  de 
ces  nouvelles  fonctions  peuvent  être  représentées  par  des  séries  con- 
vergentes infinies  qui  permettent  de  calculer  ce  qu'elles  deviennent 
pour  toute  valeur  du  paramètre  et  du  module  et  pour  des  valeurs  de 
l'amplitude  croissant  de  minute  en  minute,  comme  les  valeurs  des  loga- 
rithmes et  des  lignes  trigonométriques  l'ont  été  pour  tous  les  nombres 
et  pour  tous  les  arcs  de  cercle.  Ces  valeurs  consignées  dans  des  tables 
forment  ce  qu'on  appelle  des  tables  des  fonctions  digamma,  epsilon 
ou  kappa  qui  servent  au  même  usage  que  les  tables  de  logarithmes  ou 
de  sinus. 

Si  dans  la  fonction  dig  (<p,  k)  on  remplace  sin  «p  par  y,  elle  reprend 
la  forme 


} 


t 
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Développons  (i  —  A'y*)  *  en  série;  celle-ci  sera  toujours  convergente, 
puisque  y  et  k*  sont  inférieurs  à  Tunité,  et  le  calcul  de  la  fonction 
d^S  (?'  ^)  ^^  réduira  à  l'intégration  d'une  suite  de  termes  de  la 


forme 


y^dy 


On  trouve  ainsi,  après  avoir  remis  pour  y  sa  valeur 


sin  (p,  et  en  faisant  commencer  l'intégrale  avec  l'amplitude  (p, 


fc®  -H  etc. 


—  sin  f  cos  (f 


R  1.,    1.3, yi  .  ,       3\ 

La    2  2.4     \4  *V 


1.3.S,    /i    .   ^ 

— — —  K"!  -Sin*9 

2.4.6     V^fi 


5     .   , 
0:4""  ''■^6 


S) -^ '=''=•] 


Cette  série  est  d'autant  plus  convergente  que  le  module  k  est  plus  petit. 
On  trouve  de  la  même  manière  pour  la  fonction  epsilon, 


\2  |s  J353 

eps.  (?,  A)  =  0  ]  4  -  ^  *«  -  —  3fc*  -  g-j^ï^ 


Sfc»  —  etc. 


SU)  f  cos  ^ 


[2.2  2.4     \4        ^      4.2^ 

1.3  ,„/4    .   ,  5     .   ,  S.5  \  "I 

-^2X6*\6*'"^-^6:4''"  ^■*-6X2J-*-'^''=-J- 

170.  Développement  en  série,  de  la  fonction  elliptique  de  troisième 
espèce,  le  paramètre  étant  positif.  —  Le  développement  en  série  con- 
vergente, de  la  fonction  kappa  est  plus  compliqué,  parce  qu'elle  con- 
tient, outre  le  module  k^  toujours  réel  et  fractionnaire,  un  paramètre 
n  dont  la  valeur  n'est  pas  limitée.  Lorsque  n  est  positif  on  y  parvient 
de  la  manière  suivante  :  posons 


i 


\/\  —  A«  si 


sin*<p 


— -  \  i.o 

■={i  —  fc*  sin'y)    *  =  i  -*--fc'sin*<p  -♦-^^fe*sin*? 


2.4 


1.5.5 
2.4.6 


/:^sin^<p  -4-  etc. 


Cette  série  est  toujours  convergente,  puisque  k  et  sin  7  sont  plus  petits 
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que  Tunité.  Remplaçons  sin^(p,  sin^^,  sin^tp par  leur  valeur  en 

cos  2^,  cos  4^,  cos  6^ donnée  au  N*"  49;  on  trouve 

=r  M  -4-  ^  COS  Sf  -H  C  COS  4«p  -H  D  COS  6y  -+-  etc.  { (i  -*-  6) 

^/l— it'sin»?      (  ) 

dans  laquelle  6  et  les  coefficients  A^  B^  C...  ont  les  valeurs  suivantes  : 


6  = 


4  +  |/i  _-  A« 
^^==^-*-2i^*-^2T4i^*-^2i:4r6^^"-*-^*" 

\2      2  2.4  2.4   2.4.6  / 

r     «L,/^-3      i    i.3.5^,      i.3    1.3.5.7^^       ^   \ 

C=26*( 1 6*  H 6*-t-etc.  i 

\2.4      2    2.4.6  2.4    2.4.6.8  / 

n  «L,/^-3.S      1    1.3.5.7^,      i.3    i.3.5.7.9    ^,  \ 

/>  =  — 26M r-H 6*  H 6*  -t-  etc.  | 

^2.4.6      2   2.4.6.8  2.4   2.4.6.8.10  / 

E==  etc. 

Ces  dernières  valeurs  sont  toujours  convergentes,  parce  que  6  est  plus 
petit  que  l'unité  et  la  série  u4  -4-  ^  cos  2^  +  etc.  est  aussi  convergente, 
iDéme  si  Ton  prend  tous  les  termes  positivement  et  à  plus  forte  raison 
si  on  leur  laisse  leurs  signes,  car  les  valeurs  de  Aj  B,  C,  etc.  sont  visi- 
blement inférieures  à 

1 


i  H-  6* -*-  6* -I-  etc.  = 


b 


1  —  o' 


1—6* 


et  que  par  conséquent  la  série  est  inférieure  à 

i 

•j rt  (1  -f-  6  COS  2^  -♦-  6*  cos  4f  h-  6*  cos  6<p  -*-  etc.) 

i  —  0 
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qui  elle-même  est  convergente,  ainsi  qu*on  Ta  vu  au  N°  36.  D\in 
autre  côte,  si  Ton  pose 

.,      l/i  -f-  n  —  i 

^=    j = > 

|/i  -4-  »  -+-  1 

6'  sera  plus  petit  que  l'unité  et  on  trouve  le  développement  suivant^ 

/      ^.  ^»   =  i  -^  âV  cos  2y  -f-  26'*  cos  4y  -^  âV»  cos  6y  -f-  etc. , 

i       i 

développement  qu*on  vérifie  en  remplaçant  sin'7  P^râ  —  ô^^^^?* 

À  Â 

en  faisant  disparaître  ensuite  le  dénominateur  et  en  remplaçant  par- 
tout les  produits  de  la  forme  cos  m^  cos  2^  par 

i  i 

-  cos  (m  -♦-  2)  y  -f-  -  cos  (m  —  2)  «p. 

On  reconnaît  ainsi  que  tous  les  termes  se  détruisent  identiquement. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  N""  36,  le  développement  précédent  est 

toujours  convergent. 

En  substituant  ces  deux  développements  dans  la  fonction  kappa, 

1  i 

remplaçant  cos  fjty  cos  v^  P^^ô  ^^^  (f*  "*"  ^)  î*  "*"  â  ^^®  (f*  —  ^)f  ®'  *"^' 

grant,  il  vient,  en  faisant  commencer  l'intégrale  avec  l'amplitude  7, 


$ 


df 


(1  -*-  n  sin * <f)  j/l  —  k*  sin*f 

=  jl'f  -»-  fl'  sin  2?  -t-  C  sin  4?  -t-  ly  sin  6?  +  elc. 
dans  laquelle  on  fait 


A  = 


|/1   -f-  M 


,    A.1'  =  i<  -*-  flô*  H-  Cô**  -<-  D6'»  -+-  etc. 


/»»'  = 


i'»-t-l 


hA' 


b'* 
6"-4-i 

etc. 


Ai4' 


A^' 


i' 
6'*— 1 

b'*  —  i  ^ 
~1F~ 


y*  —  i 
h' 


B 


^'-^bJ-I^c 


6'» 


1/ 
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171.  Cas  du  paramètre  négatif.  —  La  formule  du  Duméro  prëcé- 
deDt  serait  encore  convergente  si  n  était  négatif  et  très  petit,  puisqu'il 

1/ j  —  fi 
suffirait  de  remplacer  h  par  ~ r— :   mais  il  n'en  serait  plus  de 

même  si  n  étant  négatif,  était  supérieur  à  l'unité;  car  alors  6'  serait 
imaginaire  et  la  série  précédente  cesserait  d'être  convergente.  On 
mettrait  dans  ce  cas  la  différentielle  sous  la  forme  suivante  : 

^  ^-^[e«-f-(nt'*-sin^)]    • 


wjn 


(\  —  nsin'y)  j/i-^*«sin«y        i  — nsin«<p 

i         i  4 

dans  laquelle  «*  représente  — et  m'*  remplace—  •   En  dévelop- 
pant ensuite  le  binàme 

[et  ^  (tw'«  —  sin»y)]"«  =  (e«  -^  a)"^ 

on  est  conduit  à  une  série  convergente,  du   moins  lorsque  e^  ou 

4       4 

T- est  supérieur  à  a,  ce  qui  a  lieu  lorsque  e*  est  supérieur  à  m'*, 

k*       n 

c'est4-dire  lorsque  n  est  plus  grand  que  Sfc*.  En  s'arrétant  aux  termes 

de  5"  puissance  de  a  et  ordonnant  suivant  les  puissances  croissantes 

de  sin  7,  puis  intégrant,  il  vient, 

,,  C  d9  y   /l         i.3     W"        1.5.5  m'*        i.5.5.7tll'*        1.3.8.7.9    m'*\ 

•kappa=l— ^r — V-= -^l 7"\ 7- r-H r-  ) 

Jm"  —  sin*(p      e'\î      î.4     e*       3.4.6  e*      3.4.6.8  e®       3.4.6.8.10  e*  y 

1    /1.3        1.3.6  3m"         1.5.5.7  3tll'*        1.8.5.7.9    4m'*\    ^   .    .     , 

:( =--< 1 r-  |j  sin  ?»? 

'    C*\^3.4        3.4.6     «*  3.4.6.8     6*  3.4.6.8.10     6**   / 

4    /l.3.5        1.3.5.7  3m'*        1.3.5.7.9    6m'*\     ^   .     .      , 

1 — .  H —  1  /  sin*  9a9 

C*\^3.4.6        3.4.6.8    C*  3.4.6.8.10    C*    / 

4  /1.3.5.7        1.3.5.7.9    4m'*\     ^    .    «     , 

f — ■  ly  sin®<pa<p 

C*\3.4.6.8        3.4.6.8.10     C*   / 
4    /l.3.5.7.9\    y.    .    .     , 

( —  Jy  sin'fay. 

«*•  \3.4.6.8.10/ 

Les  intégrales  indiquées  s'obtiennent  en  remplaçant  sin7parx,ce 
qui  leur  fait  prendre  les  formes 

Jdx  C     x^dx  r     x^dx 

■ »     \ —  »     \    ^  »  etc. 

(,„'f  _-x«)|/4  —  a:«      Jj/4— X*      J /4  —  x« 

45 
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En  substituant  les  valeurs  de  ces  intégrales  et  remplaçant  dans  la 

i 

première  intégrale  par  sin  r],  le  facteur  m'  ou  —  qui  est  moindre  que 


m 


l'unité,  il  vient  enfin,  l'intégrale  commençant  avec  l'amplitude  7, 


/rem*  kappa  = 


2  sin  2yi 


log 


/sin  (y;  -^  (p)\- 
l,sin  (y]  —  (?)/ 


1 
3 


1.5      1.3.5   4  l.3.»4.3.».7   1  1.3.5.7      1.3.5.7.9    1 


1      1.3   i 
3     3.4  e* 

1.3  m'*        11.3.5  2m"         1.3      1.3.5.7  3m"         1.3.5      1.3.5.7.9  4m'* 


3.4      3.4.6  e*         3.4.6  2.4.6.8  6^        3.4.6.8     3.4.6.8.10  6^ 


3.4   e* 


7 


3  2.4.6     e*  3.4     3.4.6.8     6*  3.4.6     3.4.6.8.10    6^ 

1.5.5  m'*        1      1,3.5.7  3m'*        1.3      1.3.5.7.9  6»l'* 


3.4.6    e* 


3      3.4.6.8     e^ 
1.3.5.7  m'^ 


3.4  2.4.6.8.10    e" 

1  1.3.5.7.9  4m'^' 

3.4.6.8    e^           3  3.4.6.8.10    6" 

I  1.3.5.7.9  m 

\  -I -: 

3.4.6.8.10  e^ 
/l      1.3         1      1.3.5  3m'*        1      1.3.5.7  3m'*  1      1.3.5.7.9    4m'® 


/!l 


3.4         3      3.4.6     e* 
1.3      1.3.5 


Sin  f  COS  7 


3      2.4.6.8     e*  3      2.4.6.8.10     6® 

1  1.3      1.3.5.7  3m'*        1.3      1.5.5.7.9   6m'* 

3.4     3.4.6      e*         3.4     3.4.6.8     6* 


1.3.5     1.3.5.7    1 


2.4     2.4.6.8.10    e® 
1.3.5      1.3.5.7.9   4m'* 


3.4.6     3.4.6.8  C*         2.4.6     2.4.6.8.10     6^ 

1.3.5.7  1.3.5.7.9     1 
H 

3.4.6.8  3.4.6.8.10  6® 


1.3.5      1  1.3.5.7     Sm'*        1.3.5.7.9 


6m 


f% 


sin  '  7  COS  7 


2.4.6      4         3.4.6.8 
5      1.3.5.7 


1 


46'  3.4.6.8.10 

5     1.3.5.7.9 


46^ 


4m 


n 


»6 


6      3.4.6.8      4e*         6     8.4.6.8.10 

5.7  1.3.5.7.9 


4e' 


1 


6.8  3.4.6.8. «0     4e* 
1.3.5.7     1         1.3.5.7.9    4m'* 
Siu"<p  COS  7 \ 3.4.6.8     6         3.4.6.8.10    66* 

7      1.3.5.7.9      1 


>8 


8      3.4.6.8.10  86* 


sin  ^7  COS  7(1.3.5.7. 9     1 


>I0 


3.4.6.8.10      8 
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Si  avant  d'intégrer  on  remplace  sin^  7,  sin^^. 
cos  2<p,  cos  4^ (N""  49]  on  trouve  encore 


par  leur  valeur  en 


ta' e' kappa  = 


2  sin  2r] 


\sm  (y)  -  f)J 


9    1.3    1 


4.3   1.5.S    1 


6.tf.4     1.3.5.7     i 


8.7.6.5      i. 3.5.7. 9      1 


?' 


I    a.iîV      i.a  î.t.ciV      i.î.3  j.i.e.saV  1.2.3.4    a.4.6.8.i0  2**c' 

1.3  m"      %    1.3.5    am'*      4.5    1.5.5.7    3m'*  6.5.4   1.3.5.7.9    4w'* 

Î.4"?       1    si.4.6    îV      1.2   2.4.6.8    aV  1.2.3  2.4.6.8.10    2V 

1.3.5   m'*      2   1.3.5.7   3m'*  4.3    1.3.5.7.9    6m'* 

-I . 1 ..  . H • . 

2.4.6      e*  1     2.4.6.8     2*6°        1.2     2.4.6.8.10     2*6^ 

1.3.5.7  m'°        2      1.3.5.7.9      4m'^ 


2.4.6.8    6° 


1.3  1.3.5  2m'*        l.S.5.7  3m'*        1.3.5.7.9      4m''* 

2.4  2.4.6     e*  2.4.6.8    C* 


2.4.6.8.10 


>6 


sin27 


s«s 


2'e 


41.3.5        1  4     1.3.5.7  3m'*         4  1.3.5.7.9    6m'* 

1  2.4.6    2*e*        1     2.4.6.8  2*C*  1  2.4.6.8.10  2*C® 

6.5  1.3.5.7      1  6.5  1.3.5.7.9    4m'* 


1.2  2.4.6.8  2*e*        1.2  2.4.6.8.10  2*6° 


8.7.6  1.3.5.7.9       1 


1.2.3  2.4.6.8.10  2°6° 
/  1.3.5         1.3.5.7  3m'*        1.3.5.7.9    6m'* 


2.4.6 


2.4.6.8     6' 


1  sin  4^ 


6  1.3.5.7     1 


2.4.6.8.10     e* 
6      1.3.5.7.9    4m'* 


a    2*C 


ii>4 


1  2.4.6.8  2*6*  1      2.4.6.8.10  2*6* 

8.7  1.3.5.7.9        1 


1.2  2.4.6.8.10  2*6* 

1.3,5.7        1.3.5.7.9    4m'* 
1  sin  69») 2.4.6.8        2.4.6.8.10     6* 

8     1.3.5.7.9       1 


i    2^6 


6a6 


1     2.4.6.8.10  2*6* 


1     sin  Hf'l  1.3.5.7.9 


*       2*6*    f  2.4.6.8.10 


1      2.4.6.8.10     2*6* 

1.3.5.7.9  m'* 

2.4.6.8.10  6* 
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Equations  différentielles  implicites.  Différentielles  immédiates  et  médiates.  Inté- 
grales immédiates  et  médiates.  — Toute  équation  différentielle  implicite  a  une 
intégrale.  —  Condition  d^intégrabilité  immédiate  des  différentielles  implicites. 

—  Intégration  des  fonctions  qui  satisfont  à  la  condition  d^intégrabilité  immédiate. 

—  Existence  d'un  facteur  propre  à  rendre  différentielle  exacte  une  différentielle 
donnée.  —  Détermination  de  ce  facteur.  —  Séparation  des  variables.  Équations 
homogènes.  Théorème  sur  les  différentielles  homogènes.  —  Second  théorème 
sur  les  différentielles  homogènes.  —  Procédés  divers  d'intégration.  Problèmes 
divers.  Problème  des  trajectoires. 

172.  Equations  différentielles  implicites.  Différentielles  immédiates 
et  médiates.  Intégrales  immédiates  et  médiates.  —  Dans  les  chapitres 
précédents,  on  ne  s'est  occupé  que  de  Tintégration  des  différentielles 
d'une  seule  variable  <^dx,  ou  des  équations  différentielles  explicites  à 
deux  variables 

fydy=-^xdx; 

considérons  maintenant  les  équations  implicites  &  deux  variables 

-^  {^7  y)dy  -^9  (x,  y)  dx  =  0. 

On  ne  peut  pas  affirmer  d  priori,  comme  dans  le  cas  précédent,  que 
celte  équation  est  une  différentielle  exacte,  c'estrà-dlre ,  qu'elle  peut 
être  obtenue  par  la  seule  opération  de  la  différenciation  d'une  certaine 
fonction  primitive 
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car  si  en  différeDciant  celte  derDiëre,  od  obtient  la  différentielle  exacte 

mdy  -+-  ndx  =  0, 

CD  effectuant  sur  cette  dernière  équation  une  opération  légitime  qui 
n'en  cbange  pas  la  signification,  par  exemple,  en  multipliant  ses  deux 
membres  par  une  fonction  quelconque  de  (x^y)  ou  en  combinant  cette 
différentielle  avec  f{Xj  y)  =  0,  soit  pour  éliminer  une  constante,  soit 
pour  y  faire  quelque  réduction,  on  sera  dans  tous  les  cas  conduit  à 
une  équation  différentielle 

Mdy  -h  Ndx  =  0 

différente  de  la  précédente,  quoique  restant  une  déduction  et  par 
conséquent  une  différentiçlle  de  Téquation  primitive 

mais  elle  ne  se  déduira  plus  de  celle-ci  par  le  seul  procédé  de  la 
différenciation.  De  là  résulte  la  nécessité  de  distinguer  deux  espèces 
d'équations  différentielles  à  deux  variables,  les  équations  différentielles 
immédiates  qui  sont  obtenues  par  la  seule  différenciation  et  qui  par 
conséquent  sont  toujours  des  équations  différentielles  exactes ,  et  les 
équations  différentielles  médiates  qui  résultent  de  la  différenciation 
d'une  fonction  primitive  combinée  avec  des  opérations  algébriques,  et 
qui  par  conséquent  ne  deviennent  équations  différentielles  exactes 
qu'après  avoir  subi  certaines  transformations;  ainsi 

ydx  —  xdy_^ 
u, 

y* 

est  la  différentielle  immédiate  de 

X 

y 

tandis  que 

ydx  —  xdy  =  0, 

qui  est  une  conséquence  de  l'équation  différentielle  précédente,  n'en 
rsl  plus  que  la  différentielle  médiate  et  ne  deviendra  différentielle 


r' 
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exacte  que  lorsqu'on  aura  rétabli  le  dénominateur  en  multipliant  les 

i 

deux  membres  par  le  faeteur---  De  même 

t/«  —  2ax  =  0 

a  pour  différentielle  Immédiate 

2t/dy  —  2adx  =  0; 

mais  si  Ton  élimine  a  entre  ces  deux  équations»  cette  dernière  prendra 
la  forme 

2xrfy  —  ydx  =  0 , 

qui  ne  sera  plus  que  la  différentielle  médiate  de  Téquation  primitive. 
Les  deux  équations 

2ydy  —  2odx  =  0,     2xrfy  —  ydx  =  Oy 

pouvant  toutes  deux  se  déduire  par  la  différenciation  combinée  avec 
d'autres  opérations  légitimes,  de  Téquation  primitive 

y«  — 2ax  =  0, 

cette  dernière  est  appelée  intégrale  de  Tune  et  de  l'autre,  ce  qui 
exige  que  la  définition  donnée  précédemment,  d'une  intégrale,  soit 
un  peu  modifiée;  nous  appellerons  donc  en  général  intégrale  ou  équa- 
tion intégrale  d'une  équation  différentielle  donnée,  toute  équation 
primitive  de  laquelle  on  peut  déduire  cette  différentielle.  Si  la  seule 
opération  de  la  différenciation  suffit  pour  cela,  l'intégrale  est  dite  à 
son  tour  immédiate ^  et  si  certaines  transformations  dans  cette  diffé- 
rentielle immédiate  sont  nécessaires  pour  retrouver  la  différentielle 
donnée,  cette  intégrale  est  dite  alors  médiate. 

173.  Toute  équation  différentielle  implicite  a  une  intégrale. —  A  une 
équation  différentielle  quelconque  &  deux  variables  correspond  tou- 
jours une  équation  primitive  en  (x,  y)  contenant  une  constante  arbi- 

traire,  qui  en  forme  l'intégrale;  en  effet,  si  on  résout  par  rapport  à  — 

l'équation  donnée,  en  posant 


dy 
dx 


=  f\^7  y) 
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et  qu'on  dérive  successivement  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de 
cette  équation,  en  remplaçant  chaque  fois  dans  le  second  membre, 

-ppar  sa  valeur  en  (a?,  y)>  on  parviendra  à  exprimer  toutes  les  déri- 
vées ~7   -=— en  fonction  de  ces  deux  variables.  Cela  posé,  dans  la 

dx     ax' 

formule  de  Jean  Bernoully  (N*"  i58),  remplaçons -—  par  f{x^  y)  et  les 

(IX 

dérivées  supérieures  par  leur  valeur  en  (x^y)  dont  il  vient  d'être 

question,  valeurs  que  nous  désignerons  par  F(x,  i/),  ^{x^y) ,  cette 

formule  deviendra 

y  =  C-^(x--a)/^(a;,y)— ^    ^^^     F{x,y)-^    i.2.5    ^(^^^^  ""^^^' 

qui  ne  contient  plus  de  trace  de  dérivée  et  forme  par  conséquent 
Vintégrale  de  la  proposée.  Gomme  a  est  une  quantité  dont  on  peut 
disposer  à  volonté,  on  pourra  faire  en  sorte  que,  entre  certaines 
limites  des  valeurs  de  x,  x  —  a  soit  assez  petit  pour  que  la  série  soit 
convergente. 

L'intégrale  se  présente  ici  avec  la  constante  arbitraire  C  isolée; 
mais  il  peut  arriver,  quand  on  emploie  d'autres  procédés,  que  C  soit 
multiplié  par  une  fonction  de  x  ou  de  y ,  ce  qui  a  lieu  d'ailleurs  dans 
l'intégrale  précédente  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  une  fonc- 
tion quelconque,  ou  qu'on  élève  les  deux  membres  à  une  certaine 
puissance,  etc.  Lorsque  la  constante  arbitraire  C  n'est  pas  isolée,  en 
dérivant  l'intégrale,  cette  constante  ne  disparaît  pas  par  le  seul  effet 
de  la  dérivation  et  l'on  ne  retrouve  pas  immédiatement  la  dérivée 
donnée,  puisque  celle-ci  ne  contient  pas  C.  Pour  la  reproduire,  il 
faut  éliminer  cette  quantité  C  entre  l'intégrale  et  sa  dérivée.  On  est 
ainsi  conduit  à  une  équation  qui  ne  contient  plus  que  des  x,  des  y 

dy  dy 

et  3^9    laquelle  doit  donner  pour  -p  une  valeur  identiquement  la 
dx  dx 

même  que  l'équation  dérivée  proposée,   puisque  si  elle  en  différait, 

on  pourrait  égaler  les  valegrs  de  -y-  tirées  de  ces  deux  équations,  ce 

dx 

qui  conduirait  à  une  équation  en  x  et  t/  qui,  étant  jointe  à  l'intégrale, 
laquelle  forme  une  équation  distincte  de  la  précédente  puisqu'elle  con- 
tient C,  donnerait  pour  (x,  y)  des  valeurs  constantes,  résultat  absurde. 
174.  Condition  d'intégrabilité  immédiate  des  différentielles  impli- 


r 
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cites.  —  On  peut  toujours  reconnaître  à  priori,  si  une  équation  diffé- 
rentielle donnée 

Mdy-^Ndx^O 

est  immédiate,  c'est-à-dire,  si  elle  est  une  difTérentielle  exacte  d'une 
fonction  de  deux  variables;  en  effet,  si 

est  l'intégrale,  comme  la  difTérentielle  immédiate  de  celle-ci  est 

dy        "^  dx 

cette  dernière  devra  être  identique  avec  la  précédente ,  et  Ton  devra 
avoir 


dy 


dx 


d'où  il  suit  qu'il  faut  et  qu'il  suffit  que  les  coefficients  if  et  iT  soient 
les  dérivées  partielles  d'une  certaine  fonction  /*(x,  y)  inconnue  à  la 
vérité.  En  dérivant  les  doux  membres  de  la  première  par  rapport  à  x 
et  les  deux  jnembres  de  la  seconde  par  rapport  à  y^  en  observant  que 
l'on  a  (N»  99) 

rfY(x,y)^dY(x,.y) 
dx  dy  dy  dx 

on  est  conduit  à  l'égalité  suivante 

dM^_dN_ 
dx       dy 

qui  est  donc  une  conséquence  nécessaire  de  l'intégrabilité  immédiate. 
Or  je  dis  que  cette  égalité  est  aussi  une  condition  suffisante  pour 
assurer  cette  intégrabilité  immédiate;  en  effet,  si  l'on  représente  par 
?  (x,  y)  l'intégrale  de  IVdx  prise  par  rapport  à  la  seule  variable  x,  on 
aura 

rf?  (^>  y) 


dx 


=  N, 


l'égalité  —7-  =-p-  conduit  donc  à  la  suivante 
dx       dy 


dM ^  d\{x,  y)  ^  (i*y  (x,  y) 
dx  dxdy  dydx 


YMxyy)\ 

\    ^y    J 


dx 
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et  en  multipliant  les  deux  membres  par  dx  et  intégrant  par  rapport 
à  Xy  on  trouve 

dans  laquelle  C  peut  contenir  la  variable  y,  puisque  pendant  Tintégra- 
tion  cette  variable  a  été  traitée  en  constante.  L'équation  différentielle 
proposée  peut  donc  prendre  la  forme 

^\'^'dx-\ —    ,       dy -*-  Cdy  =  0, 
dx  dy 

qui  est  visiblement  une  différentielle  immédiate,  puisque  les  deux 
premiers  termes  forment  la  différentielle  totale  de  <p(x,  y)  et  que  Cdy 
est  aussi  une  différentielle  exacte,  attendu  que  C  ne  contient  que  des  y. 
11  suit  de  là  que  l'égalité 

dM  _dN_ 

dx       dy 

est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  différen- 
tielle implicite 

Mdy  -+-  Ndx  =  0 

soit  une  différentielle  immédiate.  On  reconnaît  ainsi  que 

^dy  -h  ydx  ==  0 

est  une  différentielle  immédiate  et  que 

^dy  —  ydx  =  0 
ne  Test  pas. 

175.  Intégration  des  fonctions  qui  satisfont  à  la  condition  d'inté- 
grabilité  immédiate.  —  Lorsqu'une  équation  différentielle  implicite 

Mdy-^Ndx^O 

satisfait  à  la  condition  d'intégrabililé  immédiate,  la  recherche  de  l'in- 
tégrale se  réduit  à  une  quadrature;  en  effet,  en  représentant  celle-ci 
paru =0,  ou  sa  différentielle  totale  par 

du  ,       du  . 
dx  dy   -^ 

46 
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on  doit  avoir 


du  du 

-3-  =  A^,     ~=M. 

dx  dy 


On  tire  de  la  première , 

u=fNdx-¥'  Y. 

Cette  intégrale  doit  être  prise  en  traitant  les  y  comme  constants,  puis- 

que  la  dérivée  -7-  a  été  prise  dans  cette  hypothèse;  d'où  il  résulte  que 

la  constante  arbitraire  Y  est,  en  général ,  une  certaine  fonction  de  y. 
Pour  la  déterminer,  observons  que,  puisque 

du 
dy 

on  doit  avoir  en  remplaçant  u  par  sa  valeur, 

d/Ndx      dY 


M  = 


dy 


d'où  l'on  tire 


dY 


<"- 


d/Ndx 


dy 


) 


dy    et     Y 


-K*-^)^' 


D, 


D  étant  une  constante.  En  remplaçant  Y  par  cette  valeur,  dans  u,  on 
trouve  enfin  pour  l'intégrale  cherchée. 


fNdx 


Observons  que 


$(*- 


) 


M 


d/Ndx 

dy 

d/Ndx 
dy 


dy  -^  D  =  0. 


ne  peut  jamais  renfermer  la  variable  x;  cela  résulte  de  ce  que  cette 
intégrale  représente  F  qui,  comme  nous  le  savons,  est  une  fonction 
de  y  seul,  si  la  différentielle  proposée  est  une  différentielle  exacte. 
On  peut  d'ailleurs  le  faire  voir  directement  en  prouvant  que  la  déri- 

,     ,     «-      d/Ndx  ,  .  « 

vée  de  M ^ prise  par  rapport  à  ar,  est  toujours  nulle;  en 

effet  cette  dérivée  est 

dM      d^/Ndx 


dx 


dydx  dx 


dM     d^/Ndx 
dxdy 
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que  FoD  peut  mettre  sous  la  forme 


rdfNdx\ 


dM         \     dx     J         ,      ,  ^.  dM      dN 

— i — 1_,    cest-a-dire,  -: 7- 

dx  dy  dx       dy 

parce  que 

d/Ndx 


dx 


.=  .V, 


et  cette  dérivée  se  réduit  à  zéro,  si  la  différentielle  proposée  est  une 
différentielle  exacte,  puisqu'on  doit  avoir  dans  ce  cas 

dM     dN 


dx       dy 

On  pourra  appliquer  cette  méthode  aux  équations  différentielles  sui- 
vantes : 

ydx  -¥•  xdy  =  0,     xdx  —  ydy  =  0, 
y  2y«       ^         '         x*^y« 


dont  les  intégrales  sont 


a:« 


xy  =  Cy     x«  — y«  =  C,     yH--.  =  C,     x=Cy. 

176.  Existence  d'un  facteur  propre  à  rendre  différentielle  exacte^ 
une  différentielle  donnée.  —  Lorsqu'une  équation  différentielle  ne 
satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrabilité  immédiate,  on  ne  peut  en 
trouver  l'intégrale  qu'après  lui  avoir  fait  subir  certaines  transforma- 
tions qui  lui  donnent  cette  propriété.  Il  existe  sur  ces  transformations 
un  théorème  important  qui  consiste  en  ce  que,  une  équation  diffé- 
rentielle quelconque  à  deux  variables  peut  toujours  devenir  différen- 
tielle exacte  en  la  multipliant  par  un  certain  facteur  à  déterminer 
dans  chaque  cas  ;  en  effet 

3fdy  -^  Ndx  =  0 

étant  la  différentielle  donnée,  on  a  vu  (N°  i73)  qu'elle  a  néces- 
sairement une  intégrale  médiate  dans  laquelle  la  constante  arbi- 
traire  se  trouve  généralement  combinée  avec  les  variables.  Si  l'on 
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conçoit  rintëgrale  résolue  par  rapport  à  celte  constante  C  et  mise  sous 

dy 
la  forme  V=Cy  on  obtiendra  pour-t^»   en  différenciant  cette  der- 

dx 

nière,  une  valeur  en  (x,  t/)  indépendante  de  C  comme  celle  qui  est 

donnée  par  l'équation  proposée 


Mdy  -+-  Ndx  =  0. 


Ces  deux  valeurs  sont 

dx 


N  dy 

Al  -1.  

M      '     dx 


dV 

dx 

'dV 

dy 


on  doit  donc  avoir  identiquement,  c'est-à-dire,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  x  et  de  y, 

dV 

N dx^ 

Jf  ""  dV  ' 

car  s'il  n'y  avait  pas  identité,  cette  égalité  constituerait  une  relation 
entre  x  et  y  distincte  de  F=C,  puisque  cette  dernière  seule  con- 
tient C.  On  aurait  ainsi  deux  équations  en  (x,  y)  qui  pourraient  servir 
à  déterminer  ces  variables  dont  les  valeurs  seraient  constantes,  ce  qui 
est  absurde.  On  doit  donc  avoir  identiquement 


dx 


NdJ^ 
M  dy 


dV 


et  si  Ton  remplace  -r-  par  sa  valeur  identique,  dans 

dx  dy    ^ 

que  l'on  sait  être  la  différentielle  totale  exacte  de  V  =3  C,  celle-ci  de- 
viendra sans  cesser  d'être  différentielle  exacte, 

dVfN^  \       ^ 
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qu'on  peut  nïettre  sous  la  forme 

1  dV 
Le  facteur  tz-t-  rend  donc  la  différentielle  donnée  Mdu  +  Ndx  exacte 
Mdy  ^ 

et  égale  h  dV.  On  voit  aussi  qu'il  y  a  un  nombre  infini  de  facteurs 

propres  à  remplir  cette  condition,    car  en   désignant  par  ^V  une 

fonction  quelconque  de   V,  on  obtiendra  encore  une   différentielle 

exacte  en  multipliant 

Mdy -^  Ndx  ^0 

par  -Tz-^-^fV,  puisqu'elle  devient 
m  ay 

i  dV 
^Vj~{Mdy -^  Ndx)  =  0,     c'est-à-dire,  <pFrfF=  0, 

laquelle  est  évidemment  différentielle  exacte. 
C'est  ainsi  que  l'équation 

xdy  —  ydx  =  0 
devient,  en  multipliant  par  —  » 

JL 

xdy  —  ydx  _  ^^ 
_        —  \j^ 

qui  est  la  différentielle  exacte  de 

x 

177.  Détermination  du  facteur  propre  à  rendre  exacte  une  différen- 
tielle donnée.  —  Ce  qu'on  vient  de  voir  prouve  seulement  l'existence 
d'un  facteur  propre  à  rendre  intégrable  immédiatement  une  équation 
différentielle  donnée;  quant  à  la  valeur  de  ce  facteur,  elle  ne  saurait 
résulter  de  ce  qui  précède,  puisqu'il  faudrait  d'abord  connaître  la  fone- 
lioQ  V,  ce  qui  suppose  l'intégrale  déjà  connue.  Pour  déterminer  ce 
facteur  que  nous  désignerons  par  z,  observons  que 

Mzdy  -H  Nzdx  =  0 


t. 
I 


'.I 


) . 


,  I 
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devant  être  une  différentielle  exacte,  an  doit  avoir 

d  (Mz)      d  {Nz) 


dx 


'ly 


c'est-à-dire,  en  effectuant  les  dérivations, 

dx  dy         \dy       dx  J 

dz     dz 
Cette  équation,  qui  contient  les  deux  dérivées  partielles -r- et -r- de  la 

fonction  z,  est  dite  aux  dérivées  partielles  et  son  intégrale  ferait  con- 
naître la  valeur  du  fadeur  z;  mais  nous  verrons  plus  loin  (N°  220) 
que  cette  intégration  présente  en  général  des  difficultés  qui  obligent 
presque  toujours  à  l'abandonner;  cependant  l'intégration  est  possible 
dans  un  cas  particulier;  c'est  lorsque  les  coefficients  M  el  N  sont  tels 
qu'en  mettant  l'équation  aux  dérivées  partielles  sous  l'une  des  deux 
formes 


l{^±_^dz\_\ 
z  \dx      M  dy)      M 


rdN 


M\dy 


dM\ 
dx  J 


ou 


z\Ndx      dy)      A  \rfy       dx) 

les  seconds  membres  ne  contiennent,  la  première  que  la  variable  x, 
ou  la  seconde,  la  seule  variable  y;  en  effet,  dans  le  premier  cas,  en 
désignant  ce  second  membre  par /x,  l'équation  devient,  après  qu'on 

a  remplacé  -jp  dans  le  premier  membre  par  sa  valeur  —  -j^> 

i  /dz      dz  dy\       ^  , .  4  /dz  ,        dz  ,  \       -, 

-( -r--H-r- -^  |=/a;    ou  bien      - { -j- dx -^ ^- dy  )  =  fxdx 
z  \dx      dy  dxj  z  \dx  dy  *'  J 

et  en  remarquant  que  la  parenthèse  est  la  différentielle  totale  dz  de  r, 

dz       -  ,  J*f^^^ 

—  =  fxdx    d'où    z  =  e 

z 
On  voit  que  dans  ce  premier  cas  le  facteur  z  n'est  fonction  que  de  la 


/ 
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seule  variable  x.  On  fera  voir  de  la  même  manière  que  dans  le  second 

cas,  il  n*est  fonction  que  de  la  seule  variable  y  et  qu'il  est  représenté 

-ffydy 
par  c  "^ 

La  différentielle 


(i  -H  X  —  2y)  dx  -4-  (i  —  x)  dy  =  0 


donne 


/dN     dM\  \ 


\dy       dx 


) M~      i— X 


et  par  conséquent 


^/i!L         log(a?— 1) 


La  différentielle 


(x  —  i  )  (i  ■+•  X  —  2y)  dx  —  (x  —  i  )*  dy  =  0 

doit  donc  être  intégrable  immédiatement.  On  trouve  en  effet,  en 
employant  la  méthode  du  N*"  475, 


fNdx 


fx» 


-h  (2y  —  i)a:|» 


'] 


j(.- 


d/Ndx 


Jdy  =  — /dy=  — y-H  C, 


et  l'intégrale  prend  la  forme 


-=•  —  af*y  -+-  2yx  —  X  —  y-4-C=0. 


On  peut  intégrer  de  cette  manière  toute  équation  différentielle  ré- 
ductible à  la  forme 

dy  "*■  ^ydx  =»  çdx, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  quelconques  de  x;  car  on  trouve 


ilf«=i,    N^Py-^Qy    z  =  c 


/Pdx 


1 

1 

H\ 

i 

1 

N 

1 

H 

f 

1 1 

1 

\ 

1 

t 

II 

^^D 
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et  il  vieDt  (N^'iTS),  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  par  e 


fPdx 


j 


Ne 


fP^A^- 


dx 


dx-\Qe'^'''^dx=ye-^'"^ 


-$ 


-$ 


Qe^'^-d., 


fPdr      d/Ndx 


et  l'intégrale  devient 


ye 


/P*''"      (  n.fP^ 


-S 


Qe 


dx-^  C  =  0, 


qu^on  peut  mettre  sous  la  forme 


-fPdx/Ç  fPdx 


($" 


Qdx-^  C 


) 


fPdx 


dans  laquelle  les  intégrales  f  PdxAe"^  "^      Qdx  s'obtiennent  par  de 

simples  quadratures,  puisque  P  et  Q  ne  contiennent,  par  hypothèse, 
que  des  x.  L'équation  différentielle  dont  on  vient  de  s'occuper  se 
nomme  équation  di/férentielle  linéaire  du  premier  ordre. 

Appliquons  cette  formule  d'intégration  à  la  résolution  du  problème 
suivant  :  un  vase  contenant  V  litres  de  vin  perd  une  quantité  v  de 
liquide  par  seconde,  tandis  qu'une  quantité  v'  d'eau  par  seconde  y  est 
introduite.  On  demande  combien  de  vin  et  d'eau  contiendra  le  vase 
au  bout  du  temps  t? 

Le  volume  de  liquide  contenu  dans  le  vase  au  bout  du  temps  t  est 
y  -*-  (t/  —  v)t  parce  que  le  liquide  introduit  est  v't  et  le  liquide  écoule 
est  vt.  On  a  donc  en  désignant  par  x  et  y  les  quantités  de  vin  et  d'eau 
cherchées, 

X  H-  y  =  F  -*-  (t/  —  v)  t. 

D'un  autre  côté  l'accroissement  de  la  quantité  d'eau  dans  le  temps  dt^ 
représenté  par  la  différentielle  dy,  se  conpose  du  volume  v^dt  fourni 
pendant  le  temps  dty  diminué  du  volume  d'eau  qui  s'est  écoulé  dans 
le  même  temps.  Or  le  volume  écoulé  composé  d'eau  et  de  vin  est  vdt 
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et  comme  le  mélange  contient  x  et  1/  litres  de  vin  et  d*eau,  la  quantité 
d*eau  écoulée  est  v — ^ —  dt.  Il  vient  donc 


X 


dy  =  t/rf«  — 


vy 


x-*-y 


dL 


Si  l'on  élimine  x  entre  ces  deux  équations^  on  trouve 


rfy 


vydt 


y  H-  (t/  ~  «)  « 


t/rf* 


qui  est  une  équation  linéaire  du  premier  ordre.  On  trouve  en  inté- 
grant et  en  déterminant  la  constante  par  la  condition  que  y  est  égal 
àO  pour  t  =  0, 


( 


1/  —  V 

i  -*- -—t 


V 


X  = 


V'- 


V 

—  t' 


Pour  V  =  t/,  on  trouve 


x=Ve~V^3    y=vf\^e'P\ 

Il  est  à  remarquer  qu'en  désignant  par  z  le  facteur  propre  à  ren- 
dre Mdy  +  Ndx  =  0,  différentielle  exacte  et  par  u  =  C  l'intégrale 
de  cette  différentielle,  on  doit  avoir  identiquement 


et  par  conséquent 


z  {Mdy  -+-  Ndx)  =  dtt 


Mdy-^Ndx^—^O, 


équation  à  laquelle  on  satisfait  soit  en  posant  ti  =  C,  ce  qui  reproduit  l'in- 

i 
tégrale  générale  mentionnée  plus  haut,  soit  en  posant -=0  ou  z=soo  . 

Celte  dernière  équation  donne  une  relation  entre  xety  qui  ordinaire- 
ment n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'intégrale  générale  correspondant 

47 


4 


378 


CHAPITRE    XUl. 


I 


ù  une  valeur  particulière  de  la  conslante  arbitraire,  c'est-à-dire,  une 
intégrale  particulière.  Quelquefois  elle  ne  peut  se  déduire  de  l'inté- 
grale générale,  quelque  valeur  que  Ton  donne  à  la  constante  arbi- 
traire et  forme  alors  une  solution  singulière  dont  il  sera  question  au 
N**  '186.  Si  du  était  divisible  par  2,  comme  cela  a  lieu  dans  les  deux 
exemples  qui  précèdent,  ce  dernier  genre  de  solution  n'existerait  pas. 
-178.  Séparation  des  variables.  Équations  homogènes,  —  Quand 
une  équation  différentielle  ne  satisfait  pas  h  la  condition  d'intégrabilité 
immédiate  et  qu'on  ne  peut  déterminer  par  les  métbodcs  précédentes 
le  facteur  propre  à  lui  donner  cette  propriété,  l'intégration  n'est  plus 
possible  que  dans  des  cas  particuliers  et  par  des  moyens  qui  doivent 
être  modifiés  presque  dans  cbaque  exemple.  Le  plus  simple  consiste  à 
séparer  s'il  est  possible,  les  deux  variables,  afin  de  mettre  l'équation 
sous  la  forme 

fydy  =  Fxdx, 

Cette  séparation  peut  se  faire  immédiatement  dans  les  équations  de 
la  forme 

fx.Fydy  =  ^T,^yds, 

qu'on  peut  ramener  à 


et  dont  l'intégrale  est 


SS*=$A- 


;.-rfj-^    C, 


La  séparation  des  variables  est  toujours  possible  dans  les  équations 
différentielles  algébriques  qui  sont  telles,  qu'en  y  remplaçant  x  par  :y, 
les  deux  coefficients  de  dx  et  de  dy  prennent  la  forme  ^(fz  et  ^"^|/z.  Les 
équations  sont  dites  alors  homogènes.  Cela  a  lieu  toutes  les  fois  que  la 
somme  des  exposants  des  variables  est  la  même  dans  chaque  terme  des 
deux  coefficients,  puisque  si  ceux-ci  sont  de  la  forme  Ax^y^^  Bx^^y^^».- 
et  qu'on  ait 

p  -\-  q  =  p'  -\-  q^  =^  etc.  =  n , 

en  remplaçant  rc  par  yz,  ils  deviennent  i4y"5:'',  By'z^,,,,  et  l'équalion 
différentielle 

Mdy  -f-  Ndx  ===  0 


se  change  en 
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où  fz  et  '{/z  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  z  et  en  remplaçant 
dx  par  zdy  -k-  ydz^  celle  équation  devient 


d'où  Ton  tire 


y       ^z  -¥•  Z'ifZ 
dans  laquelle  les  variables  y  et  z  sont  séparées.  Après  avoir  intégré, 

'X 

on  remettra  pour   z  sa  valeur  ~  et  l'on  aura  l'intégrale  cherchée. 

L*iolégration  d'une  équation  différentielle  homogène  est  donc  toujours 
possible,  ou  du  moins,  ne  dépend  que  d'une  quadrature. 
Si  Ton  applique  cette  méthode  aux  équations  différentielles 


x*rfy  =  y*(/x  H-  xydx,     • dy  =  ydx , 


X  — y 


on  obtient  les  transformées 


dy      z  H-  i   ,        ,^      dy      : 
-^  H rfz  ==  0,     —  =  - 


dy      Z  —  \ 


y 


y 


2z 


dz. 


On  opère  aussi  la  séparation  des  variables  dans  une  équation  différen- 
tielle homogène,  en  transformant  les  coordonnées  rectangulaires 
X,  y  en  coordonnées  polaires  r  et  (;  car  il  faudri^  poser 


X 


x=^r  cos  t,     y  =  r  sin  f ,    -  =  col  i, 


et  par  suite 


M=  y<p  f  -  j  =  r"sin*  «  <p  (col  0,     A^=  r"  sin"  (  ^^  (cot  <); 
Fcquation  différentielle  deviendra  donc  en  substituant, 


dv      ^J*  (cot  ï)  —  cot  f  ^  (cot  i) 


T  col  {  If  (col  i)'^-^  (cot  i) 


'dL 


I 


i 
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Les  deux  équations  différentielles  précédentes  traitées  de  cette  ma- 
nière se  transforment  dans  les  suivantes  : 

— =r  (tang  *  -+-  cosec*  t)  dt ,     2 — =  (tang  t  —  cot  «  —  cosec*  t)  dt, 
r  r 

179.  Théorème  sur  les  différentielles  homogènes.  —  Lorsqu'une 
équation  différentielle  homogène  satisfait  à  la  condition  d*intégrabi!ilé, 
son  intégrale  prend  une  forme  d'une  simplicité  remarquable.  On  vient 
de  voir  que  Téquation  différentielle 

Mdy  -t-  Ndx  =  0 

peutétre  mise  identiquement  par  de  simples  substitutions»  sous  la  forme 

(fz  ■+■  z^z)  y*  dy  -+-  y*+*  -^zdz  ssss  0; (1) 

si  donc  la  première  en  x  et  y  est  une  différentielle  exacte»  la  deuxième 
en  y  et  z  doit  Tètre  également;  ce  qu'on  reconnaît  directement,  du 
reste  en  remarquant  que,  puisque  l'on  a 

la  condition  d'intégrabilité  de  la  première  équation,  savoir 

dM_dN 
dx       dy 

devient,  attendu  que  z  est  fonction  de  oc  et  de  y, 

doz  dz  ,  ,  d^z  dz 

^    dz  dx        ^  ^    dz  dy 

et  en  observant  que 

X      dz_'    W.^1      ^^_W-=:— £. 


^y*    dx 
elle  prend  la  forme 


dx 


y'   ^y 


dy 


y* 


.d<^z 

I— i    *    


d^z 

— »  nr 


dz 


=  ny"*"*  -^z  —  y'"*  x  -r—  » 


■  -'^ 
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c'est-à*dire, 

i"'i=«^^ (2) 

et  ToQ  reconnaît  aisément  que  cette  équation  est  précisément  la  con- 
dition pour  que  Téquation  différentielle  (i)  en  y  et  z  soit  une  différen- 
tielle immédiate.  Or,  si  l'on  cherche  l'intégrale  de  (i),  en  faisant  usage 
de  la  formule  du  N''  175,  savoir  : 

ce  qui  se  fera  en  changeant  x  en  y  et  y  en  2,  l'intégrale  de  (1  )  devient 

'ri-*-i      J(^      ^        H-^iydz  dz       ^  J\ 

que  la  condition  d'intégrabilité  représentée  par  (2)  réduit  à 

(fz  -♦-  z^z)  -^ — -  -*-  C  =  0. 
n  -♦-  1 

jy  ■# 

En  remettant  pour  yz  et  ^^z  leur  valeur  —  et  — >  on  trouve  que  Tin- 
grale  de  l'équation  différentielle 

Mdy  -f-  Ndx  =  0 
est 

My  -4-  iVir 

— :i -—H-  C  =  0 (3) 

n  -4-  1  ^  ' 

On  reconnaît  ainsi  que  l'intégrale  de 

(x«  —  2y«)  dy  -4-  (x«  -4-  2a:y)  dx  =  0 

qui  satisfait  aux  conditions  d'intégrabilité  et  d'homogénéité,  est 

(x>-2y«)y  ^(x«H-2xy)x  ^   ^_^ 

3 

Si  Ton  emploie  comme  au  N**  478,  les  coordonnées  polaires,  on  trouve 


•I 


( 
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pour  rintëgrale  générale  de  l'équation  différentiel  le  Mdy  +  JVdx  =  ^, 


A  cosec  t 


r  = 


[/f  (cot  t)  -+-  00 1  (4>  (cot  t) 


qui  tient  lieu  de  Fintégrale  (3). 

Quand  n  est  égal  à  -r  i  9  la  formule  qu'on  vient  de  démontrer  ne 

saurait  faire  connaître  l'intégrale  et  serait  en  défaut,  puisque r 

deviendrait  inûni.  Ce  cas  est  analogue  à  celui  où  n  =  —  i  dans  lu 
formule 


J*x"dx  = 


X 


»+i 


n 


et  l'intégrale  se  trouverait  en  séparant  les  variables  comme  au  N"  178. 
Ainsi 

x^  -  \'  ty'  X 

Ji_rfy rrfx  =  0 


y 


y' 


donnerait  par  le  théorème  sur  les  différentielles  homogènes,  l'équation 

qui  n'apprend  rien  sur  la  relation  entre  x  et  y,  tandis  que,  par  la 
^séparation  des  variables,  on  trouve 

i  X* 

Il  est  à  remarquer  que  lorsque  n  =  —  i,  la  condition  d'intcgrabi- 
lité  (2)  prend  la  forme 


dz  dz 


•>z  =  0 


qui  est  la  dérivée  de 


^z  -\-  z-i^z  =  const  =  o. 


L'équation  différentielle  (1)  devient  ainsi 

ay^'dy  -h  y"^*  ^zdz  =  0 


1 
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ou 

a  —  -h  hzdz  =  0. 

y 

L'inlégrale  de  Mdy  -*-  Ndx  =  0  prend  donc  la  forme 

a  log  y  =  —  f^  zdz    ou     y«  =  e 

180.  Second  théorème  svr  les  différentielles  homogènes.  —  Une  diffé- 
rentielle homogène 

3fdy  -+-  Ndx  =  0 

joiiil  encore  de  cette  propriété,  que  si  elle  ne  satisfait  pas  à  la  condi- 

1 

lion  d'intégrabilité,  le  facteur  — —la  rend  toujours  diffrenélielle 

exacte;  en  effet,  on  a  vu  (178)  qu'elle  prend  la  forme 

(^z  -+-  Z'^z)  y^dy  -+■  y""*"^  -^zdz  =  0, 
de  sorte  que  Ton  a  identiquement 

Cl  il  est  visible  que  le  facteur — -—rend  le  second  membre 

et  par  conséquent  le  premier,  différentielle  exacte,  puisqu'il  lui  fait 
prendre  la  forme 


fi*- 


y        yz  -h  Z'^z 

qui  se  compose  de  deux  différentielles  exactes.  En  remplaçant  fz  et 
V2  par  leur  valeur  —  et — >  on  reconnaît  que  ce  facteur  n  est  autre 

2/-  r 

i 

M  y  -H  Nx 

Remarquons  qu'après  avoir  fait  usage  de  ce  facteur  pour  rendre  inté- 

grable  une  différentielle  homogène  donnée»  on  ne  pourrait  obtenir 

l'intégrale  au  moyen  de  la  formule  du  numéro  précédent,  parce  que 

la  différentielle  rendue  exacte,  se  trouverait  dans  le  cas  d'exception 


! 

•         1 
t 

! 


^   •         ^         rfz  =  0, 
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indiqué  plus  haut,  le  numérateur  étant  évidemineot  d'uo  degré  inoios 
élevé  d*une  unité  que  le  dénominateur,  dans  la  fraction  homogèDc 
Mdy  -h  Ndx 


M  y  -^  Nx 
^%\,  Procédés  divers  d* intégration.  Problèmes  divers.  Problème  des 
trajectoires.  —  Quelquefois  on  peut,  par  un  changement  de  \ariable, 
ou  par  une  transformation,  rendre  intégrable  une  équation  différen- 
tielle qui  primitivement  ne  Tétait  pas;  ainsi 

(ox  -+-  6y  -+-  c)*  dy  -+-  (a'x  -h  Vy  -h  (/)*  dx  =  0 

deviendra  homogène  si  Ton  fait 

ox  -H  6y  -4-  c  =  z,     a'x  H-  6'y  -+-(/  =  ti 

et  pourra  par  conséquent  être  intégrée.  De  même  si  dans  Téqualion 

à'y  -*-  Pydx  =  Qy'dxy 


P  ei  Q  sont  des  fonctions  de  x,  en  faisant  y  =  z*~*,  elle  devient 

dz  —  (n  -'\)Pzdx  ==  —  (n  —  -!)  Qdx 

qui  est  intégrable  comme  l'équation  linéaire  du  premier  ordre  (N°177). 
Cette  équation  différentielle  est  connue  sous  le  nom  de  Équation  de 
Jacques  BernouUy. 

Les  problèmes  suivants  offrent  des  applications  des  méthodes  d'inté- 
gration exposées  plus  haut. 

\^  Trouver  une  courbe  telle  que  Vaire  du  quadrilatère  formé  par 
les  deux  axes  rectangulaires,  l'ordontUe  et  la  tangente,  soit  propor- 
tionnelle au  carré  de  l'ordonnée. 

Cette  aire  est  représentée  parxjy  —  «^  j^)^'  '^  condition  est 

exprimée  par  l'équation 


K^^~*^)=^"^* 


qui  est  homogène  et  a  pour  intégrale 


X*  —  2axy  -♦-  Cy  =  0. 
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EJIe  représente  une  hyperbole.  Si  Taire  devait  être  proportionnelle  au 
carré  de  l'abscisse,  on  trouverait  pour  solution  une  parabole  ayant 
pour  équation 

x«  4-  2aCx  =  Cy. 

2'  Trouver  une  courbe  telle  que  la  distance  de  l'un  de  ses  points  à 
Vorigine  soit  partout  moyenne  proportionnelle  entre  la  sous-normale 
et  une  constante  a. 

On  trouve  sans  peine  l'équation  de  condition 


"^rfx 


^  =  a;«-*.yS 


d'où  l'on  tire 


i  X* 

dy ydx  = — y"*  dx 


qui  rentre  dans  l'équation  de  Jacques  BemouUy.  Son  intégrale  est 

3» 


a* 


t/«  ==  Ce  "  —  x*  —  ax  —  --  • 

S*"  Pour  dernière  application,  nous  prendrons  la  théorie  des  trajec- 
toires. C'est  ainsi  que  l'on  appelle  en  analyse,  la  courbe  qui  coupe 
soQs  un  angle  constant  toutes  les  courbes  représentées  par  une  même 
équation 

/"(x,  y,  a)=*0, 

dans  laquelle  le  paramètre  a  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  La 
touchante  à  la  courbe  variable  fait  avec  l'axe  des  X  un  angle  dont  la 

df 

dx  j, 

tangente  trigonométrique  est -r^r  >  en  représentant  par  f  la  fonc- 

lL 
dy 

tion  f{Xf  y  y  a).  La  touchante  à  la  trajectoire,  au  point  où  elle  croise 

la  courbe  variable,  fait  avec  le  même  axe  un  angle  ayant  pour  tangente 

trigonométrique -p- ;   ces  deux   tangentes  font  donc  entre  elles  un 

dx 

48 
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angle  ayant  pour  tangente 

rfy 
dx 
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dx 

11 


dy  dx 


dfdy^df 
dy  dx      dx 

WZ¥¥ 

dy      dx  dx 


dx  df 


En  représentant  la  tangente  de  cet  angle  constant  par  k,  il  vient  donc 


k  = 


dfdy^^df 
dy  dx      dx 
df     dy    df 
dy      dx    dx 


et  si,  après  avoir  remplacé-/- et -r-  par  leur  valeur  tirée  de 

dx     dy 

f{x,  y,  o)  =  0, 

on  élimine  a  entre  cette  dernière  et  la  valeur  de  k^  on  aura  une  équa- 
tion différentielle  qui  sera  indépendante  de  a  et  qui  conviendra  par 
conséquent  à  toutes  les  intersections  des  courbes  variables  par  la  tra- 
jectoire; elle  sera  donc  Téqualion  différentielle  de  cette  dernière.  Si 

la  trajectoire  doit  rencontrer  la  courbe  variable  sous  un  angle  droit, 

i 

auquel  cas  la  trajectoire  est  dite  orthogonale,  il  faudra  faire  alors 7=  0 

et  par  conséquent 

dy      dx  dx 

Cette  équation  différentielle  représente  toutes  les  trajectoires  ortho- 
gonales possibles  pour  la  courbe  variable  donnée  et  Tintégrale  de  cette 
équation  contient  une  constante  arbitraire  que  l'on  détermine  en  assu- 
jetissant  la  courbe  à  une  condition  particulière,  par  exemple,  &  passer 
par  un  point  donné. 
Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  la  trajectoire  orthogonale 
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de  tous  les  cercles  tangents  en  un  même  point  d'une  droite  donnée.  En 
prenant  ce  point  pour  origine  et  la  droite  pour  axe  des  Y,  Téquation 
de  l'un  des  cercles  est 

y*  —  2ax  -*-  x*  =  0; 
on  a  donc 

dy      ^'     dx 


et  par  conséquent 


2y-*-2^(o-x)  =  0, 


L'élimination  de  a  entre  cette  dernière  et  l'équation  du  cercle  donne 

2xydx  -+-  (y*  —  x*)  dy  =  0 

qui  prend  la  forme  de  l'équation  linéaire  du  premier  ordre  en  faisant 
x'  =  j:,  et  l'on  trouve  pour  intégrale 

x«  =  y{C-y), 

c'est-à-dire,  que  la  trajectoire  orthogonale  est  un  cercle  quelconque 
tangent  à  l'axe  des  X,  à  l'origine.  Si  la  trajectoire  doit  passer  par  un 
point  dont  les  coordonnées  sont  (a/,  y%  on  détermine  C  par  la  condition 

x'«=y(C-j/'). 

Cherchons  encore  la  trajectoire  oblique  d'une  droite  mobile  passant 
par  un  point  fixe.  Cette  droite  est  donnée  par  y  =  ax  et  l'équation  de 
condition  prend  la  forme 

dy 

— ^  —  a 
,         dx 
k  = 


\  -^a-f- 
ax 


En  éliminant  le  paramétre  variable  a ,  on  trouve  pour  équation  diffé- 
rentielle de  la  trajectoire^ 

{ky  —  x)  dy  -h  [kx  -4-  y)  c/x  =  0. 


388 


CUAPITRE    XIII. 


Celle  équalîon  étant  homogène,  la  séparation  des  variables  s'opère 
immédiatement  en  passant  aux  coordonnées  polaires,  d*après  ce  qu'on 
a  vu  au  N""  178  et  il  vient  en  remplaçant  x  et  t/  par  r  cos  I  et  r  sin(, 

dr      dt      j,  ,  ^'- 

—  =  T  ;    d  ou    r  =  €€''. 
r        k 

La  trajectoire  oblique  est  donc  une  spirale  logarithmique.  On  a  vu  eo 
eiTet  (N**  73)  que  dans  cette  courbe,  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur 
avec  la  tangente  est  constant. 
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Intégration  dos  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  d^un  degré  quelconque. 

—  Intégration  dans  certains  cas  particuliers.  —  Problèmes  divers.  —  Lignes  de 
courbure  de  rdlipsoîde.  —  Solutions  singulières  des  équations  différentielles. 

—  Solutions  singulières  déduites  de  Téquation  dérivée.  Exemples  divers.  — 
Signification  géométrique  des  solutions  singulières.  —  Théorie  géométrique  des 
solutions  singulières. 

182.  Intégration  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  et 

tVun  degré  quelconque.  —  Souvent  en  posant  certains  problèmes  en 

équation^  on  est  conduit  à  des  équations  dérivées  dans  lesquelles  le 

du 
coeiBcient-p- est  élevé  à  une  puissance  supérieure  à  la  première.  On 
ax 

appelle  encore  intégrale  toute  équation  primitive  qui  étant  différen- 

du 
ciéc,  donne  pour  -p  une  valeur  qui  satisfait  à  Tcquation  dérivée  don- 
née. Pour  trouver  l'intégrale  d'une  semblable  équation,  dont  la  forme 
la  plus  générale  est 

Aj  BfCy  P,  Qy  etc.,  étant  des  fonctions  de  (x,  f/)»  remarquons  que  si  on 

la  résout  par  rapport  à  5^  et  qu'on  représente  par  /",  fy  f" les  dif- 

fcrcntes  racines»  on  pourra  la  mettre  sous  la  forme 
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L*ëquation  différentielle  proposée  exprime  donc  que  l'un  des  facteurs 

dy 
du  premier  membre  est  nul,  c'est-à-dire  que  le  coefficient  -^  est  égal 

à  Tune  des  fonctions  /", /^,  f' et  que  l'équation  donnée  tient  lieu 

de  l'une  quelconque  des  suivantes 


dy 
dx 


dy 


ày 


~~/»     j^ — /'    x; — / 


dx 


dx 


dont  les  intégrales  satisferont  toutes  à  l'équation  différentielle  propo- 
sée et  en  seront  par  conséquent  des  intégrales. 

De  même  que  l'équation  différentielle  du  degré  n,  quoique  unique, 

renfermer  dans  une  même  équation  les  n  intégrales  qui  satisfont 
à  la  proposée;  en  effet  si  F(x,  y,  C)  =  0,  F'(x,  y,  C')  =  0, 
^"(^>  y 9  ^")  ===  ^>  clc«   sont  les  intégrales  correspondantes  à  chaque 

dy 
valeur  de  ^i   il  suffira  de  poser  l'équation 
dx 

F{x,y,C).F[x,y,C).F\x,y,C") =  0 

qui  indique  que  l'un  quelconque  des  facteurs  est  nul  et  qui  reproduit 
par  conséquent  chacune  des  intégrales.  Cette  dernière  équation  est  dite 
pour  cette  raison  Vintégrale  complète  de  l'équation  du  degré  n.  Comme 
dans  les  applications,  chaque  facteur  doit  être  égalé  séparément  à  zéro, 
il  est  inutile  de  distinguer  les  différentes  constantes  arbitraires  par  des 
lettres  particulières  C,  C,  C",  etc.  ;  l'intégrale  complète  peut  se  met- 
tre sous  la  forme 

F(x,  y,  C) .  F'(x,  y,  C) .  F"(x,  y,  C) =  0. 

Ainsi  l'équation 

ydy^  —  xdx^  =  0    on     (—  ) =  0 

^  -^  \dxj      y 

n'est  autre  que  la  suivante 
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et  son  intégrale  complète  est 

4  4  4  4  4  4  

[r-a:=*-4-C][y-~x-(-i-^|/— 3)-4-C][î/'  — x^(-i-|/l-3)-4-C]=0, 
ou  bien 

4  4 


483.  Intégration  dans  certains  cas  particuliers.  —  La  résolution 

,  dy 
par  rapport  a -p  peut  présenter  des  difficultés  que  l'on  évite  quelque- 
fois, lorsque  l'équation  est  résoluble  par  rapport  à  y  ou  par  rapport 

,  »  .  dy 

a  «;  car  en  désignant^par  p,  on  pourra  en  tirer  dans  le  premier  cas, 

y  =  y  (x,  p) 
d'où,  en  dérivant  par  rapport  k  x, 

-7—        ou      p  =  -r 1-  -r-  • 

dx  dx      dp  dx 

Comme  ~-et  -y-  sont  des  fonctions  connues  de  x  et  p,  cette  équation 
dx      dp 

est  une  dérivée  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  entre  les  va- 
riables p  et  X.  Après  l'avoir  intégrée,  il  suffira  d'éliminer  p  entre  l'in- 
tégrale et  Féquation  proposée  pour  avoir  l'équation  en  (x,  y)  que  l'on 
chercbe.  Dans  le  deuxième  cas  on  aura 

d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  x, 

^^rf^flfy^rfyrfp^dy         d?prfp^ 
dy  dx      dp  dx      dy*^      dp  dy 

et  comme  -r^  et  -r^  ne  sont  fonctions  que  de  y  et  p,  il  suffira  d'intégrer 
dy      dp 

celte  équation  différentielle  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  à 
deux  variables  y  et  p  et  d'éliminer  ensuite  p  entre  l'intégrale  et  l'équa- 
tion différentielle  donnée.  Prenons  pour  exemple 


(l)'--!-»-» 


OU    p'  —  2px  -+-  y  ==  0. . 
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En  résolvant  par  rapport  à  ^  et  dérivant,  il  vient 
équation  homogène  en  p  et  x,  qui  a  pour  intégrale 


p'(p-|^)  =  c. 


En  éliminant  p  entre  cette  dernière  et  la  proposée,  on  trouve  pour 
rintégrale  cherchée 

s 

2x5  —  5a;y  ±  2  (x«  —  y)*  =  2C, 
ou  plutôt,  en  confondant  les  deux  solutions, 

(2C  -*-  Zxy  —  2x»)«  c=  4  (a;«  —  y)\ 

184.  Problèmes  divers.  —  Les  problèmes  suivant  serviront  d'appli- 
cation aux  méthodes  d'intégration  exposées  dans  les  numéros  qui 
précèdent. 

i°  Trouver  une  courbe  rapportée  à  des  axes  rectangulaires ,  telle 
que  sa  normale  en  un  point  quelconque  soit  égale  à  la  distance  de 
ce  point  à  l'origine. 

Ce  problème  conduit  à  l'équation 


ou  bien 


W    y* 


Au  point  de  vue  analytique,  l'intégrale  complète  de  celte  équation 
différentielle  est 

(y«  — x«  — C)(y«-+-x«  — C)  =  0,     ou     (y«-.C)*  — x*  =  0; 

mais  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  géométrique^  on  trouvera  l'équa- 
tion de  la  courbe  cherchée  en  égalant  séparément  à  zéro  chacun  des 
facteurs.  La  première  solution 

f/«  — x«  — C==0 


î  I 

J 
I 
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donne  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  axes,  et  ]a  seconde, 

y«  H-  jr«  —  C  =  0 

donne  un  cercle  rapporté  à  son  centre. 

^  Trouver  une  courbe  telle  que  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  la  tangente  soit  égale  à  Pordonnée  du  point  de  contact. 

L*équation  différentielle  du  problème  est 

dy 


d'où  l'on  tire 


V^' 


^  =  0    el    ^ ^ 


dx  dx      x^  —  y* 

et  Ton  trouve  pour  intégrale  complète, 

i 

et  pour  solutions,  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  X  et  un  cercle  rap-  j 

porté  à  une  tangente  et  à  un  diamètre  perpendiculaire. 

3*"  Trouver  une  courbe  telle  que  l'arc  compté  à  partir  d'un  point  '  | 

fixe  soit   moyenne  proportionnelle   entre  Vordonnée  et  la  double 
abscisse. 

On  est  conduit  k  Téquation  }  ! 

«  =  j/2xy 
qui  étant  dérivée,  en  observant  que— est  égal  à  j/i  -*-  p*,  donne 

j/2xy  j/i  -♦-  p*  =r  xp  H-  y. 


Pour  intégrer  cette  équation,  on  pose  y  =  xz*,  et  après  avoir  éliminé  y, 
on  trouve 


dx        ^     y^     dz  2z  dz  . 

X  •^      z'  —  \      z'  —  1 
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les  équations  des  deux  courbes  sont  donc 

i 


Vl/V  -4-  l/x/  \î/v  —  l/x/ 


|/y-|/i 


4"*  Trouver  une  courbe  telle  que  la  perpendiculaire  abaissée  J^un 
point  fixe  sur  les  tangentes  soit  constante  et  égale  à  a. 

L'équatioD  différentielle  à  laquelle  conduit  ce  problème,  en  plaçant 
Forigine  des  coordonnées  au  point  fixe,  est 


d*oà  Ton  tire 


|x-y  =  «y/l-H(gJ, 


rfy      xydb  a  j/x'  -^  y*  —  a' 
dx 


a'  —  o^ 


En  faisant  o'  —  x*  =  z' ,  on  trouve  après  réductions, 


zdy  —  ydz  =  db  ■ 
que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

z 


o»/y'  — 


(/o«  —  s« 


dz^ 


adz 


adx 


v/f^ 


[/a^  —  z^ 


x'  —  a* 


En  intégrant  les  deux  membres,  il  vient 


log 


!-v/|-'j==^'«8(^i^)'"'"'^'- 


Les  deux  solutions  sont  donc 


y-4-j/y«-*-x«  — a*  — C(a— x)  =  0,     y-4-|/y«-4-x«— a«  — C(a-4-x)=-0, 

ou  bien,  en  faisant  disparaître  les  radicaux, 

a^^x^-^C^ia-^  x)«  —  2Cy  (o  —  x)  =  0, 


et 


a«  —  x«  -^  C«  (a  -H  x)«  —  2Cy  (a  -^  x)  =  0. 
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Comme  a  —  x  ci  a  -^  x  sont  des  fadeurs  communs,  ces  solutions  se 
décomposent  chacune  en  deux  autres  qui  sont,  pour  la  première 
équation , 


.x  =  a,  ^  =  i— r7ïy-«Tr:Tï 


rdx  -*-  sdy  tdy  -»-  sdx 


et  pour  la  seconde 

qui  représentent  quatre  lignes  droites.  La  première  et  la  troisième 

sont  parallèles  à  Taxe  des  Y  ;   la  seconde  et  la  quatrième  sont  des 

droites  dirigées  d'une  manière  quelconque,  mais  dont  la  distance  à 

Torigine  est  égale  h  a  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer.  Les  trois  pre-  j 

mières  ne  sont  du  reste  que  des  cas  particuliers  de  la  quatrième  ^  !, 

puisqu'on  peut  les  en  déduire  en  égalant  successivement  la  constante 

i 
arbitraire  C  k  zéro,  à  l'infini  et  à--*  Cette  quatrième  doit  donc  être 

c 

considérée  comme  étant  l'intégrale  complète.  ^ 

Si  la  même  équation  était  intégrée  par  le  procédé  indiqué  au  N**  183, 
c'est-à-dire ,  en  la  résolvant  par  rapport  à  y  et  dérivant ,  on  serait 

conduit  à  un  résultat  différent^  ce  qui  provient  de  ce  que  -/-  peut  dis- 

dx 

paraître  de  la  dérivée.  Cette  différence  dans  les  intégrales  s'expli- 
quera au  N"  186. 

185.  Lignes  de  courbure  de  l* ellipsoïde.  —  Lorsque  aucune  des 
méthodes  indiquées  plus  haut  pour  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle d'un  degré  supérieur  n'est  praticable,  il  faut  avoir  recours  à  { 
des  procédés  particuliers  pour  lesquels  il  n'y  a  plus  de  règle  fixe,  et  l 
qui  varient  pour  chaque  cas.  Un  moyen  qui  réussit  dans  un  assez 

grand  nombre  de  cas  consiste  à  dériver  une  ou  plusieurs  fois  l'équation  , 

proposée  et  à  éliminer  une  ou  plusieurs  constantes  entre  ces  dérivées. 
L'équation  finale  privée  de  ces  constantes  est  souvent  moins  rebelle  à 
riutégralioD  que  la  proposée.  Prenons  pour  exemple,  le  problème  de 
la  détermination  des  lignes  de  courbure  tracées  sur  une  surface  don- 
née. On  a  vu  dans  le  calcul  différentiel  (N**  118)  que  les  projections 
de  ces  courbes  sur  le  plan  des  XY  ont  pour  équation  différentielle 

(1  -+-  p*)dx  -4-  pqdy      (i  ■+-  q*)dy  -^  pqdx 


\  « 


I 


J 
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dans  laquelle  />,  q,  r,  5,  t  sont  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du 
second  ordre  tirées  de  l'équation  de  la  surface 

et  sont  par  conséquent  des  fonctions  de  x  et  de  y.  En  substituant  les 
valeurs  de  p,  q,  r,  8y  f,  on  sera  condtiit  à  une  équation  différentielle 
du  premier  ordre  et  du  second  degré  dont  les  intégrales  en  (x,  y)  sont 
les  équations  des  projections  dans  le  plan  des  XY  des  deux  séries  de 
lignes  de  courbure. 

La  présence  d'une  constante  arbitraire  dans  l'intégrale  indique  que 
ces  lignes  sont  en  nombre  infini  et  pour  particulariser,  il  faudra  dé- 
terminer la  valeur  de  cette  constante  par  la  condition  que  la  courbe 
passe  par  un  point  donné  de  la  surface.  Chacune  de  ces  intégrales, 
jointe  à  l'équation  de  la  surface,  déterminera  complètement  la  ligne 
de  courbure. 

En  appliquant  cette  équation  à  l'ellipsoïde  représenté  par 


on  trouve 


mxy 


O' 


„*-*-6i-*-^-^> 


—  mv*  —  n)^  —  xv  =  0 


-t-  (x*  —  my*  —  «) 


dx 


xy 


dans  laquelle  on  a  fait 


m  = 


a«(fr*  — c«) 


n  = 


a«(q«--6*) 
a^  —  c^ 


6*  (a«  —  c*) 
Si  l'on  dérive  cette  équation,  qu'on  élimine  n  entre  celle-ci  et  sa  dérivée 

et  qu'on  supprime  ensuite  le  facteur  commun   ^{-rj  "♦"*>  ^" 

ramène  l'équation  à  la  forme 

dx 


d 


dy 

dx 


ou 


(I) 


dy 

dx 


d^    dy     .»  •    dy 

= ^;    d'où    -p- 

X        y  dx 


X 


dy 


En  éliminant  -p  entre  cette  dernière  et  l'équation  différentielle  trou 

véc  plus  haut,  il  vient 

[mO  -\'  C)x«—  j/«(mC-+-  \]-=nC (i) 
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qui  est  Tintégrale  complète  cherchée.  Après  l'avoir  résolue  par  rap- 
port &  Cf  on  la  mettra  sous  la  forme 


(my*  -f-  n  —  x'  —  (/(m?/*  -+-  n  —  x*)'  -♦-  itnx't/*         \ 
2wix«                                           /  "" 

et  chacun  des  facteurs  égalé  à  zéro  représente  la  projection  de  Tune 
des  deux  lignes  de  courbure.  Si  Ton  rend  rationnelle  Tune  ou  l'autre 
des  deux  équations,  on  retrouve  l'équation  (i);  les  deux  projections 
sont  donc  des  sections  coniques. 

Pour  déterminer  C,  on  assujétira  la  courbe  à  passer  par  un  point 
donné  (x',  y',  z')  et  l'on  aura  à  résoudre  l'équation 

mj/^a  -♦-  (x'»  —  my^  —  n)  C  —  y'«  =  0 

qui  donne  pour  C  deux  valeurs  correspondant  aux  deux  lignes  de 
courbure. 

Ces  deux  valeurs  sont  toujours  visiblement  de  signes  contraires  à 
cause  du  terme  négatif — j/*  qui  représente  le  produit  des  racines;  d'où 
Ton  conclut  que  ces  projections  sont;  l'une,  une  ellipse  et  l'autre,  une 
hyperbole;  car  l'équation  de  ces  courbes  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^        mC-h  i 

qui  appartient  à  l'une  ou  l'autre  de  ces  sections  coniques  suivant  que 
C  est  négatif  ou  positif. 

186.  Solutions  singulières  des  équations  différentielles.  —  Toute 
équation  différentielle  est  susceptible  d'un  nombre  infini  d'intégrales, 
différant  les  unes  des  autres  par  la  valeur  de  la  constante  arbitraire, 
puisque  celle-ci  peut  prendre  une  valeur  quelconque.  Lorsque  cette 
constante  est  indéterminée,  l'intégrale  est  dite  générale;  mais  lors- 
qu'on lui  a  assigné  une  certaine  valeur,  l'intégrale  qui  n'est  plus  qu'un 
cas  particulier  de  l'intégrale  générale,  est  dite  intégrale  particulière. 
En  général,  toute  équation  primitive  sans  constante  arbitraire  qui, 
étaat  différenciée,  satisfait  à  une  équation  différentielle  donnée,  est 
comprise  parmi  ces  intégrales  particulières;  cependant  il  existe  des 
classes  nombreuses  d'équations  différentielles  auxquelles  satisfont  cer« 


xety,  l'intégrale  géaérale  deviendra  une  solution  singulière;  3"  nn 
satisfait  encore  aux  deux  équations  de  condition  (4),  en  posant  siinul- 
tanémeot 


dx  dy 

équations  dont  l'une  ne  peut  exister  sans  entraîner  l'autre,  i  cause  it 
la  relation 

dF      dF 

d^^d^P  =  '*- 

La  valeur  de  C  tirée  de  l'une  de  ces  dernières  et  substituée  dans 
F(x,i,,C)  =  0, 
donnera  encore,  en  général ,  une  solution  singulière. 

187.  Solutions  uingulièrei  déduites  de  l'équation  dérivée.  Exempta 
divtri.  —  Nous  avons  déduit,  dans  ce  qui  précède,  les  solutions  sin- 
gulières d'une  équation  différentielle,  de  son  intégrale  géoénlc 
F  [x,  y,  C)  =  0,  que  l'on  suppose  par  conséquent  connue.  —  On  peut 
aussi  trouver  les  solutions  sans  connaître  l'intégrale;  en  effet,  soit 

f(x,y,p)=0 
l'équation  dérivée  donnée, 

F{x,y,q  =  0 
son  intégrale  médiate  et 

la  dérivée  immédiate  de  F.  Puisque  ces  trois  équations  doivent  coexister) 
il  est  visible  qu'on  peut  considérer  l'intégrale  générale  comme  résul- 
laal  de  l'élimination  de  p  entre 

f{x,y,p)  =  0   et  t(x.î,,C,p)=-0; 

si  donc,  on  lire  de  cette  dernière,  la  valeur  de  p 

p  =  +  (x,  y,C) 

représentée,  pour  abréger,  par  ^  et  qu'on  la  substitue  dans  la  première, 
l'iittégrale  générale  prendra  la  forme 

/•(i.j.-H-o, 

ta  constante  arbitraire  étant  renfermée  dans  lu  fonction  ^i  or,  on  a 


I 

I 
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VU  plus  haut  que  la  solution  singulière  s'obtient  en  éliminant  la 
constante  arbitraire  entre  Tintégrale  et  sa  dérivée  prise  par  rapport 
à  cette  constante  et  égalée  à  zéro;  cette  solution  résultera  donc  de 
rélimioation  de  C  entre 

Cette  seconde  équation  est  satisfaite  en  posant 

—d^ ^' 

et  comme  la  fonction  ^  tient  lieu  de  p,  on  voit  qu'il  suffira  d'éliminer 
pentrcAx,y,p)  =  0    et  ^^^^^=0. 

Nous  avons  vu  aussi  dans  le  numéro  précédent,  que  quelquefois  Tune 
des  équations 

c/y  ""  6  (^  ~~  6 

peut  donner  des  solutions  singulières;  il  suit  de  \hy  que  puisque  l'in- 
tégrale générale  F  =  0  est  maintenant 

les  solutions  singulières  seront  aussi  données  par  l'une  ou  l'autre  des 

équations 

df     dfd^      i         df     dfd^^_\ 
dy      d^dy      0  dx      d-^dx      0 

df      \ 
équations  auxquelles  on  satisfait  en  faisant  -^=3-»    c'est-à-dire, 

df__\ 
dp'^O' 

Prenons  pour  exemples  les  équations  dérivées 

(a;«  -^  2y*)  p*  —  4xyp  -^  x*  =  0,    p*  —  2px  -f-  y  —  0, 

donl  les  intégrales  générales  sont 

y  «  _  2Cy  —  X*  —  C«  =  0,     (Î2C  -♦-  oxy  —  Sx^)*  =  4(x«  —  y)'. 
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On  tire  de  celles-ci 

dF 
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dF 


dC 


et  en  faisant 


=  ^<iy^<iC    et  -j7;  =  4(2C-4-5xy  — 2x») 


dC 


dF 


7  =  0, 


de 


on  trouve  C  = — y  pour  Tune  et  2C=2flc*  —  Zxy  pour  l'autre,  et  les 
intégrales  générales  deviennent 

2y«  —  X*  =  0    et    x«  —  y  =  0. 

La  première  satisfait  à  l'équation  dérivée  donnée  et  en  forme  une 
solution  singulière. 

On  serait  arrivé  aux  mêmes  résultats  en  égalant  à  zéro  les  dérivées 
des  équations  données,  prises  par  rapport  à  p,  car  on  est  alors  conduit 
aux  équations 

(x«  -*-  2y«)  p  —  2xy  =  0    et     2p  —  2x  =  0, 

et  en  éliminant  p  entre  celles-ci  et  les  équations  données,  on  trouve 
encore 

2y'  — x»  =  0    et    x«— y  =  0. 

Il  est  a  remarquer  que  Téquation  a:'  — 1/  =  0,  bien  qu'elle  ait  été 
déduite  de  la  seconde  des  équations  dérivées  par  les  procédés  ordi- 
naires, n'y  satisfait  cependant  pas  et  n'en  est  pas  une  solution  sin- 
gulière. 
L'équation 


px  —  y  =  o  |/l  -f-  p* 


df 


dont  on  s'est  occupé  au  N°  184,  4°,  donne  pour-/-=r  0, 

dp 

et  en  éliminant  p  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  pour  solution 
singulière, 

y*  -♦-  X*  =  o* 


qui  appartient  à  un  cercle  et  donne  la  vraie  solution  du  problème  du 
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N"*  484,  4**.  On  est  conduit  au  même  résultat  en  partant  de  Fintégrale 
complète 

et  dérivant  par  rapport  à  C. 
L'équation  dérivée 

X  -h-  p^y  —  p  j/x*  -4-  y*  —  a*  =  0 

a  pour  solution  singulière 

X*  -*-  y*  —  4xy  =  a*. 
Enfin  réquatton 

mxyp^  -+-  (x'  —  my*  —  n)p  —  acy  =  0 

qui  représente  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  Fellipsoïde 
(N*  185),  a  pour  solution  singulière 

(x*  —  my^  —  n)'  -*-  4mx'y*  =  0. 

Si  les  trois  axes  sont  inégaux  et  rangés  dans  l'ordre  de  grandeur  a,  6,  c, 
il  est  visible  que  m  et  n  sont  positifs  et  cette  équation  se  décompose 
dans  les  deux  suivantes 

ye=0,     x  =  =fc(/n 

qui  représentent  deux  points  placés  sur  l'axe  a,  à  égale  distance  du 
centre.  Les  points  de  la  surface  qui  correspondent  k  ceux-ci  ne  sont 
autres  que  les  ombilics  (N**  115). 

188.  Signification  géométrique  des  solutions  singulières.  —  Les 
solutions  singulières  ont  une  signification  géométrique  fort  remar- 
quable. On  a  vu  dans  la  théorie  des  courbes  enveloppes,  que  si  Ton 
élimine  la  constante  a  entre  les  deux  équations 

/(x,  y,  a)  =  0,     -^ =  0, 

le  résultat  de  l'élimination  était  l'équation  de  la  courbe,  qui  enveloppe 
toutes  celles  que  l'on  obtient  en  faisant  passer  a  par  toutes  les  valeurs 
possibles  dans 
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or,  les  solutions  singulières  résultent  aussi  de  Télimination  de  la  con- 
stante arbitraire  entre  les  deux  équations 

F(x,y,C)=0    et     ^Ei^^O; 

d'où  il  suit  qu'une  solution  singulière  d'une  équation  dérivée,  repré- 
sente, en  géométrie,  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  courbes  que 
peut  représenter  l'intégrale  générale  en  donnant  à  la  constante  arbi- 
traire toutes  les  valeurs  possibles,  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  la  solu- 
tion singulière  représente  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  courbes 
que  peut  représenter  l'équation  dérivée.  Ainsi,  dans  le  second  des  pro- 
blèmes du  numéro  précédent,  le  cercle  qui  forme  la  solution  singulière 
est  celui  qui  est  tangent  à  toutes  les  droites  également  distantes  de 
l'origine. 

189.  Théorie  géométrique  des  solutions  singulières.  — Toute  cette 
théorie  des  solutions  singulières  peut  s'établir  fort  simplement  par 

des  considérations  géométriques.  Si  a6,  a!b\  a"l/' (fig.  22)  senties 

différentes  courbes  représentées  par  l'équation  dérivée 

ou  son  intégrale,  les  valeurs  des  trois  variables  x,  yyp  correspondant 

aux  points  n»,  m\  m!' M,  déterminés  par  une  parallèle  pM  à  l'axe 

des  X^  doivent  satisfaire  à  cette  équation  et  comme  y  ou  Ap  est  le 
même  pour  tous  ces  points,  on  connaîtra  la  valeur  des  pM  correspon- 
dant à  l'enveloppe  de  toutes  les  courbes  variables,  en  déterminant 

dx 
la  valeur  de  p  qui  rend  x  maximum,  c'est-à-dire,  en  posant  3—=  0, 

dp 

jf  =  Ap  restant  constant;  mais  on  a 

dr 

dx  dp 

d^^'^dT' 
dx 

d'où  il  suit  que  le  maximum  s'obtient  soit  en  posant  -i-=£0,  soit 

dp 

df 
en  posant -p=3  9&.  Si  Ton  mène  la  droite  pM  parallèlement  à  l'axe 

des  X,  on  reconnaîtra  de  la  même  manière  que  la  solution  singulière 
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tlf 

est  donnée  aussi  pfkT-J'  =  oo  .  En  remplaçant  p  par  sa  valeur  tirée  de 

Fune  ou  l'autre  de  ces  dernières ,  l'équation  dérivée  proposée  ne  re- 
présentera plus  que  le  lieu  des  points  extrêmes,  c'est-à-dire,  la  courbe 
enveloppe.  L'équation  de  cette  courbe,  en  général ,  ne  satisfera  pas 
a  l'intégrale^  quelque  valeur  invariable  que  l'on  donne  à  la  constante 
arbitraire ,  car  il  faudrait  pour  cela  que  la  courbe  enveloppe  se  con- 
fondit avec  l'une  des  courbes  a6,  a'6',  a"6'^ qui  sont  les  lieux 

géométriques  de  l'intégrale  pour  les  différentes  valeurs  invariables  de 
la  constante  arbitraire.  L'équation  de  cette  enveloppe  est  donc,  en 
général,  ce  que  nous  avons  appelé  une  solution  singulière. 

De  même  siF(x,y,C)  =  0  est  l'intégrale  de  la  proposée,  l'or- 
donnée maximum  pM  (fig.  22)  s  obtiendra  en  cherchant  la  valeur  de  C 
qui  rend  x  maximum,  y  =  Ap  restant  constant,   c'est-à-dire,    en 

posant— =0;  mais  on  a 


dF 

• 

dx 

dC 

dC 

dF 

dx 

dF  dF 

d'où  il  suit  que  ce  maximum  est  donné  par— =  0  ou  par  — ==  oo  et 

QrLé  dx 

l'élimination  de  C  conduira  comme  plus  haut  à  l'équation  de  la  courbe 
enveloppe.  Cette  équation  satisfera  à  l'équation  dérivée  pour  le  même 

pour  la  substituer  dans  F  (x,  y,  C)  =  0  contiendra ,  en  général ,  les 
variables  x  et  1/,  cette  valeur  ne  sera  pas  constante  et  ne  conduira 
aussi  qu'à  une  solution  singulière. 

La  signification  géométrique  des  solutions  singulières  conduit  immé- 
diatement à  la  résolution  de  ce  pr^oblcme  :  Trouver  une  équation  diffé- 
rentielle qui  ait  pour  solution  singulière,  une  équation  donnée.  Il 
suffira  de  chercher,  comme  au  (N""  77),  l'équation  de  la  courbe  variable 
qui  a  pour  enveloppe  la  courbe  donnée.  L'équation  sera,  il  est  vrai, 
de  forme  finie;  mais  si  entre  celle-ci  et  sa  dérivée,  on  élimine  la  con- 
stante arbitraire,  on  sera  conduit  à  l'équation  différentielle  demandée. 

On  a  vu  à  la  fin  du  N"*  75,  dans  la  théorie  des  courbes  enveloppes , 
que  si  par  des  transformations  on  parvient  à  ramener  l'équation  de  la 


.    I 
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courbe  variable  à  deux  termes,  dont  Tun  soit  multiplié  par  une  fonc- 
tion quelconque  du  paramètre,  la  courbe  enveloppe  se  réduit  à  uu 
point.  En  rapprochant  celte  propriété  de  celle  qui  précède,  on  re- 
connaît aussi  que,  si  une  équation  différentielle  ou  son  intégrale  peu- 
vent être  réduites  à  deux  termes  rationnels,  dont  Tun  soit  multiplié 
par  une  fonction  de  la  seule  dérivée  p,  quand  il  s*agit  de  réquation 
différentielle,  ou  de  la  seule  constante  arbitraire  C,  quand  il  s'agit  de 
l'intégrale,  la  solution  singulière  se  réduit  k  un  point  que  l'on  déter- 
mine en  égalant  à  zéro  les  deux  termes  de  l'équation.  Les  lignes  de 
courbure  de  rdlipsoïde,  traitées  au  numéro  précédent,  offrent  un 
exemple  de  ce  cas,  puisqu'on  peut  mettre  leur  équation  dérivée 
sous  la  forme 


(x*  —  »wt/*  —  n) 


mp^  —  i 


xy  =0. 


Il  est  à  remarquer  que  l'interprétation  géométrique  des  solutions 
singulières  est  assez  souvent  en  défaut.  On  en  a  un  exemple  dans  l'ap- 
plication que  l'on  vient  de  faire  de  cette  théorie  aux  lignes  de  cour- 
bure de  l'ellipsoïde.  Cette  équation  donne,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 
pour  solution  singulière  ou  pour  enveloppe,  l'ombilic  pour  lequel  on  a 

trouvé  (N°  i  15),  y  =  0,  x=±  j/n,  et  cependant  ces  coordonnées  ne 
satisfont  pas  à  l'équation  finie  de  la  ligne  de  courbure. 

On  peut  donner  de  ces  solutions  une  autre  interprétation  géométri- 
que qui  n'est  pas  sujette  aux  mêmes  exceptions  ni  aux  mêmes  erreurs; 
mais  elle  n'est  pas  de  nature  à  trouver  place  ici.  Je  me  borne  à  ren- 
voyer au  travail  publié  sur  cette  matière  dans  le  tome  XV  des  Mémoires 
de  V Académie  royale  des  Sciences  de  Belgique, 


V 
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Intégration  des  équations  différentielles  d*un  ordre  supérieur  au  premier.  Une 
équation  dérivée  de  Tordre  m  a  toujours  une  intégrale  première  de  Tordre  m  —  J . 
Intégrales  médiates  et  immédiates. —  L*inlégrale  finale  doit  contenir  m  constantes 
arbitraires.  Elle  est  unique.  —  Intégration  des  équations  dérivées  les  plus  sim- 
ples des  ordres  supérieurs.  —  Exemples  divers.  —  Intégration  des  équations 
linéaires  à  coefficients  constants.  —  Cas  des  racines  imaginaires.  —  Cas  des 
racines  égales.  —  Exemples  divers.  — Intégration  des  équations  dérivées  linéaires 
à  coefficients  variables.  —  Intégration  des  équations  dérivées  d*un  ordre  et  d*un 
degré  quelconques.  —  Intégration  par  les  séries.  —  Intégration  par  la  métliode 
des  coefficients  indéterminés.  —  Construction  géométrique  des  intégrales.  —  In- 
tégration générale  des  équations  dérivées  simultanées.  — Equations  linéaires  si- 
multanées à  coefficients  constants.  —  Cas  des  racines  égales.  Dérivation  sous  le 
signe.  —  Intégration  des  équations  linéaires  simultanées  d'un  ordre  quelconque. 

i90.  Intégration  des  équations  différentielles  d'un  ordre  supérieur. 
Une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  a  toujours  une  intégrale 
première  de  l'ordre  m  —  1.  Intégrales  médiates  et  immédiates.  —  Uoe 
équation  dérivée  est  dite  du  m*^"'^  ordre  quand  la  plus  haute  dérivée 
qu'elle  contient  est  de  l'ordre  m.  Une  semblable  équation  donne  lieu 
à  des  observations  analogues  à  celles  qui  ont  été  faites  sur  les  équations 
dérivées  du  premier  ordre.  Intégrer  une  équation  d'un  ordre  quel- 
conque, c'est  en  déduire  une  autre  équation  d'un  ordre  moins  élevé. 
A  une  équation  de  Tordre  m  correspond  nécessairement  une  équation 

de  l'ordre  m  —  4  ;  car  si  l'on  tire  de  la  première,  la  valeur  de  -r-^  en 

fonction  des  dérivées  inférieures,  on  pourra,  en  dérivant  successive- 


408 


CHAPITRE   XV. 


4    i 


/  ' 


d-y 


ment  cette  valeur  et  en  remplaçant  chaque  fois  -~^  exprimer   lou 


lies 


les  dérivées  supérieures 


(/"•+*y     rf^+'y 


etc.^  en  fonction  de 


-*n 


f/x**"^ 


etc.  Qr,  si  dans  l'équation  de  Jean  Bernoully  (N**  i58)    on 


im. 


remplace  -r-^  et  les  dérivées  supérieures,  par  les  valeurs  mentionnées 

plus  haut,  on  aura  une  équation  qui  ne  contiendra  que  la  dérivée    ,   ^_i 

et  les  dérivées  inférieures,  et  qui  sera  par  conséquent  une  équation 
dérivée  de  l'ordre  m  —  i,  c'est-à-dire,  une  intégrale  de  la  proposée. 

On  verra  plus  loin  que  cette  intégrale  de  l'ordre  m  —  i  n*est  pas 
la  seule  que  l'on  puisse  déduire  de  l'équation  de  l'ordre  m. 

De  ce  qu'une  équation  de  l'ordre  m  a  toujours  une  intégrale  de 
l'ordre  m  —  i,  on  ne  peut  pas  conclure  qu'en  dérivant  celle-ci 9  on 
retrouvera  identiquement  l'équation  donnée;   car  sans  chauger   1^ 
signification  de  cette  intégrale^  on  peut  lui  avoir  fait  subir  des  trans- 
formations telles  que  par  la  dérivation,  la  constante  arbitraire  C^  pai* 
exemple,  ne  disparaisse  pas,  et  cette  nouvelle  équation,  quoique  de 
l'ordre  m,  ne  pourra  par  conséquent  être  identique  avec  la  dérivée 
donnée,  qui  ne  renferme  pas  cette  constante.  Dans  ce  cas,  comme  dans 
celui  des  équations  dérivées  du  premier  ordre  (N"  173),  pour  retrouver 
l'équation  dérivée  donnée,  il  faut  éliminer  la  constante  arbitraire  entre 
l'intégrale  et  sa  dérivée  immédiate.  De  cette  observation^  naît,  comme 
précédemment  (N°  172)   la  distinction  des  dérivées  et  des  intégrales 
en  médiates  et  immédiates, 

191.  L'intégrale  finale  doit  contenir  m  constantes  arbitraires  *  ^U^ 
est  unique,  —  De  même  qu'une  équation  dérivée  de  l'ordre  tn  a  né- 
cessairement une  intégrale  de  l'ordre  m  —  1 ,  celle-ci  en  a   néces- 
sairement une  de  l'ordre  m  —  2  et  ainsi  de  suite.  Ces  intégrales  suc- 
cessives forment  les  intégrales  premières^  secondes,  troisièmeSy  etc., 
de  la  dérivée  donnée.  La  dernière  intégrale  ne  renferme  plus  aucune 
dérivée  et  forme  Vintégrale  finale  de  la  proposée.  C'est  l'équation 
que  l'on  désigne  souvent  par  le  mot  intégrale.  Comme  chaque  inté- 
gration introduit  sa  constante  arbitraire  dans  les  intégrales  successi?es, 
il  est  visible  que  l'intégrale  première  renfermera  une  constante  arbi- 
traire^ l'intégrale  deuxième  deux  constantes,  l'intégrale  n»'^***'  ^  ^^' 
stantes^  et  l'intégrale  finale  m  constantes,  c'est-à-dire,  autant  qu»y 
a  d'unités  dans  l'ordre  de  l'équation  dérivée  proposée. 
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]]  suit  de  là  qu'une  équation  différentielle  de  Tordre  m  a  toujours 
m  intégrales  premières  distinctes  ;  en  effet  si  Ton  désigne  par  C,  C\  C... 
les  constantes  introduites  par  les  intégrations  successives,  on  pourra 
désigner  les  intégrales  premières,  deuxièmes,  ete.,  par 

/î«-^)(C)  =  0,     /^--«>  (C,  C)  =  0,     /^— «(C,  C,  C'')  =  0.... 

les  indices  (m  —  1),  [m  —  2),  etc.  indiquant  Tordre  des  dérivées  con- 
tenues dans  ces  intégrales;  or,  si  de  la  seconde  équation  on  tire  la 
valeur  de  C  pour  la  substituer  dans  la  première,  on  obtiendra  une 
nouvelle  équation  de  Tordre  m  —  4  ,  c'est-à-dire,  une  intégrale  pre- 
mière qui  sera  entièrement  distincte  de  la  précédente,    puisque  la 
constante  arbitraire  C  aura  disparu  pour  être  remplacée  par  une  autre 
constante  C.  On  pourra  de  même  éliminer  C  et  C  entre  les  trois 
premières  équations  et  le  résultat  qui  sera  encore  de  Tordre  m  —  1 , 
contiendra  la  constante  C  et  formera  par  conséquent  une  nouvelle 
intégrale  première.  Gomme  on  peut  répéter  cette  élimination  pour 
chaque  constante,  on  voit  qu'une  équation  de  Tordre  m  a  toujours  m 
intégrales  premières  distinctes.  Si  Ton  élimine  successivement  les  m 
constantes  renfermées  dans  les  m  —  1  intégrales  successives  à  partir 
de  Tintégrale  seconde,  de  manière  à  y  combiner  les  constantes  deux  à 
deux,  comme  la  plus  élevée  est  de  Tordre  m  —  2,  on  obtiendra  aussi 
des  intégrales  secondes  distinctes.  Il  en  sera  de  même  des  intégrales 
troisièmes,  etc.  L'intégrale  finale  ne  devant  contenir  aucune  dérivée, 
ne  pourra  se  combiner  avec  aucune  des  intégrales  précédentes  et  sera 
par  conséquent  unique. 

Si  Ton  connaissait  les  m  intégrales  premières  d'une  équation  dérivée 
de  Tordre  m,  on  connaîtrait  immédiatement  son  intégrale  finale;;  car 
on   aurait  un  nombre  m  d'équations  renfermant  m  —  1  dérivées, 

dy  (/"•"*!# 

depuis -~  jusqu'à  -T — ^9  et  en  éliminant  entre  elles  ces  dérivées,  on 

obtiendrait  une  équation  sans  dérivées,  renfermant  les  m  constantes 
arbitraires  et  qui  serait  Tintégrale  finale.  De  même  si  Ton  connaissait 
m  —  i  intégrales  secondes  ou  m  —  2  intégrales  troisièmes,  etc.,  on 
obtiendrait  Tintégrale  finale  par  de  simples  éliminations. 

Cette  remarque  fait  voir  qu'une  dérivée  de  Tordre  m  ne  peut 
avoir  plus  de  m  intégrales  premières  distinctes',  car  s'il  y  en  avait 
m  -fr-  1,  on  pourrait  éliminer  entre  elles  non-seulement  les  m  —  1  dé- 
rivées, comme  plus  haut,  mais  encore  y  et  on  serait  conduit  à  une 
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équation  en  x  seul  qui ,  dans  ce  cas ,  aurait  une  valeur  constante, 
ce  qui  est  absurde. 

On  prouverait  de  la  même  manière  qu'une  équation  dérivée  de 
Tordre  m  ne  peut  avoir  plus  de  m  —  i  intégrales  secondes  distinctes, 
ni  plus  de  m  —  2  intégrales  troisièmes,  etc. ,  et  enfin  qu'elle  ne  peut 
avoir  qu'une  seule  intégrale  finale^  d'où  il  résulte  que  toute  équation 
primitive  renfermant  m  constantes  arbitraires,  qui  satisfait  à  une 
équation  dérivée  de  l'ordre  m,  se  confond  avec  l'intégrale  finale  trou- 
vée plus  haut. 

i92.  Intégration  des  équations  dérivées  les  plus  simples  des  ordres 
supérieurs.  —  L'intégration  en  termes  finis  des  équations  dérivées 
des  ordres  supérieurs  présente,  en  général,  des  difficultés  d'autant 
plus  grandes  que  cet  ordre  est  plus  élevé.  Ces  difficultés  sont  même 
le  plus  souvent  insurmontables  lorsque  l'équation  est  un  peu  compli- 
quée; c'est  pourquoi  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  chercher  la  condi- 
tion pour  qu'elle  soit  une  dérivée  exacte  ni  à  démontrer  l'existence 
d'un  facteur  propre  à  lui  donner  ce  caractère  ^*\  Nous  nous  bornerons 
h  examiner  les  cas  les  plus  simples  dans  lesquels  l'intégration  est 
possible. 

Considérons  d'abord  les  équations  dérivées  appartenant  à  l'une  des 
formes  générales 


<••  §)=»■  < 


d_-y 
e/x" 


)-=0,    f(^x, 


d'*-'y      d-y\_ 


dx'*~*      dx* 


)= 


0, 


f{d'-*y      ^LÏS-n      f(t:ll      tlll     ^^_n 
'\dx'-*'    dx'J~    '    '\dx'-*'    di-''    dx''J~ 


d'*u 
En  résolvant  la  première  équation  par  rapport  &  -=-^  »   il  vient 

ox" 


rfx" 


=  X, 


(*)  Dans  la  méthode  des  variations  (voir  la  note  du  N»  268),  on  est  conduit  inci- 
demment à  cette  condition  d^intégrabilité  immédiate  trouvée  par  Euler. 
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X  étant  une  certaine  fonction  de  x  seul;  d'où  l'on  lire  par  des  inté- 
grations successives , 

et  finalement 

y  =  f  Xn^idx  -{r  D=sXn-^  D 

qui  est  Tintégrale  finale. 

Pour  la  deuxième  forme  d'équation  dérivée,  en  représentant -= — ^ 

ox"  ' 

par  r, -posera—  et  l'équation  devient 


('■£)=« 


dr 
d'où  l'on  tire,  en  résolvant  par  rapport  & -j- et  représentant  par  R 

dx 

et  K  des  fonctions  de  r  seul , 

dt       ^  ,        dr       ,,  ,  C  dr       ^       ^.       ^ 

-r-  =  /î    et    dx=—9     d'où     a;=\  — -H  C  = /?'-*- C. 
dx  R  J  R 

En  résolvant  cette  dernière  par  rapport  à  r,  on  trouve 

r    ou     --— i  =  ^, 
dx""-* 

d**~^v                                        d^~^u 
^=./Xdx.C  =  X„    ^^^fX,dx^C' 

et  enfin 

y  =  fXn-tdx  -*-  2)  =  Xn-i  -*-  D. 

Pour  la  troisième  équation  dérivée ,  on  fera  encore 
et  elle  deviendra 


=  r 


f 


(''''■'£)=^' 


f- 


I 


ni- 


[ 


•M 

i 


ï 


iill^ 


h  f. 
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d^V  dr  , 

parce  que  -r-^  n^est  autre  chose  que  -=-  •  On  est  donc  conduit  a  intégrer 
ax"  dx 

une  équation  dérivée  du  premier  ordre  à  deux  variables.  Si  dans  la 

quatrième  équation  dérivée  on  fait 


elle  devient 


Hh"- 


ou  bien ,  en  observant  que  -—  c=  «  et  par  conséquent  dx  =  — 

dx  8 


fi-t)-"' 


d'où  Ton  tire,  R,  B!  et  If'  étant  des  fonctions  de  r. 


sds 
dF 


=  iî,    sds  =  Rdfy 


et  en6n  par  des  opérations  successives. 


8*'^2fRdr-^C,    8  ou  ^  =  /y,    dx  =  ^,    x  =  f^  =  /r'H-C, 


et  en  résolvant  par  rapport  à  r. 


rou^^X,!^^/Xdx^C'  =  X, 


dx* 


dx*»-' 


et  enfin 


dy 


dx 


=  Z^,,    y=/Zn_5dxH-(7"  =  Z^,+  r'. 


En  faisant 


d""*!/  d"-^y      dr 

dx""'        '      dx"-*       dx 


dans  la  cinquième  équation,  on  trouve,  en  remarquant  que  dx  =—  > 


^  /        sds\ 


JH 


f 
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équation  qui  est  du  premier  ordre  entre  les  variables  Vj  s  et  qu'on 
intègre  par  les  méthodes  connues. 

i93.  Exemples  divers.  —  Les  exemples  et  les  problèmes  qui  suivent, 
sont  des  applications  des  méthodes  exposées  dans  le  numéro  précédent  : 

i»-r^,=  ax    donne    y  ===  C''' -h  C''x -♦-—---+--—- -h —- • 
rfar*  ^  2  6        120 

2^  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant. 

Ce  problème  conduit  k  Téquation  de  condition 


[-(â)T 


d'où  Ton  tire 


d^ 
rfx« 


dy 

dx dy  X  —  C 


I  X— C  = : ,      ,    ^     ^ 

!  /  //y.Ai        dx      ^ai_(a._c)* 


v/'  -  œ* 


(x-C)«^-(y-C')*  =  a^ 

3*  Trouver  une  courbe  telle  que  Vaire  comprise  entre  la  tangente  et 
la  sous-tangente  soit  partout  proportionnelle  à  Vaire  comprise  entre 
la  courbe  et  V ordonnée. 

Ce  problème  posé  en  équation  donne 


dx 


et  en  différenciant , 


:«      \dxj        y 


dhj  __  (dy\  2  —  2o 


On  trouve  pour  intégrale 


x=— ^? H-  C 

C(2a  — 1) 


qui  appartient  à  une  parabole  d'un  ordre  supérieur. 
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4°  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à 
la  puissance  n*^*"*^  de  la  normale. 
Ce  problème  conduit  à  Tëquation 


ou  bien 


«y 


dx* 
d'y 


dx*      \_       \dxj  J 


3- 


a  devant  être  positif  ou  négatif  suivant  que  le  rayon  de  courbure  et  la 
normale  sont  tournés  en  sens  contraire  ou  dans  le  même  sens,  puisque 

rf*V 

YY^s^  positif  dans  le  premier  cas  et  négatif  dans  le  second.  En  rem- 
plaçant -p  par  Zj  elle  devient 
ax 

azdz  du  *»-* 
ii;  =  -T     <*'<^"     a(4 -4-z«)~  =  — y*-*H-C, 

(1  -^  z«)~      ^" 
et  en  remettant  pour  z  sa  valeur, 


o*~*rfx  = 


dy 


Si  n  est  égal  à  5,  c'est-à-dire,  si  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel 
au  cube  de  la  normale,  on  trouve  pour  intégrale. 


ay« 


C  —  a 


[x  —  C)« 


a 


(C-«)» 


qui  représente  une  hyperbole  ou  une  ellipse  selon  que  — ^est  positif 

ou  négatif. 

Si  n  est  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire,  si  le  rayon  de  courbure  est  pro- 
portionnel à  la  normale,  l'équation  différentielle  devient 


zdz        dy  • 

Or -=3—      d  OU     ax  = 


dy 


V 


w-i 
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^dy_      pdp 


^M  ■  • 


On  trouve  pour  intégrale  finale, 


—  m  -h  1       m  -♦-  i 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  un  cas  particulier  de 
celui  connu  sous  le  nom  de  problème  du  chien  qui  suit  son  maitre  à 
la  nage.  On  suppose  que  tandis  que  le  maitre  marche  uniformément  le 
long  de  la  rive  rectilignc  d'un  canal ,  son  chien  lancé  à  la  nage  se 
dirige  constamment  vers  lui  en  avançant  uniformément.  La  courbe 
que  décrira  le  chien  est  celle  dont  on  vient  de  trouver  Téquation  et 
que  l'on  nomme  courbe  de  poursuite, 

494.  Intégration  des  équations  dérivées,  linéaires  à  coefficients 
constants. —  On  appelle  équation  dérivée  linéaire,  celle  dans  laquelle 
la  variable  dépendante  et  ses  dérivées  ne  sont  élevées  qu'à  la  pre- 
mière puissance  et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles.  Sa  forme  la 
plus  générale  est 


L'intégration  finale  se  trouve  ainsi  réduite  à  une  quadrature.  Cette  der-  \ 

Dièrc  équation  dififérenticlle  appartient  à  une  cycloïde^  à  une  parabole,  ] 

à  un  cercle  ou  &  une  chaînette,  selon  que  l'on  fait  a  égal  à  —  2,  +  2, 
—  i  ou   H-  1 . 

5®  Trouver  une  courbe  telle  que  Varc  compté  à  partir  d'un  certain 
point  fixe  soit  proportionnel  à  la  distance  du  pied  de  la  tangente  à  | 

l'origine. 

L'équation  à  intégrer  est 

y 

X ^=  W!S 

dy 

dx 
d'où  l'on   tire  en   dérivant,  remplaçant    —  par    \/    ^"♦"(•j^) 

dx  dy 
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^9  Qf  U>  y 9  ^  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  indépendante  i. 
Ces  équations  jouissent  de  propriétés  particulières  qni  rendent  leur 
intégration  possible  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Considérons  d'abord 
les  équations  linéaires  à  coefficients  constants,  c'est-à-dire,  dans  les- 
quelles Pj  Q,  Uy  F,  X  sont  des  constantes.  Gomme  on  peut  évidemment 

X 

la  priver  de  son  dernier  terme  X  en  remplaçant  y  par  yf  — — >    nous 

la  mettrons  sous  la  forme 

-r-^P:r-^-^Qy~-^ -4- f^/-4- 77  =  0. 

rfx*         dx*-*  dx*»-'  dx        -^ 

Cette  équation  est  satisfaite  en  faisant 

y  =-  Ce-, 

C  étant  une  constante  arbitraire  et  m  un  certain  coefficient  constant  à 
déterminer;  en  effet,  on  obtient  par  la  substitution, 

C {nv" -*- Pnr-*  -i-Çm*-*-.- h  ^m -h  V) e*"' =  0, 

qni  est  satisfaite,  pourvu  que  la  constante  m  rende  nul  le  polynôme 

m* -4-  Pm*-*  -H  Qm--* n-Tm-f-  7=0, 

c'est-à-dire,  pourvu  que  m  soit  une  des  racines  de  cette  équation;  si 
donc  on  représente  par  m,  m!,  m",  etc.  les  n  racines,  nous  voyons  que 
réquation    proposée   a   pour  intégrales   particulières    Ce"",    C^e*"'', 

Ce*"' C,  Cy  C"....  étant  des  constantes  arbitraires;  or  je  dis  que  la 

somme  de  toutes  ces  intégrales  particulières  ou  Ce"*'  4-  Ce"''  -f-  Ce""' 
-¥-  etc.  satisfait  aussi  à  l'équation  linéaire,  car  le  résultat  de  la  sub- 
stitution est 

C{m''  4-  Pm--*  •+■  Cm--' ■+■  Um  -+-  V)  e"* 

-4-  C'{m''»  4-  Pm'"-*  -+-  Cm'»-' -4-  Vm'  -♦-  F)c"'' 

-4-  C  (m"*»  -f-  Pm""-*  H-  Om"»-« -+-  ^w"  -4-  V)  e""' 

=0 

dans  laquelle  toutes  les  parenthèses  sont  nulles  séparément,  puisque 
m,  m',  m''....  sont  des  racines  de  l'équation 

m"  4-  Pm"-*  -♦-  Cm"-' h  ^m  -+-  7  =  0; 


•^^   «-  - 
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d*oà  il  résulte  que  Téquation 

y  =  Ce^  H-  Ce-*"  -*-  C'e*^"  -t-  etc. 

est  Tîntëgrale  finale  et  celle-ci  est  générale  puisqu'elle  contient  n  con- 
stantes arbitraires  C,  (7,  C",  etc.  (N»  191). 

495.  Cas  des  racines  imaginaires.  —  Si  quelques-unes  des  racines 
m,  m! y  mf\  etc.  étaient  imaginaires»  l'équation  précédente  serait  encore 
l'intégrale  générale,  mais  elle  renfermerait  des  quantités  imaginaires 
qu'il  est  facile  de  faire  disparaître;  en  effet  comme  ces  racines  se 

présentent  toujours  par  couples  de  la  forme  a-i-6  |/---i  et  a — 6(/ — 1, 
on  aurait 

mi=a  -\-h^ — 1,    fn!^=^a  —  6|/ —  1 

et  les  deux  premiers  termes  de  l'intégrale  générale  deviendraient,  en 
faisant  usage  des  formules  symboliques  d'Euler, 

C,-i--^^V^^)^Ce'(--^^^i)^^Ce''^'^ 

=  c"  j  (C-H  C)  cos  6x-t-  (C  —  C)  i/^^sin  6a;  } . 

En  remplaçant  donc  C  •+-  C  et  (C  —  C)  j/ — i  par  deux  nouvelles 
constantes  arbitraires  A  et  il',  c'est-à-dire  en  posant 

l'intégrale  générale  prendrait  la  forme 

y  =  c*'(il  cos  hx-^  A'  sin  6x)  -h  C"c*"'  -i-  etc. 

196.  Ca«  des  racines  égales.  —  Si  plusieurs  des  racines  m,  m',  m", 
etc.,  étaient  égales  entre  elles,  l'intégrale  trouvée  plus  haut  cesserait 
d'avoir  toute  la  généralité  possible  puisque ,  en  supposant  m  =  m', 
il  viendrait 

y  =  (C  -H  C )  C-'  -♦-  Ce""'  -H  etc., 

et  comme  C  -t-  C  ne  forme  qu'une  constante  arbitraire,  on  volt  que 
rintégrale  de  l'équation  de  l'ordre  9i,  n'en  renfermerait  plus  que 
n  -^  1 ,  c'est4-dire  une  de  moins  qu'elle  ne  doit  en    contenir.  Si 
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trois  racines  étaient  égales,  l'intégrale  ne  renfermerait  que  n  —  2  con- 
stantes arbitraires. 

Pour  compléter  dans  ce  cas  rintégrale,  remarquons  que,  puisque 

y  =  Ce*** 
est  une  intégrale  particulière,  m  doit  être  une  racine  de  l'équation 

m"  -4-  Pm""-*  -H  Qmr-* -*-  Umn-  F  — 0; 

or,  si  celle-ci  a  r  racines  égales,  il  faut  d'après  le  théorème  sur  les 
racines  égales,  que  ses  r  dérivées  successives  soient  nulles,  c'est-i-dire 
que  l'on  ait 

nm'*'*  H-  (n  —  i  )  Pm"-* -+- -^  ^  =  0, 

n{n  —  1)m*-*  -+-  (n  —  i)  (n  —  2)Pm"^» -h  etc.  =  0, 


On  conclut  de  là  que 


y  =  C'xc"" ,    y  =  C'x'e"** ,     ,    y  =  C^'^^ocre'"' 

seront  autant  d'intégrales  particulières  de  la  proposée;  car  en  y  faisant 
la  substitution,  on  est  conduit  à  des  équations  de  la  forme 

C'xe"»*(m*  H-  Pm*»-*  -+-  Qm""-^ -♦-  Um  -¥-  V) 


Ce"»' [ww"-*  -♦-  (n  —  i)Pm"^*- 


f/]  =  0 


qui  sont  évidemment  satisfaites.  On  voit  aussi  que  l'intégrale  générale 
est 

y  =  Ce"**-*-  C'xc"**-*-  C"x«e"" -*-  C<''V«""  -t-  C^*»''-*-  C,^*"' 

ce  qu'on  vérifie  en  suivant  la  même  marche  qu'au  N°  194. 
Si  l'équation  en  m  renfermait  deux  couples  de  racines  imaginaires 

égales  représentées  par  a dz  6 ^ —  i,    en  désignant  a  -t-  6  j/ — i 

par  m  et  o  —  6 1/ —  1  par  m',  on  aurait,  à  cause  de  la  présence  de 
deux  racines  égales  à  m  et  deux  racines  égales  h  m% 

y  =s  Ce*"'  -4-  Cxe"^  -4-  C"c*''  -4-  Cxer''  -+-  etc. 


CALCUL   INTÉGRAL.  4i9 

or,  si  Too  remplace  m  et  m'  par  leurs  valeurs  imaginaires,  Téquation 
précédente  prend  la  forme  suivante  : 

y  =  e""  {Ce'"y~^  +  Ce  "  <"  »^=^0 


ax 

xe 


(C'e**^^-*  H-  C'"c-**^^""0^  etc., 


ou  bien  en  substituant  aux  quantités  exponentielles  leur  valeur  trigo- 
nométrique  et  remplaçant  par  les  constantes  arbitraires  2),  IX,  Z>",  IX'' 

les  quantités  C  -h  C",  (C—  C")  /^,  C  -*-  C",  (C  —  C")  »/^^, 


y  =  e«*  cos  6x  (2)  -♦-  /y'o;)  -♦-  c«'  sin  bx  {U  -h  Zy"x)  -♦-  etc. 

Dans  le  cas  de  trois  couples  de  racines  imaginaires  égales,  on  aurait 
pour  intégrale , 

y  =  e^*  cos  hx  {C  -*-  C'x  -4-  C"x*)  h-  e^'  sin  6x  (/>-*-  ZXx  -4-  Z>"a;«)  -*-  etc. 

197.  Exemples  divers.  —  Appliquons  la  théorie  précédente  à  quel- 
ques  exemples  : 

rf'v         du 

^— 5^-4-2y  =  0  donne  m  =  2,  m'==l    et  y  =  Cc^-*-C'C. 

^— 5-^-4- 2y  =  0    donne    m=l,    m' =  4,    m"  =  — 2^ 
dx^         dx        ^ 


donnent 


»»      2  2 


T'/«      |/3         «.|/3\       ^ 
y=:e     I  Ccos!^ — x -i- C  sin  î——«  j  +  C"er», 

et 

m=.|/:3T;     m'=  — j/^TT,     m"  =  j/^     m"'=  — |/— 1, 

y  =  (C  +  Cx)  cos  a;  -«-  (C  +  C'a)  siii  i  +  3. 
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198.  Intégration  des  équations  dérivées  linéaires  d  coeflicienU 
variables.  Théorème  de  Lagrange.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous 
avons  supposé  constants  les  coefficients  de  l'équation  linéaire  ainsi  que 
le  ternie  final  X.  Lorsque  ceux-ci  sont  des  fonctions  quelconques  de  la 
variable  x,  ces  équations  jouissent  d'une  propriété  importante  trouTée 
par  Lagrange  et  qui  fait  dépendre  souvent  leur  intégration  d'un  certain 
nombre  de  quadratures.  Cette  propriété  consiste  en  ce  que,  si  l'équatioo 
dérivée  linéaire  générale  du  N""  194  privée  de  son  dernier  terme  J, 
c'est-à-dire, 


d-y         d^y 


dx* 


rfx"-^ 


•••%•••• 


^  ^^  -«-  Fy  =  0 


est  satisfaite  par  les  n  valeurs  de  y 


y=/".  y-f,  y=r- 


l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire^  en  rétablissant  le  dernier 
terme  Xy  sera,  comme  dans  le  cas  des  coefficients  constants,  repré- 
sentée par 

y  =  Cf-\-  C'f  -H  C'f  H-  etc.; 

mais  C,  C,  C'\  etc.  ne  seront  plus  de  simples  constantes  arbitraires  ; 
elles  seront  des  fonctions  de  x  qu'on  déterminera  comme  il  suit  :  en 
dérivant  la  valeur  de  y,  on  a 


dx         dx 


jr  ^ro^r 


dx 


dx 


-fT.-ri^-r 


dC^ 
dx 


etc. 


Posons  entre  les  fonctions  indéterminées  C,  C,  C" la  relation 


fî-r^-r 


dC' 
dx 


etc.  =  0, 


En  dérivant  de  nouveau,  il  vient 


dx*         dx*  dx*  dx* 


etc. 


dC  df     dC  df      dC  d/"" 
dx  dx      dx  dx       dx   dx 


etc. 


jit:. 
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PosoDs  encore  la  relation 

dC  df     dC  df     dC"  df" 


ê 


dx  dx       dx  dx       dx   dx 


etc.  =0 


et  continuons  de  même  jusqu'à   ce  qu'on  soit  arrive  h  la  valeur 

d*y 
de  -—■  qui  sera 
dx* 

j-^=  C-T^  -4-  C'-^ -f.  C"  -7^  -4-  etc. 
cte*         ax*  ax*  ax" 

dC  d"-Y     dC  d^r      dC"  d"-Y" 
-H-— -j — iH--i-    ,    1,  -*--r-    .      i  -»-  etc. 
ax  ox"""*      ax  ox""^       ax   ax"~* 

et  posons 

de  d^f      da  d-^P     dC  d^*r  ^     ^ 

—  ■ =—  -♦-  — — — I — H  etc.  -h  -A  =  0. 

dx  dx*""*        dx  dx"~*        dx    dx"~* 

Je  dis  que,  lorsque  les  valeurs  de  C,  C,  C\  etc.  auront  été  détermi- 
nées par  les  relations  précédentes,  qui  sont  en  nombre  n  comme  les 

coefficients  inconnus  C,  C,  C", ,  y  et  ses  dérivées  satisferont  à 

réquation  linéaire  proposée;  en  effet  elle  devient  par  la  substitution, 

d*f  d*r  d'^r 

C^J.     H-C'^       +C"-y-        -i-etc. -jr 
ax*  ax*  «x* 

d"^*/"  d*-^r  d^-^^r^ 

-*-  PC^^  -*-  PC  -T-^  -^  PC'-j-J-  -H  etc. 
ax*  ox*  ox* 


df  dP  dr 

+  i;C^      H-  UC-^      -h  f^C"4-      H-  etc. 
dx  dx  ax 

^  FC/"         -*-  VCf'         H-  FCf  '         -*•  etc.  -4-  V 

et  comme  les  fonctions  f,  f^  f\  etc.,  rendent,  par  hypothèse,  iden< 
tique  réquation  linéaire 

dx*  dx*-*       ^dx--»  dx         ^^ 
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on  doit  avoir 

dsr  rfx"-*  dx         ' 

d^f  d^-^f  df 

dâ^  dx*-* "^      dx"*"     '   ~    ' 


ce  qui  fait  disparaître  tous  les  termes  compris  dans  une  même  colonne 

verticale.  Pour  déterminer  les  fonctions  C,  C\  C'%  etc.,  remarquons 

de     dC     dC" 
que  nos  n  équations  renferment  les  n  dérivées -z—»   -r— >  — r— etc.  à 

dx      dx       dx 

la  première  puissance  et  qu'en  résolvant,  on  trouve,  Z,  Z\  Zi\  etc. 

étant  des  fonctions  connues  de  x, 

àC      ^      dC      ^      dC"      ^, 

d'où  Ton  tire,  par  de  simples  quadratures,  les  valeurs  de  C,  (7,  C,  etc. 
Gomme  ces  intégrales  contiennent  chacune  une  constante  arbitraire, 
on  voit  que  la  valeur  de  y  sera  l'intégrale  générale,  puisqu'elle  ren- 
fermera le  nombre  voulu  de  ces  constantes. 

199.  Deuxième  théorème  de  Lagrange.  —  Lagrange  a  démontré 
une  autre  propriété  des  équations  linéaires  de  l'ordre  n,  d'après 

laquelle,  lorsqu'on  connaît  m  intégrales  particulières  /",  /^,  /*", de 

l'équation  privée  de  son  dernier  terme  X^  l'intégrale  générale  dépend 
de  l'intégration  d'une  équation  linéaire  de  l'ordre  n  —  m;  en  effet, 
soit  f  une  valeur  de  y  qui  rend  nulle  cette  dérivée  privée  du  terme  X. 
Si  l'on  remplace  y  par  ffudx^  le  coefficient  de  J*udx  dans  la  trans- 
formée sera  visiblement  nul  par  l'hypothèse  faite  sur  f,  et  celle-ci 
prendra  la  forme 

d"-*ti       ^d"~*t*      ^d^-'u  ^du      ,„        X      ^ 

dx"-»  dx--*  dx--*  dx  f 

La  détermination  de  y  est  ainsi  ramenée  à  l'intégration  d'une  équa- 
tion linéaire  de  l'ordre  n  —  1  •  Supposons  que  l'on  connaisse  une 
seconde  intégrale  particulière  f.  Comme  il  existe  entre  y  et  u  la 
relation  y  ^^ffudx^  c'est-à-dire,  comme  on  a 


-H) 
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si  Ton  remplace  u  par  cette  valeur  dans  Téquation  linéaire  précédente, 
celle-ci  reproduira  identiquement  l'équation  primitive  en  y ,  et  comme 
cette  dernière  privée  du  terme  final  X  est  satisfaite  par  y  =  f,  il  en 
résulte  que 


dx\f) 


désigné  par  F  satisfait  à  Téquation  linéaire  précédente  en  t/,  privée 

i 

du  terme ^X.  Or  on  vient  de  voir  qu'on  peut  dans  ce  cas,  en  faisant 

u  =3  F /  vdx^  faire  dépendre  l'intégrale  de  l'équation  en  u,  de  l'inté- 
gration d'une  autre  équation  linéaire  en  v  d'un  ordre  inférieur,  c'est- 
à-dire  de  l'ordre  n  —  2.  Pour  chaque  intégrale  particulière  /",  /^,  /"",.... 
connue,  l'ordre  de  l'équation  linéaire  transformée  baisse  donc  d'une 
nnité. 

200.  Afflicaiions.  —  Il  résulte  du  paragraphe  N<*  198  que  l'intégra- 
tion d'une  équation  dérivée  linéaire  complète,  est  toujours  possible, 
ou  du  moins  ne  dépend  que  de  simples  quadratures,  lorsqu'on  connaît 
les  n  intégrales  particulières  de  l'équation  linéaire  suivante 

d"y  ^d'*~W  rr^V 

cJx»  dx"^*  dx         ^ 

or,  ces  intégrales  s'obtiennent  facilement  (N*'  \  94)  lorsque  les  coeffî- 
cientsP,  Q,...  U^  Fsont  constants;  on  peut  donc  toujours  intégrer 
l'équation  linéaire  complète  à  coefficients  constants,  dans  laquelle  le 
dernier  terme  X  est  une  fonction  de  x. 

Appliquons  par  exemple  la  méthode  d'intégration  du  N"*  198,  à 
l'équation  dérivée 

d'y      ^dy      ^ 
dx»         dx        ^ 

En  supprimant  le  terme  final,  elle  est  satisfaite  par 


posons  donc 


et  par  suite 


y  =  Ce*  ■+-  C'xc  -^  C"e-*' , 


dC         dC  dC"     ,      ^ 

-7-  e*  ■+-  -r-xe*  -4-  -7—  e^*'=0, 
dx  dx  dx 
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de         dC\  ^         dC     ^      ^ 

dx  dx^  dx 

d*où  Ton  tire 

dx  3        '      dx  dx  3 


^"^ — r'G-^-^^'- 


L'intégrale  générale  est  donc 


7        7  1  /l         \ 

y^x^-H-x^-^-De*  — x(l  H-x)-f-Z>'xc*— -f -  — X  j  4-Zy'(r«' 


ou 


3         9 
V  =  De*  -t-  /yxc*  -t-  /y'er**  -t-  -x  -*-  7  • 
^  2         4 

201.  Intégration  des  èqiuitions  dérivées  d'un  ordre  et  d'un  degré 
quelconques.  —  Lorsque  les  coefficients  P^  Q,  etc.  de  l'équation  linéaire 
sont  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x,  on  ne  peut  le  plus 
souvent ,  obtenir  Fintégrale  exacte  que  pour  certaines  formes  et  par 
des  procédés  particuliers;  ainsi  pour  la  suivante 

d"v  ,rf*"*y      ,      ^d'^^y  dy 

si  Ton  posey  =  Cx%  on  reconnaît  qu'après  avoir  substitué  cette  valeur, 
X**  devient  facteur  commun  et  que  l'équation  est  satisfaite  si  m  vérifie 
l'équation 

m  [m  —  i)....(m  —  n  -*- 1)  -t-  am (m  —  1)....(m  —  in-  2) 

-♦-  5m(m —  4)....  (m  —  n  h-  3)  -h  ••  •  -4-pm  -*-  ç  =  0. 
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OU  si  m  est  une  de  ses  racines.  Comme  Tëquation  est  visiblement  du 
degré  n,  ses  racines  m,  w',  m!' ...  m<*^*^  sont  en  nombre  n  et  y  =  x'^j 
y  =  x*^,  ye=a:**"...  sont  autant  d'intégrales  particulières*  L'intégrale 
générale  avec  ses  n  constantes  arbitraires  est 

ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  vérifier. 

Les  difficultés  deviennent  plus  grandes,  lorsque  les  coefficients 
contiennent  la  variable  dépendante  y  ou  lorsque  l'équation  dérivée 
cesse  d'être  linéaire  sans  être  comprise  dans  un  des  cas  que  nous  avons 
examiné  précédemment  (N""  492).  Ce  n'est  que  pour  un  petit  nombre 
d'équations  et  par  des  transformations  heureuses  que  Ton  parvient  à 
les  ramener  à  des  formes  qui  se  prêtent  à  l'intégration.  C'est  ainsi  que 
toute  équation  dérivée  de  la  forme 


Mîy--<w 


en  posant 


devient 


^  ■*-  ty-p  =  ^y-v^' 


qui  est  l'équation  de  Jacques  Bernoully  (N"  181)  et  l'équation 


»«  dy      ,     /dy\*      . 


d 


étant  divisée  par  -p-  ou  p  et  multipliée  par  dx  devient 

dx 

—  -+-  «pxrfx  H-  ^t'ycly  =  0 
P 

dont  tous  les  termes  sont  intégrables.  On  en  tire 

tp  =s  e  e 

et  par  conséquent 

Cdy/^'"'=dxe-'^'''' 

dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 
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L'ëquation  dérivée 

qui  représente  la  projection  des  spirales  coniques  (N**  205),  peut  être 
intégrée  en  faisant  d'abord  x  =  u{l  —  z),  ce  qui  fait  prendre  à  Inéqua- 
tion dérivée  la  forme  suivante  : 

d^u  du 

puis  en  faisant  (/  —  x)-?-  »>  u?,  elle  devient 

et  en  éliminant  dz  entre  cette  dernière  et  la  valeur  de  u?, 

wdw  -H  k^udu  =  0. 
Une  première  intégration  donne 

En  remettant  pour  ti?  sa  valeur,  on  trouve 

dz  du 


dont  l'intégrale  est 

log  C  (/  —  «)*  =  arc  sin  —  > 

et  en  remettant  pour  u  sa  valeur, 

X  =-^  (/—  z)  sin  log  C  [l  —  zY. 

J  i- — f 

L'intégration  aurait  pu  encore  s'effectuer  en  remplaçant  x  par  e  ' 

ou,  comme  au  commencement  de  ce  numéro,  en  posant  x=/>{'     ^/  » 
ce  qui  conduit  à  l'intégrale  suivante 

x  =  (/  —  z)[Dcos  log  (/  —  «)*-+-  /y  sin  log (/ —  z)*] 
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qui  rentre  dans  la  précédente  en  posant 

D  =  C  sin  log  C,     iy=C  cos  log  C. 

du 

Toute  équation  différentielle  qui  est  telle  que,  si  Ton  y  remplace -—> 

dx 

--r^ par  ay,  py, la  variable  y  devient  facteur  commun  et  dis- 
parait, peut  être  ramenée  à  un  ordre  inférieur  d'une  unité;  en  effet 
en  posant 

on  trouve  par  des  dérivations  successives , 

dx      ^^    dx*     ^\        dx)     dx»      ^\  dx      dx*)    dx* 

dv      d*v 
et  si  l'on  remplace -j^>    -^ par  ces  valeurs,  y  disparaîtra  par 

hypothèse,  et  l'équation  donnée  se  trouvera  remplacée  par  une  équa- 
tion dérivée  en  t  et  x  qui  sera  visiblement  d'un  ordre  inférieur  d'une 
unité  à  celui  de  la  proposée.  Cette  circonstance  se  présente  toujours 
quand  l'équation  est  linéaire  sans  terme  final,  et  plus  généralement, 
quand  les  termes  sont  homogènes  par  rapport  à  y  et  ses  dérivées. 
Ainsi,  en  appliquant  cette  transformation  à  l'équation  dérivée  du 
second  ordre 

on  trouve  l'équation  du  premier  ordre 

dx 

x*-r 2x«-hl=0. 

dx 

Oo  rend  celle-ci  homogène  en  remplaçant  x  par— 9   et  l'intégrale 

devient 

3Cx»  =r  1  —  3te. 
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En  remplaçant  t  par  sa  valeur  tirée  de  cette  dernière  équation ,  dans 


=  -^et 


rdx  =  — et  intégrant  de  nouveau,  on  trouve  pour  intégrale  finale, 

Considérons  encore  Téquation  dérivée 

rf«y  Ay 


dx*      (a  -4-  26x  -+-  ox')' 
Posons 

p  ei  q  étant  des  coefficients  constants  inconnus,  et  examinons  s'il 
est  possible  de  les  déterminer  de  manière  que  cette  valeur  de  y  satis- 
fasse à  la  proposée.  On  est  conduit  par  la  substitution  à  l'équation  de 
condition 

{p  -4-  qxY  -4-  (a  -4-  26x  -♦-  ex*)  q  —  2  (p  -4-  qrr)  (6  -4-  ex)  =  A 

dont  les  deux  membres  deviennent  identiques,  en  posant 

q  =ic,     p  =  bdt  i/b^  —  ac  -h  A. 

Si  l'on  remplace  p  par  chacune  de  ces  deux  valeurs  que  nous  désigne- 
rons par  p  et  p',  on  aura  deux  intégrales  particulières  de  notre  équa- 
tion et  l'intégrale  complète  sera  visiblement 

/p-\-cx                             p.      p'  -\-cx 
>, — Il ^J.  /        ^ ^ 

r>^      a-\-%bx-\-cx^  .    ^,       o -4- 26a7 -4- cjc* 

y  =s  te  -4-  c  e  j 

c^mme  on  peut  le  vérifier  par  la  substitution. 

On  rend  quelquefois  intégrable  une  équation  difiTérentielIc  en  chan- 
geant de  variable  indépendante  ou,  plus  généralement^  en  remplaçant 
X  par  une  fonction  <ft  choisie  convenablement.  Alors,  d'après  ce  qu'on 

dy     d^y 

a  vu  au  N®  27,   -y-}   -j-^ devront  être  remplacés  par 

ax     ax' 

dy        dy        dxrPy_^d^d«x  ,.^_    ,^^ 

Jt _rf^        di  rf««       dt  dt^  _  ^   df«     '^    dt 

dx"""^'  /rfxV  ■""  (TÎJ^  ' 


dt  \dtj 


(dx' 
'dl. 
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dy     d^y 

et  en  substituant ,  Téquation  différentielle  contenant -p- »   --—^ se 

dx     dx* 

dy      d^y 

trouvera  transformée  en  une  autre  contenant -r'    -tt» 1& 

dt      rfe«  ' 

fonction  <pt  et  ses  dérivées. 

On  peut  aussi  éliminer  les  deux  variables  primitives  x  et  t^  et  les 

remplacer  par  deux  nouvelles  variables  r  et  (  en  posant 

y  =  ?(''>  0>   ^  =  4*  ('•»  0 

9 

?  et'^  étant  deux  fonctions  données.  Alors  si  l'on  prend  t  pour  nouvelle 

dy     d^y 

variable  indépendante ,  -p- >   -j-^ , devront  être  remplacés  par 

dx     dx^ 

i  d9  dr      d9        \        i  i        i    , 

dt^        dr  dt       dt        dt^dt^^^^       dt^dt*     ^ 

=  etc. 


U   #ï-#     ■     Q,^*)' 


dt  ^        dr  dt      dt 


df     d^v 
et  la  nouvelle  équation  contiendra  -r-»  -77» et  ^es  dérivées  par- 
tielles connues  de  7  et  -^^  C'est  ainsi  que  les  équations 

^  Ux^         dx      ^        ' 


x^ 
dx 


--V'HS)' 


deviennent 


d'y 


x^y  =  0.     H  —  aV«  ==  a«  /^— j  1 


en  remplaçant  dans  Tune  x  par  cos  (  et  en  posant  dans  l'autre 

y  =  r  sin  f,     x  =  r  cos  t. 

202.  Intégration  par  les  séries,  —  Lorsque  l'on  ne  peut  parvenir  à 
trouver  l'intégrale  d'une  équation  dérivée  en  termes  finis  et  d'une  ma- 
nière complète,  il  faut  avoir  recours  aux  méthodes  d'approximation. 
I^  plus  générale  consiste  à  chercher  l'intégrale  développée  en  série 
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infinie,  dont  les  premiers  termes,  lorsqu'elle  est  suffisamment  conver- 
gente, donnent  une  valeur  approchée  de  Tintëgrale.  Le  théorème  de 
Maclaurin  est  souvent  utile  pour  obtenir  ce  développement;  en  effet 


(''2''l'  S S)=® 


étant  une  équation  dérivée  de  Tordre  n,  on  en  tire 


EndérivantsuccessivementetremplaçantchaquefoisdanslesecoDdmem- 

rf**y  rf*+*V     d*+'v 

bre,  -p^  par  la  valeur  précédente,  on  obtiendra  -; — ;^>  -; — ;^,  elc.cn 

d*»-*M 

fonction  de  -; — ^  et  des  dérivées  inférieures,  comme  on  Ta  vu  au 
ox"  * 

N"  190;  si  donc  on  représente  par  C^CjC\ C»"*  les  valeurs 

du     d*y         d**~*y 
constantes  que  prennent  y,  -p  »   -r^ ^^  quand  on  y  fait  x  =  0, 

/d-y\        /d»+*t/\ 
par  I  -— ^  j  ï    I  - — -  j  >  etc.  les  valeurs  constantes  que  prennent 

les  autres  dérivées  lorsqu'on  y  fait  x^^O,  valeurs  qui  se  déduisent 
des  équations  précédentes  et  qui  seront  des  fonctions  de  C,  (7,  C",  etc., 
le  théorème  de  Maclaurin  donnera 


X*  ^     ..  x*~* 


1.2.3... (n—1) 


\dx*/o  l-â-S.../»      Vd*"+7,  l.!2...  (n  -t-  1) 

Il  est  à  remarquer  que  les  n  constantes  C^C^C, qui  entrent  dans 

cette  intégrale  sont  des  constantes  entièrement  arbitraires;  en  effet  on 
sait(N<*  191)  que  l'équation  proposée  a  un  nombre  n  d'intégrales  pre- 
mières distinctes  de  Tordre  n —  1,  contenant  chacune  une  constante 
arbitraire.  Si  donc  on  conçoit  que  Ton  ait  tiré  de  ces  n  intégrales  les 

dy      d*y       d'^*y 
valeurs  des  n  quantités  y,  -j-^    "Ât^TT^  ®"  fonction  de  x  et  des 
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constantes  y  en  les  substituant  dans  l'expression  précédente  dej~9 
c'est-i-dire,  dans  la  fonction  /*,  celle-ci  prendra  la  forme 

d*y  ^ 
doc* 

la  fonction  f  ne  contenant  plus  d'autre  variable  que  x.  Des  quadra- 
tures successives  de  cette  équation  feraient  ensuite  connaître  les  va- 

d*~*y     d^^^y        dy 

leurs  de  3 — -^  - — ^ •—•  »  y,  et  comme  chaque  quadrature  intro- 

ox"^*     CMC*"'         dx 

duit  une  constante  arbitraire  isolée,  il  est  visible  que,  quand  on  fera 

X  =  0,  ces  valeurs  se  réduisent  à  des  constantes  arbitraires.  En  les 

substituant  dans  le  développement  de  Maclaurin,  qui  doit  s'accorder 

avec  le  précédent,  les  coefficients  C,  C;  C",....  sont  donc  arbitraires. 

Les  équations  dérivées 


donnent  ainsi 


y  =  C^Cx^aC^-^^aCC—^^       1.2.3.4       '' 


.5 


1.2.3.4.5 


etc. 


(x*  X*  \  /  X*  X*  \ 

1  — -—H-  ,  ^  ^  ,  —etc.  1-+-C'(  a:— 7-^-5-*-T-Tr-=-T-i;— etc.  ) 
1.2      1.2.3.4  J         \       1.2.3      1.2.3.4.5  / 

/   X»  X»  \ 

-4.  d  I 1-  etc.  I . 

\1.2.3      1.2.3.4.5  J 

Cette  dernière  peut  se  mettre  sous  la  forme 

y  s=  C  cos  X  +  C  sin  X  —  a  (sin  x  —  x). 

Lorsque  pour  x  «=  0,  on  trouve  des  valeurs  infinies  pour  les  déri- 
vées, comme  il  arrive  dans  les  exemples  suivants  : 

ipt/         dv  d^y 
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on  fera  usage  de  la  formule  de  Maclaurin,  modifiée,  telle  qu'elle  a  été 

démontrée  au  N**  54  du  calcul  différenliel.  On  sait  que  si  l'on  repré- 

dy     d*y 

sente  par  i4,  i4',  A"^ les  valeurs  que  prennent  y,  -t^»  -t^»   etc. 

ax     dx* 

quand  on  y  fait  x  égal  à  une  constante  a  et  par 


(p)    ,    (Pl)    ,  etc. 
ce  que  deviennent  alors  les  dérivées  -r-^  >    -^ — ^  ,  etc.,  on  a 

fx  —  a]« 

/d^yX    (X  -^  g)-      /d"^^y\        (^-«^^      ,    ,t, 
Vdx7^i.2....n  ^  Vdx»+V^i.2....(»  +  i)      '''^' 

dans  laquelle  A,  A\  A"^  etc.  sont  les  constantes  arbitraires.  En  appli- 
quant cette  formule  au  second  des  exemples  précédents,  on  trouve 
pour  intégrale, 


etc. 


4® 


i. 2.3.4.5 


etc. 


(  /(^^      2(^)'       6(^*  \ 

il  et  il'    sont  les   deux  constantes  que  l'intégrale  doit  contenir. 


•  • 
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La  présence  de  cette  indéterminëe  a  est  utile  pour  rendre  les  séries 
très-convergentes;  ainsi  si  Ton  ne  doit  connaître  l'intégrale  que  pour 
des  valeurs  de  x  comprises  entre  deux  limites  a  et  b  par  exemple , 
si  Ton  ne  doit  connaître  la  forme  de  la  courbe  représentée  par  l'inté- 
grale que  dans  la  partie  comprise  entre  les  abscisses  a  et  b>  on  prendra 

X  —  et 

pour  a  une  moyenne  entre  ces  deux  limites,  ce  qui  rendra 

en  général  très  petit,  et  en  se  bornant  aux  termes  de  l'ordre  ( J  } 

/x  —  a\'       /x  —  a\* 

et  négligeant  les  termes  qui  contiennent  f j  >   i i  »  etc., 

il  viendra  j 

,_.[..^,._.,]...,.-.,[..îi^].  I 

203.  Intégration  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  —  ' 

La  longueur  des  calculs  dans  lesquels  on  est  entraîné  fait  souvent 
préférer  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Prenons  pour 
exemple  l'équation  dérivée  traitée  plus  haut 

Si  l'on  pose 

y^A-^Bx-hCx*-^  Dx*  -4-  Ex*  h-  Fx*  -4-  etc.  i 

et  qu'on  substitue  cette  valeur  de  y  et  celle  de -r-^ qu'on  en  déduit, 

dans  l'équation  proposée,  on  obtiendra  une  équation  en  x  seul  dont 
les  deux  membres  sont  rendus  identiques  en  posant 

2C=  — i4,     6D=:a  — iî,     42^  =  — C,     20F=  — Z). 

Il  est  visible  que,  quel  que  soit  le  nombre  de  termes  que  l'on  consi- 
dère, on  aura  toujours  deux  équations  de  moins  qu'il  n'y  a  de  coeffi- 
cients indéterminés;  deux  quelconques  d'entre  eux,  par  exemple, 
À  et  B,  restent  donc  arbitraires,  et  l'on  trouve 

^      ».      a  —  B      „       A       ^      B  —  a 


2  6  24  420 

54 
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Ed  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  précédent  de  Tiaté- 
grale,  on  arrive  au  même  résultat  que  ci-dessus. 

Lorsque  l'intégrale  peut  être  développée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x,  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  ne 
présente  d'autres  difficultés  que  celles  qui  résultent  de  la  longueur 
des  calculs  ;  mais  si  le  développement  est  impossible  sous  cette  forme, 
circonstance  dont  on  est  averti  par  des  contradictions  et  des  impossi- 
bilités dans  les  équations  de  condition,  ou  si  la  valeur  de  y  ne  con- 
serve pas  le  nombre  de  constantes  arbitraires  nécessaire,  la  marche 
suivie  plus  haut  a  besoin  d*étre  modifiée  suivant  les  circonstances. 
Cherchons!  par  exemple,  à  intégrer 

La  méthode  précédente  conduit  à  des  équations  impossibles  ;  mais  si 
Ton  fait 

y  =  Ax^  -H  BxP  -4-  Cx'^  -H  Dx^  -♦-  etc. 
et  qu'on  substitue  cette  valeur  dans  la  proposée,  on  aura 

a  («  —  i)  (a  —  2)...  (a  —  n  -4-  i)  i4x«  -+-  p  (p  —  1)  (p  —  2) ^x^ 

-+-  7  (y  —  1)  (7  —  2) (7  —  n  -+-  i)  Cx'^  -+-  etc. 

—  pAx^  —  pBxP  —  pCx"^  —  etc.  =  0, 
équation  qui  devient  identique  en  posant 

a(a_l)(a  —  2)...(a  — n  +  l)=p,     p  (p  -  1)  (p  — 2)...  (p-»-i- i)  =  p 


d'où  l'on  lire  pour  chaque  exposant  a,  p,  7, ,  n  valeurs  que  nous 

désignerons  par  a,  6,  c,  d,  ,,.  et  qui  sont  visiblement  les  n  racines  de 
l'équation  du  degré  n 

X  f X  —  1)  (x—  2)....  (x  —  »  -f-  \)  =  p; 

de  sorte  que  dans  la  valeur  de  y  il  ne  pourra  entrer  que  n  sortes  de 
termes,  les  uns  renfermant  x  à  la  puissance  a,  d'autres  à  la  puissance 
6,  d'autres  à  la  puissance  c,  etc.;  si  donc  on  réunit  tons  les  termes 
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semblables,  on  voit  que  la  valeur  de  y  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


y  =  ifx»  -^  Nx^  -H  Pxr  -+-  etc.  j 

qui  est  riutégrale  cherchée,  if,  N^  P,  Q,....  étant  les  n  constantes  ar*  ; 

bitraires.  Elle  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  qui  a  été  trouvée  au  ^ 

204.  Construction  géométrique  des  intégrales.  —  Lorsqu'une  inté- 
grale ne  doit  servir  qu'à  faire  connaître  la  forme  de  la  courbe  qu'elle 
représente,  il  est  souvent  plus  simple  de  construire  cette  courhe  direc- 
tement avec  l'équation  dérivée  sans  l'intermédiaire  de  l'intégrale, 
comme  on  l'a  déjà  fait  pour  les  équations  dérivées  du  premier 
ordre  (N®  440).  Cette  construction  est  possible  théoritiuement  quel  que 
soit  l'ordre  de  l'équation  dérivée,  en  employant  des  osculatrices  d'un 
ordre  convenable;  mais  nous  nous  bornerons  ici  aux  équations  du  second 
ordre.  On  considérera  la  courbe  comme  formée  d'arcs  de  cercle,  que  l'on 
tracera  comme  il  suit  :  traçons  une  suite  d'ordonnées  équidistantes  ap, 
6p',  cp"....  (fig.  45)  et  prenons  un  point  a  à  volonté,  ainsi  qu'une  droite 
at  considérée  comme  une  tangente  à  la  courbe  en  ce  point.  On  se 

dy 
donne  ainsi  pour  ce  point  Yx,  Vy  et  •—-*  Tirons  de  l'équation  donnée 

la  valeur  de  -7—  et  substituons  la  dans  l'expression  du  rayon  de  cour- 

(UCr 

dy 
bure,  ainsi  que  la  valeur  attribuée  ^-r--   Si  Ton  élève  au  point  a  une 

perpendiculaire  cu)  sur  al,  égale  à  l'expression  du  rayon  de  courbure, 

un  petit  arc  de  cercle  ab  décrit  avec  ce  rayon  et  limité  à  l'ordonnée 

f^b  pourra  être  considéré  comme  un  arc  de  la  courbe  cherchée.  Â 

l'extrémité  b  menons  une  tangente  bt!  à  cet  arc  a6,  mesurons  les 

coordonnées  du  point  6  ainsi  que  l'inclinaison  de  6^  sur  l'axe  des  X, 

dy 
ce  qui  fera  connaître  x,  y  et-ppour  le  point  6  et  l'on  déterminera 

rf«y 
comme  plus  haut  la  valeur  de  j^  correspondant  à  ce  point  et  par  suite, 

le  rayon  de  courbure  bo^  ainsi  que  l'arc  6c.  Cette  opération  répétée  un 
certain  nombre  de  fois,  fera  connaître  approximativement  la  courbe 
cherchée.  L'équidistance  des  ordonnées  ap,  bp'  cp"....  est  nécessaire, 
parce  que  le  dx  est  supposé  constant  dans  l'équation  dérivée  du 
second  ordre. 
Lorsque,  par  la  nature  de  la  question  ou  par  la  construction  précë- 


436  CHAPITRE   XV. 

dente,  on  connaît  à  peu  près  la  forme  de  la  courbe ,  on  peut  souvent 
faire  dans  Téquation  dérivée,  certaines  simplifications  qui  rendent 
l'intégration  possible.  Si  l'on  sait,  par  exemple»  que  la  courbe  à  laquelle 
appartient  l'équation 

c/x* 

ne  s'écarte  que  très  peu  de  l'axe  des  X,  on  en  conclura  que  --p  reste 

dx 

toujours  très  petit  et  peut  par  conséquent  être  néfjligé  devant  l'unité, 

ce  qui  réduit  cette  équation  à  la  suivante 

facile  k  intégrer. 

205.  Intégration  générale  des  équations  dérivées  simultanées.  — 
Jusqu'ici  on  ne  s'est  occupé  que  des  équations  dérivées  ne  renfermant 
que  deux  variables,  dont  une  indépendante.  Supposons  maintenant 
qu'elles  en  contiennent  un  plus  grand  nombre,  dont  une  seule  soit 
indépendante.  Il  est  évident  que  pour  que  cette  dernière  condition 
soit  remplie,  il  est  indispensable  que  l'équation  dérivée  ne  soit  plus 
unique,  mais  qu'il  y  en  ait  un  nombre  égal  à  celui  des  variables 
moins  une,  c'est-â-dire,  que  le  nombre  d'équations  soit  égal  à  celui 
des  variables  dépendantes.  L'ensemble  de  ces  équations  se  nomme 
équations,  simultanées. 

Proposons-nous  d'intégrer  un  pareil  système  d'équations,  c'est-a- 
dirc,  de  remonter  aux  relations  finies  qui  existent  entre  ces  variables, 
connaissant  certaines  relations  entre  leurs  dérivées.  Ces  intégrations 
sont  toujours  possibles  théoriquement,  c'est-à-dire,  qu'il  est  toujours 
possible  de  les  faire  dépendre  des  théories  exposées  plus  haut.  La 
méthode  générale  consiste  à  éliminer  les  variables  entre  les  équations 
de  manière  à  remplacer  celles-ci  par  un  égal  nombre  de  nouvelles 
équations  renfermant  chacune  la  variable  indépendante  et  l'une  des 
variables  dépendantes,  et  à  n'avoir  ainsi  à  intégrer  que  des  équations 
k  deux  variables.  Supposons  qu'il  y  ait  deux  équations  à  trois  varia- 
bles (x,  y,  z],  X  étant  la  variable  indépendante;  admettons  aussi  que 

d'^z     d^z 
les  dérivées  de  l'ordre  le  plus  élevé  de  z  soient -7— et  -r— ,  dans  les  deux 

ax*     ax"' 
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équations.  Si  Too  dérive  n'  fois  la  première  et  n  fois  la  seconde^  on 

aura 9  en  tout,  n-^-fif-^-^  équations^  y  compris  les  deux  proposées, 

dz  d*'*'"'j2 

qui  renfermeront  z  et  ses  dérivées  depuis  -r-  jusqu'à  -7 — r-r;  or,  comme 

entre  un  nombre  n-^nf  -^^  d*équations,  on  peut  éliminer  n  +  n'  +  1 

dz     d^z       d"+"'z 
quantités^  on  pourra  éliminer  Zy-yy  ti""  j — w®'*^  restera  une 

dx     dx*       ox"'^'^ 

équation  dérivée  entre  iy  et  x  seuls.  On  éliminera  ensuite  de  la  même 
manière  les  y  et  ses  dérivées,  ce  qui  conduira  à  une  seconde  équation 
en  z  et  X  seuls  et  ces  deux  équations  à  deux  variables  étant  intégrées, 
tiendront  lieu  des  intégrales  cherchées.  S'il  y  avait  trois  équations 
dérivées  à  quatre  variables  (x,  y,  z,  u),  on  pourrait  éliminer,  comme  on 
vient  de  le  voir,  entre  la  première  et  la  troisième,  puis  entre  la  pre- 
mière et  la  seconde,  la  variable  u  et  toutes  ses  dérivées.  On  serait  ainsi 
conduit  à  deux  équations  dérivées  en  (x,2/,  £)  entre  lesquelles  les  varia- 
bles y  eiz  pourront  être  séparées,  comme  on  vient  de  le  voir.  Au  lieu 
de  la  variable  11,  on  éliminerait  ensuite  z  et  ses  dérivées.  Les  deux 
équations  en  (x,  y^  u)  résultant  de  cette  élimination,  seraient  traitées 
comme  les  deux  précédentes  et  conduiraient  à  une  équation  dérivée 
en  u  et  x.  Les  trois  équations  dérivées  proposées  se  trouveront  ainsi 
remplacées  par  trois  équations  dérivées  à  deux  variables  chacune,  que 
l'on  intégrera  comme  il  est  dit  plus  haut.  Prenons  pour  exemple  les 
deux  équations  simultanées 

dx      ky  —  X     dy  y  -^  kx 

dz        l  —  z       dz  l  —  z 

que  nous  avons  trouvées  pour  la  spirale  conique (Ca/cti/  diff.  N^"  95).  Les 

dv     dx 
dérivées  de  ces  deux  équations  sont,  après  avoir  éliminé  ■^^^'jr* 

d^x  ,y-^kx      d^y x  —  ky 

En  éliminant  y  entre  la  première  et  la  troisième^  et  x  entre  la  deu- 
xième et  la  quatrième,  il  vient 
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dont  les  intégrales  ont  été  trouvées  plus  haut  (N"  20i).  On  trouve  de 
celte  manière  qu*cn  déterminant  les  constantes  arbitraires  par  la  con- 

au  même  point,  les  équations  de  la  spirale  conique  sont 

x  =  ^(^  — 2)sinlog^j— ^j,    y  ==  ^ (/ —  z) cos log  r ^— -^ j  . 

206.  Equations  linéaires  simultanées ,  à  coefficients  constants.  — 
La  méthode  précédente  est  générale;  mais  dans  les  applications,  on 
est  presque  toujours  arrêté  par  la  complication  des  équations  finales 
et  par  la  difficulté  de  les  intégrer.  Ce  n'est  que  pour  certaines  formes 
particulières  des  équations  dérivées  que  Ton  peut  espérer  terminer 
les  calculs;  ainsi  si  les  équations  sont  linéaires  par  rapport  aux  varia- 
bles dépendantes  et  leurs  dérivées,  c'est-à-dire,  si  celles-ci  n'y  entrent 
qu'à  la  première  puissance  sans  être  multipliées  entre  elles,  les  équa- 
tions finales  seront  elles-mêmes  linéaires  et  on  pourra  par  conséquent, 
profiter  pour  l'intégration  des  propriétés  dont  jouissent  ces  sortes 
d'équations. 

Lorsque  les  équations  simultanées  sont  linéaires,  du  premier  ordre 
et  à  coefficients  constants,  on  peut  obtenir  les  deux  intégrales  d'une 
manière  plus  simple;  soient  en  effet  les  deux  équations 

dx         dx 

dx  dx         '' 

dans  lesquelles  A^  J7,  C,  />,....  sont  des  constantes  et  JT,  X\  des  fonc- 
tions quelconques  de  la  variable  indépendante  x.  Multiplions  la  seconde 
par  un  coefficient  indéterminé  ^  et  ajoutons  la,  membre  à  membre,  à 
la  première  ;  il  viendra 

dx  dx 

ou  bien 

dy      B-^B'it(k      C-t-C>|        D-^iyiL^)_X-^X'ii^ 
li  "*"  A-^A'i».  dx  "^  A  -+-i4V  (  ^  "*"  C-hCV ^  |  ""  ^  -h  .4 >  ' 


i 
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Comme  le  facteur  [t  est  arbitraire,  on  peut  le  déterminer  par  la  con- 
dition que  f 

et  alors,  en  représentant  y  -*-  — — ~^z  par  r,  l'équation  devient 

dr      C-^Ca        X-^X'u. 

1 —r= 

dx      A-^A'[i.         i4-+-i4'fx 

que  nous  mettrons  sous  la  forme 

dr  -^  mrdx  =  Xf  dx. 

Celte  équation  différentielle  qui  est  linéaire  et  du  premier  ordre,  est 
toujours  intégrable  et  donne 

r  =  c-"*'  [fXf&^'dx -t-  £•); 

si  donc,  on  remplace  r  par  sa  valeur,  on  aura  pour  l'une  des  inté- 
grales cherchées, 

y  -+-  YTC^^  ""  ^'""'  (fX,e-^'dx  +  E). 

Quant  à  l'autre  intégrale,  remarquons  que  l'équation  de  condition  qui 
a  servi  &  déterminer  la  valeur  de  p,  conduit  à  une  équation  du  second 
degré  et  donne  par  conséquent  pour  fA  deux  valeurs  ^  et  ^^  dont 
chacune  fournit  une  intégrale  semblable  à  la  précédente.  En  représen- 
tant par  m,  m\  Xy  X\  les  résultats  de  leur  substitution  successive 
dans  meiX,^  les  deux  intégrales  seront 

Lé  -+-  Lé  if- 

Si  Ton  avait  trois  équations  entre  quatre  variables  (x,y,z,t/),  savoir  : 
dx  dx         dx 
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dx  dx         dx  ^ 

dx  dx  dx  ^ 

Aj  Bf  Cj étant  des  coefficients  constants  et  X^  X\  X"  des  fonctions 

quelconques  de  la  variable  indépendante  x,  on  multiplierait  la  seconde 
et  la  troisième  parles  facteurs  indéterminés  fA  et  f^',  puis  en  ajoutant 
membre  i  membre,  on  trouverait 

[A  -4-  A'vi  -+-  A" A ^^{B  +  Bffi-^ Bfy!)  J- + (C+  Cu-^Ca') ^ 

uX  uX  OX 

-H  (z>  -h  iyiL-^iy'iif)y  -*-(£•-*-£*,*+ Ey)z 
-^{F-^  FV  -+-  FV)  w  =  z  -4-  jrv  -H  xy, 

ou  bien 

dy     B-^B^jL-^B^i/  dz      C-^-Cyi-^  Cy  du      D-^  U^-^iy'^' 

5x  "*"  i4  -f-  ^  V  -^  ^  V  rfx  "*"  i4  -t-  ^  V  -f«  il  V  di  "*"  JTlyny  ^ 

puis  en  déterminant  fA  et  p'  par  les  deux  conditions 


u 


^-+-iéV-4-4y~z>-4-z>'pi-H/)'y'  TT'ïïv^irpy""/) -*-/>>  4- zTfi' 

et  en  représentant  par  r  la  fonction 

E  -^Pu-¥-  Fy         F  -4-  Fa  +  ry 

V  H ^ —  Z  H ■ —  U. 

^    D-^iy^L^ uy      D-^iy^-^iyy  ' 

l'équation  différentielle  prendrait,  comme  précédemment,  la  forme 

dr -*- mr  dx= -ï'^rfx 

qui  aurait  encore  pour  intégrale 

r^e-^'  (fX,  e'^dx  -h  E). 

Remarquons  que  les  deux  équations  qui  servent  à  déterminer  ft  et  /, 
conduisent  par  l'élimination,  à  deux  équations  du  troisième  degré,  l'une 


k 
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en  fA  et  l'autre  en  i*fy  comme  on  peut  s'en  assurer,  et  donnent  par  con- 
séquent trois  systèmes  de  valeurs  pour  ces  facteurs.  En  désignant  par 
m',  m",  m'",  r',  r",  r"',  et  Z/,  JT/',  JT/",  les  trois  valeurs  des  fonctions 
représentées  par  m,  r  ei  X^^  on  aura  enfin  pour  les  trois  intégrales, 
après  avoir  mis  pour  r  la  fonction  en  y,  z,  ti  qu'elle  représente, 

r'  =  e-^'  (fX;e^''dx  -*-£),    r"  =  e-«"'  [fX;'e^"'dx  -+-  J?') , 

Une  marche  analogue  fera  connaître  les  intégrales  pour  les  équations 
simultanées  d'un  plus  grand  nombre  de  variables. 

On  serait  arrivé  aux  intégrales  de  ces  mêmes  équations,  en  effec- 
tuant l'élimination  par  la  méthode  générale  (N^  205)  et  en  faisant 
usage  pour  l'intégration  des  propriétés  des  équations  dérivées  linéaires 
démontrées  au  N"*  198. 

207.  Cas  des  racines  égales.  Dérivation  sous  le  signe.  —  Lorsque 
les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de  fx,  pi',....  ont  des  racines  égales, 
la  méthode*  précédente  devient  insuffisante;  car,  pour  le  cas  de  deux 
variables  dépendantes,  par  exemple,  si  les  deux  valeurs  de  fi  sont  égales, 
il  est  clair  que  m  et  m!  se  confondront  ainsi  que  X^  et  X/*,  les  deux  inté- 
grales seront  donc  identiques  et  n'en  formeront  plus  qu'une  seule.  Pour 
trouver  alors  la  seconde  intégrale,  considérons  la  première,  savoir 

y  -*-  77— F,-  z  —  e— '  (/  Jr,  e-«  dx  H-  £)  =  0 

comme  étant  une  équation  en  fA.  Il  résulte  du  théorème  des  racines 
égales  généralisé  et  étendu  à  une  fonction  quelconque  ^*\  qu'en  géné- 


(*)  SoU  f{i*)  une  fonction  quelconque  contenant  fA.  Supposons  que  celle-ci  soit 
nulle  pour  deux  valeurs  de  fx  représentées  par  fA  et  pi  +  h.  On  aura  h  la  fois 

/^(pi)=0,    Af*  +  ^)  =  0 
et  comme  on  a,  0  étant  compris  entre  zéro  et  Tunité, 

/•(pL^A)=Api)-+-Ar{f*-^eA), 

les  deux  équations  deviennent 

/•Oi)=o,  /'(pi-+.eA)=o 

qui,  lorsque  les  deux  valeurs  de  fx  sont  égales  ou  lorsque  h  est  nul,  se  réduisent 
aux  deux  suivantes 

/•((t)=o,  nrt=o- 

55 
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rai,  si  une  équation  est  satisfaite  par  deux  valeurs  d'une  quantité,  la 
dérivée  de  cette  équation  prise  par  rapport  à  cette  quantité  est  aussi 
satisfaite  lorsque  ces  deux  valeurs  deviennent  égales.  Si  donc  on  dérive 
l'intégrale  précédente  par  rapport  h  p,  on  obtiendra  la  seconde  inté- 
grale cherchée.  Cette  dérivation  peut  se  faire  dans  chaque  cas  particu- 
lier, lorsque  rinlégraley*^^e"*'({a7  a  été  trouvée;  mais  on  peut,  saos 
assigner  à  X^  une  valeur  particulière  et  sans  effectuer  rintégration, 
dériver  la  fonction  par  rapport  à  une  lettre  n  placée  sous  le  signe 
d'intégration,  opération  qui  se  désigne  sous  le  nom  de  dérivation  ou 
différenciation  sous  le  signe;  eu  effet,  soit 

/  f{Xy  ft)  dx 

une  intégrale  indéfinie  dans  laquelle  {x  est  une  certaine  quantité  indé- 
pendante de  X  et  comprise  d'une  manière  quelconque  dans  la  diffé- 
rentielle f(xy  fx)  dxi  la  dérivée  par  rapport  i  fx  de  cette  intégrale  n'est 
autre  chose  que  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 

ff(Xy  fx  -^  ft)  rix  —  ff{x,  il)  dx  ^  f  [f{x,  fx  +  /i)  —  f{x,  fx)]  j^ 


lorsque  h  converge  vers  zéro,  et  il  est  visible  que  cette  limite  est 
[JA^-lIcIx;   la  dérivée  par  rapporta  fx,  de  ff{Xy\!)dx  est  donc 

\       ,       rfx,  d'où  résulte  ce  théorème  :  Pour  dériver  une  intégrak 

indéfinie  qui  n'est  qu'indiquée,  par  rapport  à  une  lettre  indépendante 
de  la  variable  et  comprise  dans  la  différentielle  sous  le  signe  d'in- 
tégration, il  faut  dériver  sous  le  signe  par  rapport  à  cette  lettre. 
Il  suit  de  là  que,  si  l'on  dérive  l'intégrale  des  équations  simultanées 
par  rapport  à  fx,  en  observant  que  m  et  X,  sont  des  fonctions  connues 
de  cette  lettre,  et  que  la  constante  arbitraire  E  peut  contenir  fx  d'une 
manière  quelconque,  on  aura  pour  deuxième  intégrale  des  deux  équa- 
tions simultanées 

/Cdm^  ,        (dX,       ^        dE\ 


($f-' 


)  rfc         rf^y 
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(lE 

que  Ton  peut  mettre  sous  cette  autre  forme,  en  observant  que  -7-^  est 
aussi  une  coostante  arbitraire  que  Ton  peut  représenter  par£',  ^*^ 


(c  +  cvv 


z  =  e 


i—mM 


^--f-Kf*^'')-'" 


dm     ^  --       , 


Ciy  —  CD        dm 

z 


ou  bien  en  remplaçant  £  par  sa  valeur  tirée  de  la  1'"  intégrale, 

(c^c'^f     dii.^y'^'cTc^^J 

==e--AE'-^{(^^^xAe-'dx 

Cette  équation  est  la  seconde  intégrale  des  deux  équations  dérivées 
simultanées  proposées  ;  E  et  E'  sont  les  deux  constantes  arbitraires 
quelles  doivent  contenir.  Pour  les  équations  dérivées  contenant  plus 
de  trois  variables,  on  suivra  une  marche  analogue.  Si  les  produits  B'C 
et  A^iy  étaient  égaux,  Téquation  qui  donne  la  valeur  de  ft  se  réduirait 
au  premier  degré;  mais  on  sait  que  dans  ce  cas  la  seconde  racine  est 
infinie  et  les  valeurs  de  m',  X/y  et  le  coefficient  de  z  dans  la  i'^  intégrale 

c   X'    ry 

deviennent  --r  9  -77  '  7;;  »   <^c  sorte  que  la  seconde  intégrale  est  alors 
A       A       C 

y -^  ^^  =  e"~^  V-J;j  JT'e^"  rfx -4- £'V 

208.  Intégration  des  équations  linéaires  simultanées  d'un  ordre 
quelconque.  —  L'intégration  d'un  système  d'équations  linéaires  simul- 
tanées à  coefficients  constants  et  d'un  ordre  quelconque  peut  être 
ramenée  au  cas  précédent;  car  si  l'on  a 

dx*         dx*         dx         dx     ^y^*^^      ^' 
ax'         ax*  ax  ax 


(•)  Les  deux  quantités  JF  et  £'  ont  des  valeurs  entièrement  arbitraires,  quoique  £' 
soit  la  dérivée  de  £,  car  on  peut  ajouter  à  la  fonction  E  tclie  constante  absolue  que 
l*oD  veut,  sans  que  R'  cesse  d^étre  la  dérivée  de  E. 
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en  posant 

dy  dz 

les  deux  équations  sont  remplacées  par  les  suivantes  : 

À-^-*-  B^-t-Cp  +  Dq -i-Ey-t-Ft  =  A', 

qui  sont  linéaires  et  du  premier  ordre  h  quatre  variables  dépendantes 
y»  ^9  p?  9*  Après  avoir  trouvé  les  quatre  intégrales,  on  ëliminera  entre 
celles-ci  les  quantités  j)  et  f ,  ce  qui  conduira  à  deux  équations  en  s,yi^ 
qui  seront  les  deux  intégrales  cherchées. 
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Intégration  des  équations  différentielles  renfermant  plusieurs  variables  indépen- 
dantes. —  Différentielles  totales.  Conditions  d^intégrabilité.  —  Intégration  d*une 
équation  différentielle  totale  renfermant  plusieurs  variables  indépendantes.  — 
Exemples  d*intégration.  —  Cas  où  IVquation  différentielle  totale  ne  satisfait  pas 
à  la  condition  d^intégrabilité.  —  Intégration  des  équations  différentielles  totales 
qui  passent  le  premier  degré.  —  Cas  où  Ton  ne  connaît  qu^une  seule  dérivée  par- 
tielle. —  Equations  aux  dérivées  partielles.  Elles  ont  toujours  une  intégrale.  — 
Élimination  des  fonctions  arbitraires.  —  Intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  degré  et  du  premier  ordre.  —  Vérification  de  Pintégrale. 
—  Exemples  dMntégration.  Applications  géométriques.  —  Détermination  des 
fonctions  arbitraires.  —  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  et  de  forme  quelconque.  —  Solutions  singulières  des  équations 
aux  dérivées  partielles.  —  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  des 
ordres  supérieurs.  —  Intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
à  coefficients  constants.  —  Intégration  des  équations  linéaires  à  coefficients  va- 
riables. —  Intégration  par  les  séries. 

209.  Intégration  des  équations  différentielles  renfermant  plusieurs 
variables  indépendantes.  —  Nous  considérerons  dans  ce  chapitre  des 
équations  dérivées  renfermant  une  seule  variable  dépendante  z  et 
deux  variables  indépendantes  x  et  y.  Comme  la  variable  dépendante  z 
peut  être  dérivée  par  rapport  à  l'une  ou  l'autre  des  variables  indé- 
pendantes [Xy  y),  on  aura  deux  sortes  de  dérivées  du  premier  ordre 

-T-  et  —  que  nous  avons  déjà  appelées  les  dérivées  partielles  de  la 

fonction  z ,  ou  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre   et  ainsi    de 
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suite.  II  se  présente  trois  cas.  Oq  peut  se  proposer  de  remontera  la 
fonction  primitive,  connaissant  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  d'un 
certain  ordre,  ou  lorsque  quelques-unes  d'entre  elles  sont  données, 
ou  enfin  lorsqu'on  ne  connaît  la  valeur  d'aucune  d'elles,  mais  qu'une 
relation  entre  ces  dérivées  est  donnée.  Nous  examinerons  successive- 
ment chacun  des  trois  cas. 

210.  Différentielles  totales.  Conditions  d'intégrabilité.  —  Connaître 

dz  dz 

les  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  —  =  M^  —  =  TV,  ou  les 

ci*jz  d^z  d^z 

trois  dérivées  du  second  ordre  -=—  =  /?,     .    ,   =5,    -7-:  =  ^  ^^ 

ox*  dxdy  dy* 

remonter  de  ces  dérivées  à  la  fonction  primitive,  cela  revient  évidem- 

ment  à  intégrer  les  équations  difTérentielles  totales  du  premier  ou  du 

second  ordre 

dz  =  Mdx  -t-  Ndy ,     d^z  =  Rdx"^  -i-  "ISdxdy  -f-  Tdy* 

puisque  les  fonctions  if,  iV,  A,  5,  T  ne  font  qu'occuper  la  place  des 

,,  .   ,  ,  ..     dz     dz     d^z      d^z      d*z  .       ,       ,._,       .  ,, 

dérivées  partielles -r  >  -r^»   -r-r»    ,    ,   >  -7-7  dans  les  différentielles 

dx     dy     ax*     dxdy     oy* 

totales 

,       dz  .        dz  .         ,.        d^z  ,  .      ^   rf*«    ,    ,        d*«f  * 
dz^-T-dx  -¥-  -j-djjy     a*r=-7-rda;*-f-  2  ,    ,    dxdy  -H-r-ray*. 
dx  dy   -^  dx*  dxdy       ^      dy*  ^ 

De  semblables  équations  différentielles  ne  sont  pas  toujours  possibles, 

dz       dz 
c'est-à-dire  que  si  l'on  attribue  à  -7-  et  -r-  des  valeurs  M  ci  N  quel- 

dx       dy 

conques,  Mdx  +  Ndy  pourrait  bien  ne  pas  représenter  la  différen- 
tielle totale  dz  d'une  fonction  z  des  deux  variables  indépendantes  (x,y]; 

dz       dz 
car  on  a  vu  qu'il  doit  exister  pour  cela  entre  les  dérivées  -r-  et  — 

dx       ay 

la  relation 


<S)  'O 


dy  dx 

et  que  par  conséquent  on  doit  avoir  identiquement 

dM_dN 
dy       dx 
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dz       dz 
condition    indispensable  pour  que  les  valeurs  Jlf  et  iV  de  -r-  et  — 

puissent  appartenir  à  la  même  fonction  primitive.  Si  if  et  iV  ren- 
fermaient la  variable  dépendante  z,  comme  -r-ti-r-  sont  les  dëri- 

dy       dx 

vées  de  Jf  et  de  iV  prises  par  rapport  à  tous  les  y  et  par  rapport  à  tous 

„       .   ^    .     ^    .        dM      dMdz         dN     dN  dz       , 
les  X ,  celles-ci  deviendraient  -^ — i — r-  -7-  et    -- — h  -=-  -7-  et  la 

dy        dz  dy  dx       dz  dx 

condition  d'intégrabilitë  serait 

dM      dMdz      dN     dN  dz 


> 


dy        dz  dy       dx       dz  dx 

dz      dz 
ou  bien  en  remplaçant  j—  ^^  T"  P*^^  ^^"^  valeur, 

dx      dy 

dM      ^,dM      dN         dN 
dy  dz        dx  dz 

L'ëqualion  différentielle  totale  du  premier  ordre  à  trois  variables  se 
présente  souvent  sous  la  forme 

Pdx  -♦-  Qdy-^  Rdz  =  0  ; 

pour  avoir  dans  ce  cas  la  condition  d'intégrabilité^  il  suffit  de  remar- 
quer que,  puisqu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

P  Q 

il  faut  remplacer  M  et  N  par  — —et  —  —  et  Ton  trouve 

R  R 


<^§)*<ë-ï)-(f-S)-»- 


Les  équations  différentielles  totales  du  second  ordre  et  des  ordres  plus 
élevés  conduisent  à  des  conditions  analogues,  auxquelles  nous  ne 
nous  arrêterons  pas. 

Le  même  raisonnement  fait  voir  que  quand  if,  Ny  P  représentent 
les  valeurs  des  dérivées  partielles  d'une  fonction  u,  par  rapport  h 
trois  variables  indépendantes  (x,  y^  z),  c'est-à-dire,  quand  on  a 

du  =  Mdx  -4-  Ndy  -+-  PdZy 


448  CHAPITRE    XVI. 

cette  équation  n'est  possible  que  si  ces  fonctions  satisfont  aux  équations 

de  condition 

dM_dN     dM_dP^     dN^^dP 
dy       dx      dz       dx      dz       dy 

211.  Intégration  d'une  équation  différentielle  totale  renfermant 
plusieurs  variables  indépendantes.  —  Pour  intégrer  le  système  des 
deux  équations 

dx  dy 

satisfaisant  k  la  condition  d'intégrabilité,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
pour  intégrer  l'équation  différentielle  totale 

dz  =  Mdx  -4-  Ndy , 

dz 
remarquons  que  la  dérivée  partielle  —  ayant  été  prise  en  traitant  y 

dx 

comme  constante  dans  l'équation 

dz 
dx 

il  faut  intégrer  celle-ci  en  considérant  x  et  z  comme  seules  variables; 
mais  la  constante  arbitraire,  au  lieu  d'être  une  constante  absolue, 
pourra  être  une  fonction  quelconque  Y  de  la  variable  y;  cette  inté- 
grale sera  donc  de  la  forme 

F(x,y,z)H-y  =  0, 

F{Xy  y,  z)  étaut  une  fonction  connue  de  [x,  y,  z).  On  déterminera 

dz  .,         . 

ensuite  Y  de  manière  que  la  valeur  de  -r-  tirée  de  cette  dernière  soit 

égale  à  N,  Pour  cela  on  différenciera  cette  intégrale  par  rapporta  y, ce 
qui  donne 

dF      dF      dFdz_ 

dy       dy      dz  dy 

dz 
et  en  remplaçant  -=-  par  Ny  il  vient 
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C  étant  une  constante  arbitraire  absolue,  puisqu'elle  ne  peut  contenir 

dF      dF 
ni  X  ni  y.  La  fonction  - — h  —  JV  placée  sous  le  signe  d'intégration  »  ne 

renferme  que  la  seule  variable  2^ ,  si  la  condition  d'intégrabilité  est 
satisfaite;  car,  de  ce  que  Ton  a 

F{x,y,z)^^Y, 

Y  ne  renfermant  ni  x  ni  z^  il  résulte  que  l'on  a  aussi  en  dérivant  par 
rapport  à  x , 

dF     dF(fe 

dx      dz  dx 


-jr-v:==0, 


et  en  dérivant  une  seconde  fois  par  rapport  i  y^ 

d*F        d^F  dz      dz/d^F      d^F  dz\      dF   d}z 


dxdy      dxdz  dy      dx  \dzdy 


dz^  dy)      dz  dxdy 


Or»  si  l'on  dérive  par  rapport  à  x  la  fonction  placée  sous  le  signe  d'in- 
tégration et  qu'on  tienne  compte  de  la  condition  d'intégrabilité 


dM     dN  d^z        dH 

ou 


dy       dx  dxdy     dydx 

ainsi  que  des  identités 

d*F       dl^F 
dxdz     dzdx 

on  trouvera  identiquement  le  même  résultat  que  ci-dessus.  Cette  der- 
nière dérivée  par  rapport  à  x  est  donc  nulle  et  par  conséquent  ni  la 
variable  x  ni  la  variable  z  qui  contient  x  implicitement,  n'y  sont 
renfermées. 
Cette  remarque  est  une  nouvelle  preuve  que  l'équation  de  condition 

-^--=3---  est  nécessaire  pour  que  l'équation  différentielle  ait  une  in- 
dy       dx 

tégrale  et  en  outre,  que  l'intégrale  existe  dès  que  l'équation  de  condi- 
tion est  satisfaite. 

Slâ.  Exemples  d'intégration.  —  Prenons  pour  exemple 

(x  -4-  y)  dz  -»-  (x  -4-  z)df/  -H  (y  -+-  Jj)  dx  =  0 

56 
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qui  satisfait  à  la  condition  dMotëgrabilité.  On  a  donc 

dz           y  -^  ^       3,  ^        dz  dx 

=  — ^^ ;    d'où  


dx  x-hy  y-i-z  X  -^  y 

et  log  [x  -*-  z)  =  —  log  («  -+-  y)  -f-  log  y     ou    (y  -t-  z)  (x  +  y)  =  Y. 

On  lire  de  là 

dF  ^  dF 

2y-x-z,     ^ x-y 

et  comme  il  résulte  de  Téquation  différentielle  donnée  que  Ton  a 

dz  X  -4-  2 

dy~      x-4-y' 
on  trouve 

f  =2y    et    r  =  y«-HC; 

rintégrale  cherchée  est  donc 

(y  -*-  z)  (x  H-  y)  =  y*  -4-  C    ou  bien    xy  -h  x  z  h-  yz  =  C. 

Gomme  il  est  indifférent  de  prendre  x,  y  ou  z  pour  variable  dépen- 
dante dans  réquation  différentielle  totale  du  premier  ordre 

Pdx-^  Qdy  -^Rdz  =  0, 

on  choisit  celle  des  trois  variables  pour  laquelle  Tintégration  est  la 
plus  simple. 

On  arrive  d*une  manière  plus  expéditive  à  l'intégrale  toutes  les 
fois  que,  au  moyen  d'un  facteur  commun,  ou  parvient  à  séparer 
les  trois  variables  ou  i  décomposer  la  différentielle  donnée  en  plu- 
sieurs groupes  de  termes  formant  chacun  une  différentielle  exacte; 
on  démontre  même  que,  lorsque  l'équation  différentielle  totale  satisfait 
à  la  condition  d'intégrabilité,  un  semblable  facteur  existe  toujours, 
quoiqu'il  soit  souvent  difficile  de  le  déterminer.  Ainsi  dans  l'exemple 
suivant  : 

(x*  -h y*) dz=^{z  —  o) {xdx  -f- ydy), 


CALCUL    INTÉGRAL.  ^^^ 

en  multipliant  par  r-z ^n ^  >   on  peut  écrire  l'équation  diffé- 

(a:«  ^  y«)  («  —  a) 

rentielle  sous  cette  forme 

dz        xdx  -+■  ydy 
z  —  a        X*  -+-  y* 

dont  les  deux  membres  sont  des  différentielles  totales  exactes.  L'inté- 
grale est 

(z  — a)«=C(x«-4-y«). 

Certaines  transformations  sont  quelquefois  nécessaires  pour  rendre 
la  fonction  Y  introduite  par  l'intégration ,  indépendante  des  deux 
variables  x  et  z.  L'équation  différentielle  suivante  offre  un  exemple 
de  ce  cas.  Soit 

(2x2  -h  2»)  dx  -4-  ^yzdy  —  2(x«  -♦-  y*  -♦-  b^)dz  =  0 

qui  satisfait  i  la  condition  d'intégrabilité.  En  prenant  z  pour  variable 
dépendante,  il  vient 

dz  yz 

dy      X*  -h  y*  -h  6' 

dont  l'intégrale  est 


—  A, 

(y«  +  X*  -+-  V^Y 

dans  laquelle  X  représente  une  fonction  de  x  seul.  En  dérivant  par 
rapport  à  x,  on  a,  attendu  que  z  est  fonction  de  x, 

(x«-4-y«-»-6«)*5-— xz(x*-4-y«-+-6«)   » 


dX       ^      ■  ^     ■  ^  ^    dx 


dx  X*  -*-  y'  -♦-  6* 

dz  ^Z-^-Z^  VAnv*9kllM\ 

et  en  remplaçant  x  P*'  ®*  valeur  donnée  g/^^^yi^fc^)  '   *  «4"»"*»" 
dérivée  se  réduit  J^ 


d£ ^ 

dx 


-¥' 


2  (x«  -*-  y*  -+-  *•)* 
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d'où  Ton  devrait  par  une  quadrature,  tirer  la  valeur  de  X^  quadrature 

impossible,  parce  que  la  valeur  de  la  dérivée -j- reuferme  les  trois 

variables  (x,  y,  z)j  quoique  Ton  soit  certain  que  X  ne  doit  être 
fonction  que  de  x  seul.  Pour  lever  cette  difficulté,  il  suffit  d'élimiocr 
y  o\xz  entre  cette  dernière  et  la  valeur  de  X\  il  vient  alors 

-j-  =  -a',     d'où      v;t  =  s»^>     cl    Jr*== -; 

dx       2      '  A^»       2  X  -4-  C 

rintégrale  cherchée  est  donc 

xz*  -4-  x'  -♦- 1/*  +  6* 


z* 


-*-C=0. 


Tne  marche  analogue  conduirait  à  la  fonction  primitive,  dont  les  trois 
dérivées  partielles  du  second  ordre  seraient  connues. 

2i5.  Cas  où  Inéquation  différentielle  totale  ne  satisfait  pas  d  la 
condition  dHntégrabilité.  — Si  une  équation  différentielle  totale  à  trois 
variables  ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrabilité,  il  faudrait  en 
conclure  que  cette  équation  prise  isolément  et  considérée  comme  ren- 
fermant deux  variables  indépendantes,  est  impossible,  ou  en  d'autres 
termes,  qu'il  n'existe  pas  de  surface  jouissant  dans  tous  ses  points  de 
la  propriété  exprimée  par  l'équation  différentielle.  Celle-ci  ne  prend 
une  signification  qu'en  admettant  qu'elle  appartient  à  un  système  de 
deux  équations  simultanées  dont  une  seule  est  donnée,  tandis  que 
l'autre  reste  arbitraire;  c'est-i-^ire,  que  la  propriété  ne  peut  subsister 
que  pour  une  courbe  dans  l'espace,  dont  l'une  des  équations  est  arbi- 
traire. Pour  intégrer,  on  devrait  même,  à  défaut  de  cette  seconde 
équation,  admettre  entre  les  trois  variables  ou  entre  deux  d'entre  elles 
une  relation  quelconque,  ce  qui  permettrait  d'éliminer  une  variable 
de  l'équation  différentielle  donnée  et  rendrait  l'intégration  possible. 
L'exemple  géométrique  suivant  éclaircira  cette  remarque.  Supposons 
que  l'on  demande  l'équation  de  la  surface  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété, que  si  en  un  point  quelconque  on  mène  des  tangentes  aux 
sections  parallèles  aux  plans  des  XZ  et  des  YZ,  les  deux  sous -tangentes 
correspondantes  soient  respectivement  proportionnelles  à  l'y  et  à  l'x 
du  point  de  contact.  On  est  conduit  aux  deux  équations  de  condition 

z  z  dz        z        dz       z 


--p.  =  fntf       — —  ==yix      ou      -î-= — >     -1- 

dz  dz  dx      my      dy 

dx  dy 


—  » 
nx 
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el  ]'équation  différentielle  totale  de  la  surface  devrait  être  de  la  forme 

dz=  —  dx  H dy. 

my  nx 

Comme  cette  équation  n'est  pas  une  différentielle  totale  exacte,  on  en 
conclut  qu'il  n'existe  pas  d'équation  primitive  à  deux  variables  indé- 
pendantes qui  y  satisfait,  c'est-à-dire,  qu'aucune  surface  ne  jouit  de 
la  propriété  indiquée.  Toutefois,  il  en  existe  une  qui  jouit  de  celte 
propriété  non  pas  dans  tous  ses  points,  mais  le  long  d'une  certaine 
courbe  qui  y  est  contenue  et  dont  on  peut  se  donner  la  projection,  ou 
que  l'on  peut  assujettir  à  se  trouver  dans  une  surface  donnée;  puisque 
en  établissant  une  relation  quelconque  entre  (x,  y,  z),  les  variables  x 
et  y  eessent  d'être  indépendantes  et  l'équation  différentielle  précé- 
dente devient  intégrable.  La  courbe  représentée  par  cette  intégrale  et 
par  cette  relation  est  visiblement  la  courbe  cherchée.  Ainsi,  si  l'on 
prend  pour  relation  entre  (x,  y,  z)  l'équation  du  paraboloïde  hyper- 
bolique 

r  =  axy, 

l'équation  différentielle  totale  devient 


dont  l'intégrale  est 


dz  =a  —  xcfx  -4-  -  ydy 


ox'      aiy*      - 


2m      2n 


et  cette  équation  jointe  à  celle  du  paraboloïde  hyperbolique  déter- 
mine la  courbe  le  long  de  laquelle  la  surface  cherchée  jouit  de  la  pro- 
priété énoncée  plus  haut.  En  éliminant  z,  on  trouve  pour  la  projection 
de  la  courbe  sur  le  plan  XY , 

x«      t/«      26 

m      M       a 

qui  représente  une  section  conique. 

214.  Intégration  des  équations  différentielles  totales  qui  passent  le 
premier  degré,  —  Dans  les  numéros  précédents  on  ne  s'est  occupé  que 
de  l'intégration  des  équations  différentielles  totales  du  premier  degré 
ou  de  la  forme 

dz  =  Mdx  -*-  Ndy ,     d*z  =  Rdx*  -^  ^Sdxdy  -4-  Tdy* 
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satisfaisant  ou  ne  satisfaisant  pas  aux  conditions  d*intégrabîlitë.  Sup- 
posons maintenant  que  la  diffdrentielle  totale  dz,  cl%....  de  la  variable 
dépendante  z  soit  élevée  à  une  puissance  supérieure  à  la  première. 
L'équation  prend  alors  la  forme 

Pdz^  -+-  Qdy^  -^Rdx*-^  Sdzdy  -4-  Tdzdx  -♦-  Udxdy =0,     P  [d^z^  -»-  etc. = 0 

et  est  dite  du  second,  troisième  etc.  degré.  Elle  ne  peut  être  considérée 
comme  déduite  d'une  équation  primitive  contenant  deux  variables 
indépendantes  (x,  y) ,  que  si  elle  s'accorde  identiquement  avec  une 
certaine  équation  différentielle  totale  exacte 

dz  =  Mdx  -4-  Ndyy 

c'est-à-dire^  si  en  remplaçant  dz  par  la  valeur  précédente,  et  égalant 
à  zéro  les  coelBcients  de  tous  les  termes  semblables,  on  peut  déduire 
de  ces  équations  de  condition  des  valeurs  de  if  et  iV*  satisfaisants 
l'identité 

dM      dN 

dy       dx 

Mais  il  est  visible  que  si  l'on  attribue  aux  coefBcients  P,  Q,  i{,....des 
valeurs  arbitraires,  ces  conditions  en  général  ne  seront  pas  remplies 
et  que  par  conséquent  les  deux  variables  (a;,  y)  ne  seront  pas  indé- 
pendantes. L'intégrale  ne  s'obtiendra  dans  ce  cas  comme  plus  haut, 
qu'en  admettant  qu'il  existe  entre  ces  deux  variables  une  relation  qae 
l'on  peut  prendre  à  volonté, 

/Ky)  =  0,    dy=pdx. 

Alors  l'équation  différentielle  totale  devient,  en  remplaçant  yeidy 
par  leur  valeur, 

Pdz*  -♦-  Qp^dx*  -*-  Rdx*  -4-  Spdzdx  h-  Tdzdx  -*-  Updx*  =  0, 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  dz  qui  sera  de  la  forme 

dz  =  W.  dx , 
TF  étant  une  fonction  connue  de  x  et  jc  seulement,  parce  que  les  y  et 

les  p  ou  —  peuvent  être  remplacés  par  leur  valeur  en  x.  L'intégrale 

de  cette  dernière, 

F(X,2)=:0 


CALCUL   I.NTÉCRAL.  455 

jointe  à  réquation 

f{x,y)  =  0 

sera  la  solution  cherchée. 

ai  5.  Cas  où  l*on  ne  confiait  qu'une  seule  dérivée  partielle.  —  Sup- 
posons que  l'on  ne  connaisse  qu'une  des  dérivées  partielles  -j-  et 
posons 

Comme  cette  dérivée  a  été  obtenue  en  traitant  y  comme  constant, 
il  faut  intégrer  dans  la  même  hypothèse  et  considérer  la  constante 
arbitraire  comme  une  fonction  arbitraire  de  cette  variable  ;  on  a  donc 
pour  intégrale  complète  de 

'g  =  f{x,y,z), 

savoir  : 

fy  étant  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  y  seule.  Les  équations 

dz  dz        ^        ^      dz  ^ 

dx        ^     dx  dy 

conduiaent  aux  intégrales 


.3 


X  I 

Les  mêmes  calculs  conduisent  à  l'intégrale,  connaissant  une  dérivée 
partielle  d'un  ordre  supérieur.  Par  exemple 

d^z 

conduit  à 

_=-^ y*x-4-?y,    z=— -^-i-x^y-h^^y, 


t 
v« 


k 
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?!/  et  -^y  étant  deux  fonctions  arbitraires  de  y.  De  même 


dxdy 


axy 


donne 


dz      ax«y  ax*y« 


ou  plutôt 


•Sut 


ax"t/' 


puisque  ^y  étant  une  fonction  quelconque  de  y,  f^ydy  est  elle-méiDC 
une  fonction  arbitraire  7'  de  cette  variable. 

216.  Équations  aux  dérivées  partielles*  Elles  ont  toujours  une 
intégrale.  —  Passons  enfin  au  troisième  cas  et  supposons  que  Ton  ne 
connaisse  la  valeur  d'aucune  dérivée  partielle,  mais  que  l'on  ait  une 
relation  entre  un  certain  nombre  d'entre  elles  et  les  variables  (x,y,  z), 
relation  que  nous  désignerons  en  général  par 

-/  dz     dz     d^z       \ 

On  appelle  encore  intégrale ^  l'équation  primitive  qui  y  satisfait  et  la 
recherche  de  cette  intégrale  fait  plus  particulièrement  l'objet  de  la 
branche  importante  d'analyse  qui  traite  de  Vintégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles.  Avant  de  nous  occuper  des  différentes  métho- 
des d'intégration,  il  importe  de  démontrer  à  priori  qu'à  une  équation 
quelconque  aux  dérivées  partielles,  correspond  nécessairement  une 
équation  primitive  ou  une  intégrale  avec  deux  variables  indépen- 
dantes (x,  y),  et  une  variable  dépendante  z,  de  la  forme 

Pour  le  faire  voir,  observons  qu'une  fonction  quelconque  F  en  (x,  y] 
peut  être  conçue  développée  suivant  les  puissances  entières  et  ascen- 
dantes de  X,  de  sorte  qu'on  peut  poser  en  général 

z  =  il  -4-  ^x  -4-  Cx*  -*-  Dx' PxP  H-  QxP-^*  -4-  etc. , 

dans  laquelle  il,  j&,  C»  D,  P,....  sont  des  fonctions  dey  seul,  et  la 
question  se  réduit  à  démontrer  la  possibilité  de  trouver  pour  ces 


'f. 
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eoefficients  indéterminés  des  valeurs  telles  que  z  satisfasse  à  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  donnée.  Or,  si  Ton  tire  de  Téquation  pré- 
cis    dz     d^z 

cédente  les  valeurs  de  -r-  »  -r-  >   -rr  » c'est-à-dire , 

dx     dy     dx* 

dz 

--  =^  -f-  2Cx  -♦-  5/>x* -h  etc. 

dx 

dz       dA      dB        dC  , 

-r-  =  -r-  -h  -—  X  -+-  -7-  ac'  -f-  etc. 

dy       dy      dy         dy 

-; — 7—=  4.2.0 p- h  2.3 (p  -h  4)-r-^x-»-  etc. 

dxPdy^  ^  dyi  ^^       '  dyi 

et  qu^on  les  substitue,  ainsi  que  celle  de  z,  dans  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  proposée ,  préalablement  résolue  par  rapport  à  la  déri- 
vée de  l'ordre  le  plus  élevé  ou  mise  sous  la  forme 

dP^z         (  dz     dz     d^z        \ 

le  premier  membre  sera  encore  formé  d'une  série  développée  suivant 
les  puissances  de  x,  et  en  concevant  le  second  membre,  après  la 
substitution  des  valeurs  de  z  et  de  ses  dérivées,  développé  de  même 
par  la  formule  de  Maclaurin,  suivant  les  puissances  dex,  on  sera 
conduit  à  une  équation  de  la  forme 

d'P  ,  d'fQ 

1.2.3 p-i h2.3....(»-4-i)-7-^a:  +  elc.=i4'-+-Z?'x+C'x*-+-  etc. 

dy^  dy» 

dans  laquelle  il',  ^,  C,  etc.,  sont  des  fonctions  connues  de  y,  de 

dA     d^A     dB 
AyBf  C,....  et  de -7-»    -^-—9  -r->   etc.  Pour  que  cette  équation  soit 

dy     dy*      dy 

satisfaite  indépendamment  de  toute  valeur  attribuée  à  x,  les  deux 
membres  doivent  être  identiques  et  il  faut  que  l'on  puisse  égaler  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  x,  ce  qui  conduit  à  un  certain 
nombre  d'équations  dérivées  simultanées  entre  y,  les  fonctions  A^ 
By  C,....  de  y,  et  les  dérivées  de  ces  fonctions.  Or,  il  est  visible  que 
le  nombre  de  ces  équations  sera  toujours  inférieur  à  celui  des  fonc- 
tions inconnues  il,  ^,  C,....  P,  Q,....  puisque  le  nombre  d'équations 
est  marqué  par  le  nombre  de  termes  du  premier  membre,  lequel 
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commence  par  la  lettre  P;  ces  équations  simultanées  sont  donc  en 
général  possibles  et  pourront  servir  à  déterminer  les  valeurs  de 

P,  Q, et  l'équation  à  coefficients  indéterminés  posée  plus  haut 

deviendra  Tintégrale  de  la  proposée.  Observons  que,  comme  le  nombre 
d'équations  auxquelles  on  est  conduit  est  inférieur  au  nombre  de  fonc- 
tions indéterminées  il,  ^,  C,....  P,  (2,....,  quelques  unes  d'entre  elles 
restent  arbitraires  et  ce  nombre  est  d'autant  plus  grand  que  la  déri- 

vée  - — r-  est  d'un  ordre  plus  élevé.  Si  l'on  avait  développé  la  fonction 
dxPdy^  '  ^^ 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  y,  on  aurait  trouvé  que  l'inté- 
grale doit  renfermer  un  certain  nombre  de  fonctions  arbitraires  de  x. 

11  résulte  de  là  :  1"  que  l'intégrale  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles renferme  toujours  une  ou  plusieurs  fonctions  arbitraires; 
^  que  le  nombre  de  ces  fonctions  est  d'autant  plus  grand  que  l'équa- 
tion est  d'un  ordre  plus  élevé. 

217.  Élimination  des  fonctions  arbitraires.  —  Une  équation  pri- 
mitive renfermant  une  fonction  arbitraire  peut  toujours  être  rem- 
placée par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  degré  et 
du  premier  ordre  ne  renfermant  plus  cette  fonction  arbitraire.  Soit 
en  effet 

l'équation  primitive  contenant  une  fonction  arbitraire  7  d'une  varia- 
ble u  représentant  une  fonction  donnée  de  x,  y  et  z.  On  aura,  en 
dérivant  successivement  par  rapport  à  x  et  «/  et  remarquant  que  z  est 
fonction  de  ces  deux  variables, 

df      dfdz_     dfd^/du      dudz\^ 
dx      dz  dx      d(f  du\dx      dz  dxj 

d£     dfdz      dfd^/du      dudz\_ 
dy      dz  dy      d^  du  \dy      dz  dyj 

Ces  deux  équations  donnent  pour  -t-^^-î-  <16S  valeurs  qui  renferment 

d9 
les  fonctions  arbitraires  ^u  et  —  ;  mais  si  Ton  y  substitue  la  valeur  de 

ffu  tirée  de  l'équation  primitive  et  qu'on  élimine  ensuite  entre  elles  le 

coefficient  indéterminé  -j-  9   on  trouvera  une  équation  finale  de  laquelle 
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dz     dz 
7  aon  disparu  H  qui  sera  uae  relation  eotrc  les  dérivées  -7-»   -7-^^ 

dx     dff 

JT,  jf  ci  :,  cest-à^ire,  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  dont 

est  rinii^rak.  Cette  équation  finale  est 

—  f^^^iLi!!\  ^  ^î  fdfdudfdu\_dfdu      dfdu 
dx\dzdy      dy  dzj      dy\dxdz       dzdxj      dy  dx      dx  dy^ 

qui,  dès  que  les  fonctions  feiu  seront  données,  prendra  la  forme 

dz       ^dz       ^ 

Pj  Qj  R  représentant  des  fonctions  connues  de  (x,  y,  r). 

Si  la  fonction  primitive  contenait  plusieurs  fonctions  arbitraires  les 
deux  équations  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ne  suffiraient  pas 
pour  rélimînation  et  il  faudrait  se  procurer  de  nouvelles  équations  en 
prenant  les  dérivées  partielles  secondes,  troisièmes,  etc.,  ce  qui  con- 
duirait évidemment  à  une  équation  finale  d'un  ordre  d'autant  plus 
ëlcré  que  le  nombre  de  fonctions  arbitraires  à  éliminer  est  plus  grand. 

218.  inîégratiom  des  équaîiofis  aux  dériv^  partielles  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre.  -  Passons  à  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  parUelies  et  occupons-nous  d'abord  des  équations  du  pre- 
mier ordre  cl  du  premier  degré.  Leur  forme  la  plus  générale  est 

PyQclR  étant  des  fonctions  données  de  (x,  y,  z).  On  voit  que  celte 
équation  est  de  même  forme  que  celle  qui  résulte  de  l'élimination  de 
la  fonction  arbitraire  ^u  entre 

et  ses  deux  dérivées  partielles  (N-  217).  D'où  l'on  peut  déjà  conclure, 
par  induction,  que  l'intégrale  que  nous  cherchons,  conUendra  une 
fonction  arbitraire  ?  d'une  cerUine  fonction  u  des  variables  (x,  u  z) 
Pour  trouver  celle  intégrale,  observons  que  l'équalion  aux  dérivées 


460  CHAPITRE  XVI. 

partielles  ayant  toujours  une  intégrale,  est  inséparable  de  l'ëqaatioa 

dz  =  pdx  -h  qdy^ 

qui  n*est  autre  chose  que  la  différentielle  totale  de  cette  intégrale.  En 
éliminant  q^  on  fait  prendre  à  l'équation  donnée  la  forme  suivante  : 

Qdz  —  Rdy  -♦-  p  (Pdy  —  Qdx)  =  0 (1). 

Il  est  visible  que  si  une  équation  primitive  unique  en  (x,  y,  z)  rend 
possible  Texistence  simultanée  des  deux  équations  différentielles 

Qdz  —  Rdy  =  0,     Pdy  —  Qdx  =  0 (2) 

ou  des  deux  intégrales  de  celles-ci,  cette  équation  primitive  unique 
rendra  identique  Téquation  (i)  et  en  sera  par  conséquent  l'intégrale. 
Or  si  l'on  intègre  les  équations  différentielles,  (2),  considérées  comme 
formant  un  système  d'équations  différentielles  simultanées  à  trois  va- 
riables et  qu'on  représente  par 

les  deux  intégrales^^',  C  et  C  étant  les  deux  constantes  arbitraires  et 
V,  U  deux  fonctions  connues  de  (x,  y,  z),  il  est  visible  que  ces  deux 
équations  primitives  qui  vérifient  (i)  ne  formeront  une  équation  pri- 
mitive unique  que  si  U  et  C  sont  des  fonctions  semblables  mais  da 


(*)  Il  est  à  remarquer  que  ces  deux  intégrales  existent  toujours  et  peuvent  s'ob- 
tenir de  la  manière  suivante  :  entre  les  deux  équations 

Qdz  —  Rdy  =  0,     Pdy  —  Qdx  =  0, 

on  peut  éliminer  d*une  part  la  variable  x  et  d*autre  part  la  variable  z  (voir  le 
No  205)  et  celles-ci  seront  remplacées  par  deux  équations  dérivées  du  second  ordre 
en  {y,  z)  et  en  (x,  y).  Eu  intégrant  chacune  une  fois,  on  arrive  à  deux  équations 

/         dy\  /         dy\  dy 

contenant l'une^  I  y,  a?,  --  I  et  Cj  l'autre,  I  »î  y»T'  )  ®*'^'*  ^*  "**"  ^  remplace— 

et  -^  par  leurs  valeurs  ^  et  ^  tirées  des  deux  équations  précédentes  et  qu'ensuite 
dx  HP 

on  résolve  par  rapport  à  C  et  C,  on  sera  conduit  à  deux  équations  de  la  forme 

Ax,y,z)  =  C,     F(x,y,z)=C, 
cVsl-à-dire,  aux  équations 
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reste  arbitraires  de  V  et  de  C,  c'est-à-dire,  si  la  seconde  intégrale  est 
de  la  forme 

qui  a  évidemment  la  même  signification  que  la  première 

La  condition  que  C  soit  une  fonction  arbitraire  de  C  est  toujours 
remplie  par  cela  même  que  C  et  C  ont  des  valeurs  arbitraires  ;  la  seule 
équation  de  condition  nécessaire  pour  rendre  possible  la  simultanéité 
des  équations  (2)  est  donc 

Cette  équation  primitive  est  par  conséquent  l'intégrale  de  la  proposée. 
De  plus  cette  intégrale  est  générale,  puisqu'elle  contient  la  fonction 
arbitraire  que  l'on  sait  devoir  s'y  trouver.  On  est  donc  conduit  à  cette 
règle  :  On  intégrera  deux  des  trois  équations  différentielles  simulta- 
nées 

Qdz  —  Rdy  =  0,    Pdy  —  Qdx  =  0,    Pdz  —  Rdx  =  0, 

dont  l'une  quelconque  est  visiblement  comprise  dans  les  deux  autres, 
et  si 

sont  les  intégrales  résolues  par  rapport  aux  constantes  arbitraires, 
l'intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  se  formera  en  égalant 
Tune  des  fonctions  U  ouVk  une  fonction  arbitraire  de  l'autre. 

En  appliquant  les  mêmes  raisonnements  à  l'équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  à  trois  variables  in- 
dépendantes (x,  J^,  k)  , . 

^dz       ^dz       ^dz 
P— -t-  Ç  — -i-iJ— =5, 
dx         cry         du 

on  démontrera  de  la  même  manière  que  celle-ci  étant  inséparable  de 
l'équation  différentielle  totale 

,        dz  ,        dz  .        dz  , 
dx  dy   '^       du 
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dz 
si  Ton  élimine  j-9   Téquation  proposée  sera  satisfaite  par  les  trois 

équations 

Pdu  —  Rdx  =  Oy     Qdu-^Rdy  =  0,     Sdu  —  Rdz  =  0 

ou  par  leurs  intégrales,  et  par  conséquent  toute  équation  primitive 
unique  qui  réduira  ces  trois  équations  à  une  seule,  sera  l'intégrale 
cherchée.  Les  trois  intégrales  étant 

F==C,    u=c,    w=c% 

l'identité  de  ces  trois  équations  ne  peut  avoir  lieu  que  si  U  et  C  sont 
des  fonctions  arbitraires  mais  semblables  de  V  et  de  C^  et  si  W  et  C" 
sont  aussi  des  fonctions  quelconques  mais  semblables  de  V  et  C  ou 
de  ^et  C  Ces  conditions  sont  toujours  remplies  pour  les  constantes, 
puisque  celles-ci  sont  arbitraires;  il  suffit  donc  que  Ton  ait,  en  repré- 
sentant par  (p  et  ^|i  deux  fonctions  arbitraires, 

or,  si  Ton  désigne  par  F  une  fonction  arbitraire  des  deux  fonctions  dé- 
terminées U  et  Wy  les  deux  équations  précédentes  conduisent  à  la 
suivante 

V=F{U,W), 

puisque  dans  la  fonction  7,  quelques  uns  des  ^peuvent  être  remplacés 
par  -^W*  De  plus,  cette  dernière  équation  renferme  les  deux  autres 
comme  cas  particulier,  puisque,  par  cela  même  que  la  fonction  F  est 
arbitraire,  on  peut  y  supprimer  les  W  d'abord,  puis  les  U. 

Comme  l'équation  V=F[Uy  W)  est  unique,  elle  forme  rintégralc 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles  proposée. 

Il  est  à  remarquer  que  les  trois  équations  différentielles  simultanées 

Pdu  —  Rdx  =  0,     Qdu-^Rdy  ^Oj     Sdu  —  Rdz  =  0 

conduisant  par  l'élimination  de  dx,  dy  ou  dz^  aux  trois  suivantes  : 

Pdy  —  Qdx  =  0,     Qdz  —  Sdy  =  0,     Pdz  —  Sdx  =  0  , 

il  suffira  d'intégrer  trois  de  ces  six  équations,  ou  trois  équations  ré- 
sultant de  leur  combinaison. 
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219.  Vérification  de  l'intégrale.  —  On  peut  vérifier  que  Tëqualion 

primitive 

V==ffU 

conduit  à  réquation  aux  dérivées  partielles  proposée,  et  en  est  par 
conséquent  l'intégrale;  en  effet  ses  deux  équations  dérivées  partielles 

sont 

dV      dVd^_  df  /du     dU dz 


dx       dz  dx      dU\dx       dz 


dz\ 
Tx) 


dV      dVdz       d^  /du     dU  dz 


dy       dz  dy      dU\dy       dz 


dz\ 

dy) 


et  en  éliminant  la  fonction   arbitraire  -77;'   OQ  trouve  comme  au 

dU 

N»  217, 

(dUdV_dlldV\     _f^d\^_^^\ 
\dy  dz       dz  ^y/  \dx  dz       dz  dxj^ 

__dUdV      d£dV 
dy  dx       dx  dy 

Or  (/et  F  étant  les  intégrales  des  équations  différentielles  simultanées 

Pdz—Rdx  =  Oy     Qdz-'Rdy  =  Oy 
ou  d'une  combinaison  de  celles-ci ,  et  les  équations 

du  ,        du  ,        du  ^        ^ 

-r-  »^  -♦- -f-  «y  -*-  -7- dz  =  Oy 
dx  dy  dz 

dV.        (/y,        dV,        ^ 
—r-dx  -¥•  -j-  dy  -h  -7-  rfz  =  0 , 
dx  dy    ^       dz 

étant  les  différentielles  totales  de  U=  C  et  de  V=  C,  il  est  visible 
que  dxy  dyy  dz  ont  la  même  signification  dans  ces  quatre  équations 
qui  deviennent  par  l'élimination  de  dx  et  dy, 

^^D     dU^      du ^      ^      dV  ^      dV ^      dV^      ^ 
dx         dy  ^       dz  dx  dy  ^       dz 
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Si  de  ces  deux  dernières  on  tire  les  valeurs  de -r- et -r- pour  les 

dy      dy 

substituer  dans  (i),  on  arrive,  toute  réduction  faite,  à  réquatiooaux 

dérivées  partielles  proposée 

Pp^Qq=R. 

220.  Exemples  d'intégration.  Applications  géométriques.  —  Cette 
méthode  d'intégration,  appliquée  aux  équations  aux  dérivées  partielles 
suivantes 

dz         dz 
dz        ^dz 


dz  dz 

zx  — 

dx  dy 


««:r:-^x:=-^^y» 


conduit  facilement  aux  intégrales 

y«  — z* =^  (2ay  +  X*). 
Prenons  encore  pour  exemple 

dz        dz      ^        ^ 

a  -= z  -r-=^  2y  —  2x» 

dy        dx       ^ 

On  en  tire  les  équations  simultanées 

2y<iy  —  2xdy  =  adzy    2xdx  —  2y  dx = zdz,     adx  -t-  zdy  ^  0 

dont  aucune  n'est  intégrable  séparément;  mais  si  Ton  additionne  les 
deux  premières,  on  trouve  en  intégrant, 

2*  Z^ 

X*  ^  y* — 2xy  =  (WH--- -♦- C     ou     (x  —  y)*  —  az-^-r^^' 

2  *> 
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SubstituaDt  ensuite  dans  la  première,  la  valeur  %  /  C 

X — y,  celle-ci  devient 

^ ,  —  adz 


2« 


-♦- oz -♦*  —  de 


V 


C-t-ozH--- 


et  en  intégrant, 

|/2  y  =3  a  log  2  (z  -♦-  a  —  |/2CH-2az-*-z«)  -*-  C 
ou,  après  avoir  remplacé  C  par  sa  valeur , 

C = y  j/2  —  a  log  2  [z  -t-  a  — 1/2  (x  —  y )] . 
L'intégrale  cherchée  est  donc 

y/2  — alog2[z-4-o  — /2(x--y)]  =  y    (x--.y)»--o2---J» 

comme  on  peut  le  vérifier  par  la  substitution. 
Pour  réqualion  aux  dérivées  partielles 

les  équations  différentielles  à  intégrer  sont 

ou  bien 
(y-5z)dz-(6x-ay)rfx  =  0,  '^'''"b^Z:^'^^^^' 

Si  on  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  6  et 
par  a,  et  ensuite  par  y  et  par  x,  elles  seront  remplacées  par  les  deux 

suivantes  : 

dz  -I-  adx  -+-  bdjj  =  0, 

xrfx  H-  ydy  -t-  zdz  =  0. 


L'intégrale  cherchée  est  donc 

z  •+  ax  -H  6y  —  <p  (x*  -t-  y*  -♦-  z'). 
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On  peut  encore  prendre  pour  exemples  d'intégration,  les  équations 
aux  dérivées  partielles 

dz         dz  /-T '  dz        ^dz        _ 

et  Ton  trouvera  pour  intégrales , 


L'équation 


dx  dy        \dy       dx  J 


qui  donne  le  facteur  z  propre  à  rendre  différentielle  exacte  l'équation 
différentielle  implicite  à  deux  variables  (N®  177) 

Mdy  -t-i\^cfa  =  0, 

conduit  aux  trois  équations  différentielles  ordinaires  et  simultanées 

Mdy  H-  Ndx  =  0, 

/dM 
\dx 


^,  /dM     dN\^ 

Mdz-^zl  —, ;-  jax  =  0. 

\dx       dyj 


La  première  n'est  autre  que  l'équation  différentielle  qu'on  se  propose 
d'intégrer.  Il  est  visible  qu'une  seule  de  ces  équations  suffira  ponr 

déterminer  le  facteur  z,  si  —,(  -i ;—  I  ne  contient  que  la  varia- 

N\dx       dy) 

_ ,  .  \  /dM      dN\  ,.  ,         .  u, 

ble  y,  ou  si—  (  -^ -j—  )  ne  contient  que  la  variable  x,  ce  qui 


s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé  (N^  i77). 

Observons  aussi  que,  comme  l'intégrale  générale  contient  une  fonc- 
tion arbitraire,  on  peut  en  déduire  un  nombre  illimité  de  valeurs  pour 
le  facteur  2,  en  faisant  varier  la  forme  de  la  fonction  arbitraire,  ce 
qui  s'accorde  aussi  avec  ce  qui  a  été  démontré  au  N"  i76. 


ies  problèmes  suivan».  .  *67 

wirces  partielles  du  premier 


rf,:('-«)+|fy_6) 


9«"  exprime  cette  cnnj»- 

'ques.  En  mt^rant  on  trouve 

qui  est  de  la  forme 

*  =  «,     y  =  6«, 
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il  doit  exister  entre  les  coefiieients ,  la  relation 

i -*- i4a -H  ^6  =  0,    c'est-à-dire,    a-r- -♦- 6-r-=  i, 

dx        dy 

qui  est  Téquation  aux  dérivées  partielles  de  toutes  les  surfaces  eyiin 
driques.  Elle  a  pour  intégrale 

X  —  az  ==i  f  (y  —  6z). 

50  Trouver  Véquaiion  génimle  des  surfaces  de  rémlution.  Le  carac- 
tère qui  appartient  aux  surfaces  de  cette  nature,  à  l'exclusion  de  toute 
autre,  est  la  propriété  d'avoir  ses  normales  dirigées  vers  l'axe  de  révo- 
lution ;  en  posant  donc  les  deux  équations  de  l'axe 

x=saz  -^  a^    y  =  6z-t-p, 
ainsi  que  les  deux  équations  d'une  normale 

il  suffira  d'exprimer  que  ces  deux  droites  ont  un  point  (x,  y,  z)  com- 
mun. En  éliminant  (x,  y,  z)  entre  elles,  on  obtient  l'équation  de 
condition 

(y'-6^-~P)^-(*'-a^-«)^=6(«'-»)-a(y'-P) 

ou,  en  supprimant  les  aceents  > 

dz  .  dz 

(y_6^  — p)_— (x  — az  —  a)— =6(x  — a)--a{y  — p) 

qui  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de  révolution. 
Si  l'on  intègre,  en  suivant  la  marche  indiquée  à  la  page  465,  après  avoir 
remplacé  x  —  «  et  y  —  p  par  xf  et  y',  on  trouve  pour  intégrale 

(x  —  ot)*  -♦-  (y  —  p)*  -*-  z*  ==  f  [z  -♦-  a (x  —  a)  H-  6(y  —  p)]. 

4"*  On  appelle  conoïde  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se 
meut  de  manière  à  glisser  sur  une  droite  et  sur  une  eourbe  donoée 
nommée  directrice^  en  restant  parallèle  à  un  plan  fixe.  Si  l'on  prend 
la  droite  donnée  pour  axe  des  Z  et  le  plan  fixe  pour  plan  des  XY,  en 
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supposant  la  droite  perpendiculaire  au  plan  directeur,  il  est  visible 
qu'un  plan  tangent  à  cette  surface  en  un  point  (x,  y,  z)  contiendra  la 
géDëralrice  qui  passe  par  ce  point,  puisqu'il  contient  les  tangentes 
à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  et  que  la  génératrice  elle- 
même  est  une  de  ces  lignes.  D'où  il  suit  que  ce  plan  prolongé  rencon- 
trera l'axe  des  Z  en  un  point  dont  le  z  sera  égal  à  celui  du  point  de 
contact.  Or  l'équalion  d'un  plan  tangent  au  point  (x,  y,  z)  est 

Pour  obtenir  le  point  d'intersection  avec  l'axe  des  Z ,  il  faut  faire 
f  =  0,  y'  =3  0  et  Ton  trouve  pour  le  z!  de  ce  point, 

dz         dz 
*  "^        dx         rfy 

Comme  cette  ordonnée  doit  être  égale  au  z  du  point  de  contact,  il 
vient  en  remplaçant  zf  par  z, 

dz         dz         ^ 
qui  est  l'équalion  aux  dérivées  partielles  des  conoïdes.  L'intégrale 


G) 


est  l'équation  finie  de  toutes  les  surfaces  de  cette  nature. 
Lorsque  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dz         dz 

dx         dy 

les  coefficients  P,  Q,  R  ne  contiennent  pas  la  variable  dépendante  z, 
l'intégrale,  ainsi  qu'on  a  pu  le  vérifier  dans  quelques-uns  des  exem- 
ples que  l'on  vient  de  traiter,  est  taujours  de  la  forme 

«  =  ?u-^F(x,y), 

«  et  Fêtant  des  fonctions  en  (x,  y)  de  forme  déterminée  et  (p  une  fonc- 
tion arbitraire  de  u  ;  car  si  l'on  pose  les  deux  équations  différentielles 
simultanées 

Pdy  —  Qdx  =  0,     Pdz  —  Rdx  =  0, 
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la  première,  qui  ne  contient  que  x  et  y,  aura  pour  intégrale 

dans  laquelle  u  est  une  fonction  connue  de  (x,  y)  et  en  éliminaDt  y 
entre  cette  intégrale  et  la  seconde  équation  difiërentielle,  celle-ci  mise 
sous  la  forme 

dz  ==-  dx 

s'intégrera  par  une  quadrature  et  donnera 

z  =  f{x,  C)  -^  C  =  f{x,  m)  -+.  C  =  F  -♦-  C% 

f  étant  une  fonction  déterminée  de  a;  et  de  C  et  par  conséquent,  F  une 
fonction  déterminée  de  (x,  y).  C  est  une  seconde  constante  arbitraire. 
L'intégrale  C  «=  f  C  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  est  donc 

comme  il  est  dit  plus  haut.  Cette  remarque  nous  sera  utile  quand  nous 
nous  occuperons  de  l'intégration  des  équations  linéaires  d'un  ordre 
plus  élevé. 

22i.  Détermination  des  fofictions  arbitraires.  —  On  voit  par  les 
exemples  précédents  que  la  présence  des  fonctions  arbitraires  dans  les 
intégrales  des  équations  aux  dérivées  partielles  est  nécessaire  pour 
donner  à  ces  intégrales  le  degré  de  généralité  qu'ont  les  équations 
dérivées.  La  fonction  arbitraire  ne  cessera  d'être  indétermioée  que 
lorsqu'on  aura  soumis  chacune  des  surfaces  à  une  condition  particu- 
lière qui  en  détermine  complètement  la  forme.  Ainsi  si  poar  le  co- 
noïde,  on  donne  les  équations  de  la  directrice 

x  =  fz    et    y  =sFz^ 

comme  celle-ci  doit  être  renfermée  dans  la  surface 


O 


X 

ces  trois  équations  devront  coexister  et  en  représentant  -  par  U)  on 
aura  à  la  fois 
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En  résolvant  cette  dernière  équation  par  rapport  àz>  cette  variable 
sera  exprimée  par  une  fonction  connue  de  u  qui  donnera  la  forme  de 
la  fonction  arbitraire  f,  puisque  les  deux  valeurs  de  z  doivent  s'ac- 
corder. 
De  méme^  si  la  surface  cylindrique 

X —  az  =  <f{y  —  bz) 
est  assujettie  à  passer  par  une  courbe  donnée 

il  faut  que  les  mêmes  coordonnées  (x,  y,  z)  satisfassent  h  la  fois  aux 
trois  équations  précédentes;  en  représentant  donc  y — bz  par  Uy 
il  vient 

y  —  bz-=u    ou    Fz  —  bz  =  Uy 

d*où  Ton  tire  z  en  fonction  de  u,  et  par  suite  x,  à  cause  de  x  =  fz. 
En  substituant  ces  d(;ux  valeurs  dans  x  —  az ,  cette  quantité  sera 
remplacée  par  une  fonction  connue  ^|^  de  u,  laquelle  indiquera  la  forme 

de  la  fonction  7  puisque  Ton  a 

» 

^U  =  ffU, 

Pour  déterminer  la  forme  de  la  fonction  arbitraire  dans  Téquation 
de  la  surface  conique,  par  la  condition  que  celle-ci  soit  assujettie 
a  envelopper  une  surface  donnée  et  à  avoir  son  sommet  en  un  point 
donné,  il  faudra  commencer  par  cbercher  la  courbe  de  contact  du 
cAne  et  de  la  surface  (N''  i09)  et  assujettir  la  surface  conique  à  contenir 
cette  courbe  comme  on  Ta  fait  pour  les  surfaces  cylindriques. 

La  fonction  arbitraire  dans  l'équation  générale  des  surfaces  de  révo- 
lution, s'obtient  par  une  marche  analogue,  connaissant  la  forme 
de  la  courbe  génératrice.  Cette  courbe  est  encore  donnée  par  deux 
équations  en  (x,  y,  z)  dont  l'une  doit  être  linéaire  et  contenir  l'axe 
de  révolution,  si,  comme  on  le  suppose,  la  courbe  génératrice  est 
plane.  Les  équations  de  la  courbe  génératrice  dans  l'une  de  ses  posi- 
tions sont  donc 

z  -h  mx  -h  ny  -4-  r  =  0,     /"(x,  y,  z)  =  0 

et  on  déterminera  la  fonction  arbitraire  en  assujettissant  cette  courbe 
à  se  trouver  sur  la  surface,  ce  qui  se  fera  de  la  même  manière  que 
pour  les  surfaces  cylindriques. 
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â22.  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  et  de  forme  quelconque,  —  L'intégration  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  mais  de  forme  quelconque,  peut 
être  ramenée  à  l'intégration  d'une  certaine  équation  linéaire  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  et  dépend  par  conséquent  de  la  théorie 
qu'on  vient  d'exposer  ;  soit  en  effet 

f(^y  y>  «»  p»  9)  ^  0 

l'équation  proposée.  Si  on  la  dérive  par  rapport  à  y,  en  remarquant 
que,  comme  p  elq  doivent  pour  plus  de  généralité,  être  considérés 
comme  fonctions  de  (x,  y,  z),  z  étant  fonction  de  x  et  y,  les  dérivées 
dcp  eiq  sont  données  par 

dp      dp  dz      dp         dp  dq      dq  dz      dq        dq 

dy       dz  dy      dy      ^  dz  dy       dz  dy      dy      ^  dz 

on  est  conduit  à  l'équation  suivante  : 

D'un  autre  côté ,  on  a  vu  (N°  99)  que  la  dérivée  totale  de  p  par  rap- 

dp         dp 
port  à  y,  savoir,  "/    -*-  9  y-'   ^st  égale  à  la  dérivée  totale  de  q  par 

rapport  à  x,  ou  -r^  +  p  -^;  l'équation  précédente  peut  donc  prendre 
la  forme 


( 


dp    dx      dq    dy      \^  dp      ^  dqj  dz  dy       ^  dz 

^.  ^        df     df     df        df      .  j       ,       .  A. 

Si  dans  -t->    -,— >    -r    et  -/-  qui  sont    des    fonctions    connues  dc 
dp     dq     dy        dz 

^9  y 9  ^9  P»  9)  ^^  remplace  les  p  par  leur  valeur  en  (x,  y,  z,  q)  tirée 

de   l'équation    aux   dérivées    partielles    donnée,    l'équation   qu'on 

vient  de  trouver  ne  contiendra  plus  que  les  trois  dérivées  partielles 

-ri»  -^9  -~  sous  forme  linéaire,  avec  des  coefficients  fonctions  de 
dx     dy     dz 

(x,  y,  z)  et  de  la  variable  dépendante  q  ;  elle  sera  donc  de  la  forme 

dx         dy         dz         ' 
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c'est-à-dire  que  la  valeur  de  q  en  (x,  y,  z)  peut  être  déduite  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  degré  et  du  premier  ordre 
k  quatre  variables  (x,  y,  z,  q),  en  donnant  successivement  à  la  fonction 
arbitraire  f  qu'elle  doit  contenir  toutes  les  formes  possibles. 

Après  avoir  donné  à  cette  fonction  7  une  forme  déterminée  ^  on 
tirera  de  l'intégrale  particulière,  la  valeur  de  q  que  l'on  substituera 
dans  la  valeur  de  p  tirée  de  l'équation  /*(a;,  y,  z,  p,  q)  =  0,  et  l'on  sera 
ainsi  conduit  à  deux  équations  de  la  forme 

P  =  V,     q^U 

dans  lesquelles  V  eiU  sont  deux  fonctions  connues  de  (x»  y,  z),  et  l'on 
intégrera  le  système  de  ces  deux  équations  comme  on  l'a  fait  au  N°  211. 
On  sait  que  cette  intégration  n'est  pas  possible  pour  des  valeurs  arbi- 
traires de  V  et  U;  mais  il  est  à  remarquer  que  la  condition  d'intégra- 
bilité  est  ici  nécessairement  remplie,  puisque  c'est  cette  condition 
même  qui  est  exprimée  par  l'équation  dont  on  a  tiré  la  valeur  def , 
condition  qui  consiste  en  ce  que  la  dérivée  de  p  ou  F  par  rapport  à  y 
est  égale  à  la  dérivée  de  9  ou  U  par  rapport  à  x. 
Si  l'on  applique  ce  qui  précède,  à  l'équation  : 

p«  ^  q^s=n*^ 
on  est  conduit  à  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  en  (x,y,  z,  9), 

dont  l'intégration  dépend  des  trois  équations  simultanées  suivantes  : 
rfy  =  0,  =dz^    n*dy^=qdz. 

La  première  donne 

q  =  C 

et  par  suite,  les  deux  autres  donnent 

"**   -=,z  +  C',    n*y  =  Cz  +  C". 
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Comme  l'intégrale  finale  s'obtient  en  égalant  C  à  une  fonction  arbi- 
traire 7  de  C  et  de  C",  cette  intégrale  sera 


que  l'on  obtient  en  tirant  des  trois  intégrales  les  valeurs  de  C,  C,  C". 

n^y — qz 
Si  l'on  donne  à  la  fonction  ç  une  forme  particulière  telle  que — » 

le  système  des  deux  équations  à  intégrer  devient 

n*v  /  .         n*v* 

ç==. — ^>    p  =  %/n«  — ^^ — ^ 
^       o  -+-  z      '^       y  (o  -4-  z)* 

et  l'on  trouve  pour  intégrale, 

{nx  -H  C)*  -4-  n*y*  =  (o  -*-  z)* 

qui  contient  une  constante  arbitraire  C.  Cette  équation  appartient  à 
un  cdne  droit  à  base  circulaire  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  des  Z. 
En  déterminant  la  fonction  7  de  manière  qu'elle  se  réduise  à  une 
constante  a,  on  trouve  pour  intégrale, 


z  —  ay  —  X  yrï^---a*  =  C 

qui  représente  un  plan. 

On  est  conduit  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  précédente  eo 
cherchant  les  surfaces  qui  jouissent  de  cette  propriété^  qu'une  portion 
limitée  d'une  manière  quelconque  soit  dans  un  rapport  constant  avec 
la  projection  de  cette  portion  de  surface  sur  le  plan  XY  ;  car  cette 
propriété  exige  que  le  rapport  de  l'un  des  éléments  de  la  surface  à  la 
projection  de  cet  élément  soit  constant,  c'est-à-dire,  qu'on  doit  avoir 


^^nq^^É±t^l,,    d'où    l+p«-H9«  =  6«    et    p«-.,«  =  o'. 

en  remplaçant  6*  —  i  par  a*.  Ces  surfaces  en  nombre  infini  et  dont  le 
cône  et  le  plan  qu'on  vient  de  trouver  ne  sont  que  des  cas  particuliers, 
sont  appelées  équivalenteSy  parce  que  tous  les  cylindres  de  base  équi- 
valente élevées  en  un  endroit  quelconque  du  plan  XY,  interceptent  sur 
ces  différentes  surfaces  des  portions  de  même  étendue. 
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L'ëquation  aux  dérivées  partielles 

pq  =  xy 
conduit  à  l'iatégrale  suivante  en  q. 


—  qy  =  f(x*  —  q*,   IJ 


et  si  l'on  réduit  la  fonction  »  à  la  forme  particulière  a->    il  vient 

y 

q ^,     «==f!îL±»l), 

^      a  -{-  y*      ^  z 

et  Ton  trouve  pour  intégrale  de  l'équation  proposée , 

z«  =  (y«  -+-  a)  {x*  -4-  C). 

225.  Solutions  singulières  des  équations  aux  dérivées  partielles.  — 
Une  remarque  fort  simple  conduit  à  d'autres  intégrales  en  nombre 
illimité,  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et 
d'un  degré  quelconque.  Supposons  qu'après  avoir  donné  à  la  fonction 
arbitraire  7  du  (N*"  222),  une  forme  particulière  telle  qu'elle  contienne 
une  constante  arbitraire  a,  on  ait  trouvé  comme  dans  le  numéro  pré- 
cédent, 

VeiU  étant  des  fonctions  déterminées  de  (x^  y,  z),  et  qu'en  intégrant 
le  système  de  ces  deux  équations  ou  l'équation  difTérentielle  totale 

dz  =  Vdx  -»-  Udjf, 

00  soit  conduit  à  une  intégrale  de  la  forme 

C  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  L'une  des  deux,  C  par 
exemple,  pourra,  par  cela  même  qu'elle  a  une  valeur  arbitraire,  être 
remplacée  par  une  fonction  arbitraire  ^  de  a  ei  l'intégrale  deviendra 

f{x,yjz,a)^^a. 

Si  l'on  donne  à  a  des  valeurs  différentes,  la  fonction  ^  restant  la 
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même,  cette  équation  représentera  une  suite  de  surfaces  dans  chacuoe 

dz       dz 
desquelles  les  valeurs  de  -;-  et  -=—  ou  p  et  g  satisferont  h  l'équation 

dx       dy 

aux  dérivées  partielles  proposée.  Or»  on  sait  qu'en  éliminant, a  entre 

cette  dernière  et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  a>  savoir  : 

l'équation  finale  en  (x,  y,  z),  quelle  que  soit  la  forme  que  l'on  assigne 
à  la  fonction  ^,  est  l'équation  de  la  surface  enveloppe  de  toutes  les 
surfaces  représentées  par  l'intégrale  et  comme  cette  enveloppe  est  tan- 
gente à  toutes  les  surfaces  variables,  son  équation  doit,  en  général, 

dz       dz 
donner  pour  3—  et  -r-  les  mêmes  valeurs  que  ces  dernières,  valeurs 

dx       dy 

qui  satisferont  par  conséquent  aussi  à  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

On  aura  donc  autant  de  solutions  que  l'on  voudra,  en  donnant  à  la 

fonction  ^  des  formes  particulières  et  en  éliminant  ensuite  a  entre  les 

deux  équations 

/•(x,  y,  «,  a)  = +a     5^  =  y«- 
Ainsi  si  l'on  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles 

pour  laquelle  on  a  trouvé  9  =  a  et  par  conséquent  p  =  j/n*^^^^^, 
en  intégrant  le  système  de  ces  deux  équations,  comme  on  l'a  vu  au 
N""  222,  on  trouve  pour  intégrale 


z  =  «  ^/n*  —  a*  -4-  ay  +  4<o 

et  en  donnant  à  >|^  la  forme  particulière  |/n'  —  a* ,  on  est  conduit  à 
cette  nouvelle  intégrale 

z*  =  n*  (x  +  i)*  -4-  w*y*. 

* 

En  supposant  la  fonction  ^a  égale  à  une  constante  absolue  6,  la  solu- 
tion devient 

(z  — 5)»  =  n«(a:»H-j/«). 

De  même  l'équation  aux  dérivées  partielles 
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conduit  à  l'équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre 

et  par  suite,  aux  équations  simultanées 

dq  =  iq  [qy  h-  z)  dx , 

ydq  =  —  âçdy, 
[z  -—  qy)dq  =  ktqdz, 
La  seconde  donne  en  intégrant, 

a 

*" 

et  réquation  proposée  conduit  &  la  valeur  suivante  de  p, 

s 


=(r')' 


Si  Ton  intégre  le  système  de  ces  deux  équations,  on  trouve  pour  inté- 
grale de  la  proposée, 

(zy-f.a)(^po  — a;)  =  y. 

D'autres  intégrales  s'obtiendront  en  éliminant  a  entre  la  précédente  et 
sa  dérivée  par  rapport  à  a, 

^a  —  X  -4-  (zy  -4-  o)^j/'a  ==  0 , 

après  avoir  assigné  à  la  fonction  ^  une  forme  particulière. 

Les  intégrales  obtenues  de  la  manière  précédente,  et  données  par 
les  équations  de  surfaces  enveloppes,  se  présentent  en  apparence  sous 
forme  de  solutions  singulières,  c'est-à-dire,  d'équations  primitives 
privées  de  fonction  arbitraire  et  satisfaisant  à  l'équation  aux  dérivées 
partielles  proposée;  mais  bien  qu'on  ne  puisse  effectuer  l'élimination 
de  a  qu'après  avoir  donné  à  la  fonction  ^  une  forme  particulière , 
l'ensemble  des  deux  équations  n'en  contient  pas  moins  une  fonction 
arbitraire  ^|^,  ce  qui  donne  à  ces  solutions  singulières  toute  la  généra- 
lité et  le  caractère  des  intégrales. 

224.  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  des  ordres 
supérieurs.  —  Les  méthodes  générales  pour  l'intégration  des  équations 
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aux  dérivées  partielles  d*uD  ordre  supérieur  font  entièrement  défaut. 
Ce  n*est  que  dans  certains  cas  particuliers  et  par  des  moyens  appropriés 
h  chaque  exemple  que  les  géomètres  sont  parvenus  h  effectuer  un  petit 
nombre  d'intégrations  pour  lesquelles  nous  renverrons  aux  traités 
spéciaux  et  aux  recueils  académiques.  Il  y  a  cependant  quelques 
cas  où  Ton  peut  faire  dépendre  l'intégration  de  celle  d'équations 
simultanées  aux  différentielles  totales ,  comme  pour  les  équations  déri- 
vées du  premier  degré  et  du  premier  ordre  (N""  218).  Gela  arrive 
toutes  les  fois  que  l'équation  proposée  est  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  partielles  de  l'ordre  le  plus  élevé  de  la  variable  dépendante. 
Prenons  pour  exemple  l'équation  du  second  ordre.  Sa  forme  la  plus 

générale  est 

Rr  -^88-^X1=11 

dH 
dans  laquelle  r,  s,  t  sont  les  trois  dérivées  du  second  ordre  -i-z? 

cPz       dH 

»   -—  et  Ry  S,  r,  U^  des  fonctions  quelconques  de  a:,  y,  2,  p,  q, 

A  cette  équation,  il  faut  joindre  les  suivantes 

dz  ==  pdx  H-  qdy ,     dp  =  rdx  -4-  sdy ,     dq  =  sdx  -+-  Idy, 

En  tirant  de  la  deuxième  et  de  la  troisième  les  valeurs  de  r  et  (  pour 
les  substituer  dans  la  proposée,  celle-ci  devient 

Rdpdy  -+-  Tdqdx  —  Udxdy  ^  s{Rdy^  —  Sdxdy  -♦-  rrfx«). 

Or  toute  équation  unique  qui  satisfera  à  la  fois  aux  deux  équations 
différentielles  totales  simultanées 

Rdpdy  -\-  Tdqdx  —  Udxdy  =  0, 

Rdy^  —  Sdxdy  -4-  Tdx"^  =  0, 

rendra  la  proposée  identique  et  en  sera  par  conséquent  l'intégrale. 
Soient 

les  intégrales  de  ces  équations,  7  et  >p  étant  deux  fonctions  déterminées 
de  (x,  y,  z,  p,  q)  et  (C,  C),  deux  constantes  arbitraires.  Pour  que  ces 
deux  équations  se  réduisent  à  une  équation  unique,  il  faut  et  il  suffît 
que  ^  et  C  soient  chacune  des  fonctions  F  arbitraires,  mais  de  même 
forme  de  7  et  C,  c'est-à-dire  qu'il  suffit  que  l'on  ait 
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La  seconde  de  ces  conditions  est  toujours  remplie ,  puisque  C  et  C 
sont  arbitraires  ;  la  condition  unique  est  donc 

^  =  F(<f) 

qui  est  Tintégrale  de  la  proposée. 

La  seconde  des  équations  simultanées  est  du  second  degré  en  dx 
et  dy  et  se  décompose  en  deux  autres  de  la  forme 

r 

dy  =  Mdxy     dy  =  Ndx 

et  il  suffira  d'intégrer  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes  d'équations 
simultanées 

RMdp-i-  Tdq  —  UMdx=^0,    dy-^Mdx^O 
ou 

RJVdp -k-  Tdq  —  UNdx  =^0,     dy-Ndx^O. 

Prenons  pour  exemple 

xV  -♦-  2xys  H-  yH  =  0. 

Les  deux  équations  simultanées  seront  de  la  forme 

dy  —  ^  cfx  =  0,    xdp  -*-  ydq  =  0. 

X 

La  première  a  pour  intégrale  y  «=  Cx,  et  la  seconde  qui  devient 

dp  -♦-  Cdq  =  0 
s'intègre  immédiatement  et  donne 

En  tirant  de  celles-ci  les  valeurs  de  C  et  de  C\  on  trouve  pour  inté- 
grale de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  proposée , 


C  =  F(C),     c'est-à-dire ,    p  +  y 


ï-<0 


L'intégrale  finale  s'obtiendra  en  intégrant  de  nouveau  cette  dernière 
équation,  qui  est  du  premier  ordre  et  du  premier  degré.  En  y  appli- 
quant la  méthode  du  N°  248,  on  trouve  pour  équations  différentielles 
simultanées 


xdy 


—  ydx  =  0,     dz  —  F(^\dx  =  0. 
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La  première  a  encore  pour  intégrale  y^^Cx^  et  la  seconde  mise 
sous  la  forme 

dz  — F(C)rfx  =  0, 
donne 

l'intégrale  finale  devient  ainsi 


Cf=f{C)j    c'est-à-dire,    z 


-a)=<o 


F  et  /  étant  deux  fonctions  arbitraires. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  marche  ne  conduit  à  l'intégrale  que 
dans  un  petit  nombre  de  cas,  parce  que  l'intégration  des  équations 
différentielles  totales  simultanées  auxquelles  on  est  conduit,  n'est 
possible  que  lorsqu'elles  sont  des  différentielles  exactes  de  fonctions 
en  (rr,  y,  z,  p,  9),  ce  qui  n'a  lieu  que  pour  certaines  valeurs  deiS,^» 
r,  Uj  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  N°  Î2i0. 

225.  Intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  à 
coefficients  constants.  —  Lorsque  l'équation  est  linéaire  par  rapport 
aux  dérivées  de  tous  les  ordres  et  par  rapport  à  la  variable  dépen- 
dante et  que  tous  les  coefficients,  y  compris  le  terme  final,  sont 
constants,  l'intégrale  peut  s'obtenir  d'une  manière  générale.  Ces  équa- 
tions sont  de  la  forme 

rf"z  d^z  ,      d*'z  „dH        dz       ,dz  ^ 

dx*        dx'^^dy        dx"~*dy*  dy*       dx        dy 

a,  o',  o" r,  r',  r",  s,  «',  ^  u  étant  des  constantes.  On  peut  faire  dis- 

u 
paraître  le  terme  final  u,  en  remplaçant  z  par  z »  ce  qui  trans- 
forme l'équation  dans  la  suivante  : 

d"«             d"2            ,      d*z              „d^z         dz        ,dz      ^       ^ 
1-  Q 1-  d' r" i-i-  5 j-  ^ —  ^  (jsssU. 

dx*        dx'^^^dy         dx'^^^dy*  dy*        dx         dy 

Pour  intégrer  cette  dernière,  observons  que 

satisfait  h  l'équation  proposée,  quel  que  soit  m,  pourvu  que  m'  vérifie 
l'équation 

m*  -*-  am**~^m!  -»-  a'm'*''*m'* h-  sm  -h  «'m'  -♦-  t  =  0, 
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qui  résulte  de  la  substitution  de  c"*'+"''y  à  z  dans  Téquation  proposée. 
En  tirant  de  celle-ci  la  valeur  de  fit'  en  m  et  posant  m!  =  ^pm,  on  aura 
pour  intégrale  particulière , 

et  si  'Im,  ^p'm,  •]/'««  représentent  les  différentes  valeurs  de  m'  ou  les 
difiTérentes  racines,  les  équations 

z  =  c'»'+!rl'"»  j    X  =  e"»'+3r4»'«j  etc. 

seront  des  intégrales  particulières  distinctes.  Or,  en  suivant  une 
marche  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  pour  l'intégration 
des  équations  différentielles  linéaires  (N"*  494),  on  prouvera  sans  peine 

que  si  A^A\A", B^ff^ff\ sont  des  constantes  arbitraires 

et  m,  m',  m", des  valeurs  quelconques  attribuées  à  m,  la  valeur 

suivante  de  z 

-♦-  ^e"»'+y4i'"»  -♦-  ^c"»''+4'"*'  -t-  ^'c**'''+y4»'"*"  -♦-  etc. 


satisfait  également  à  Téquation  aux  dérivées  partielles;  de  sorte  que 

l'intégrale  générale  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

% 
z  =»  2i4e"*'"Hf^"*  +  z^e**'-^'"»  -♦-  2Ce*"'+y4»"*'  -h  etc. 

le  signe  sommatoire  2  indiquant  la  somme  de  toutes  les  valeurs  que 
peuvent  prendre  ces  termes  quand  on  attribue  à  il  et  m,  ^  et  m,  etc., 
toutes  les  valeurs  possibles. 

Si  réquation  en  m  et  m'  trouvée  plus  haut,  donnait  pour  m  des 
valeurs  égales,  si  par  exemple,  les  fonctions  ^  tl-^  étaient  identiques, 
rintégrale  précédente  n'aurait  plus  toute  la  généralité  possible.  En 
suivant  une  marche  semblable  à  celle  du  N""  196,  on  démontre  que 
dans  ce  cas  z  =  ye^^"^  est  aussi  une  intégrale  particulière  qu'il 
faudra  joindre  à  la  valeur  de  z  trouvée  plus  haut,  pour  avoir  l'inté- 
gmle  générale. 

Cette  intégrale  prend  une  forme  très  simple,  lorsque  l'équation  aux 
dérivées  partielles  ne  contient  que  les  dérivées  d'un  même  ordre  n. 
Alors  réquation  en  m  et  m' se  réduit  à 

m"  -*-  ofn"~*m'  -t-  a'fnr-^m!^ -+-  a^'*~*^mm''*~*  -t-  a<*W*  =  0 

60 
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que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  en  divisant  par  m", 
1  -♦-  o' »-  a'  (  —  )  +  o««-*>  (  —  )      +  at">  (  —  J  =0. 


m' 


Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à  —  donnera  pour  cette  frac- 
ut 

tion,  des  valeurs  que  nous  désignerons  par  r,  K,  r"....;  on  aura  donc 

m!=rrmy    mf=^r^m,    fn!  =  r^'m  etc. 
et  rintégrale  générale  deviendra 

z  =  iAe'^''^'^y  -\'  2iîc"*'+'^"'y  -♦-  2Ce~'+'^*"'y  h-  etc. 
que  l'on  peut  écrire  ainsi 

Or  2i4(e'+'^)**  représente  la  somme  de  toutes  les  puissances  de  la  fonc- 
tion e'"^*^  multipliées  respectivement  par  des  coeflicients  constants  ar- 
bitraires A  et  Ton  a  vu  (N°  43)  que  toute  fonction  de  x  -h  ry  peut  se 
développer  suivant  les  puissances  croissantes  de  6*+*^  ou  de  toute  autre 
fonction  de  x  h-  ry  ;  d'où  il  suit  que  2i4(e'+'T')"*  représente  une  fonc- 
tion arbitraire  y  de  x  -+-  ry ,  comme  2fi(e'+'''!')**  représente  une  fonc- 
tion arbitraire  7'  de  x  +  r^y  etc.  L'intégrale  peut  donc  être  mise  sous 
la  forme 

z  =  y  (x  -♦-  ry)  H-  y'(x  -4-  r'y)  -♦-  <p"(x  -+-  r"y)  -i-  etc. 
Par  exemple  pour  l'équation  aux  dérivées  partielles 


dy*      "  rfx* 

on  trouve 

m': 

=  aw ,     m'  =  "  am 

et  l'intégrale  devient 

z  =  y(x  +  ay)  -+-  (p'(x  —  ay). 

226.  Intégration  par  les  séries.  Intégration  des  équations  linéaires 
d  coefficients  variables.  —  S'il  n'y  a  pas  de  méthode  générale  pour 
trouver  l'intégrale  complète  des  équations  aux  dérivées  partielles, 


CALCUL   INTÉGRAL.  485 

exprimée  par  un  nombre  limité  de  termes,  il  n'en  est  plus  de  même 
de  leur  intégration  au  moyen  des  séries  infinies.  La  marché  suivie  au 
N"*  216  pour  démontrer  l'existence  de  cette  intégrale,  indique  suffi- 
samment ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver  dans  tous  les  cas  cette  série, 
ou  du  moins  pour  la  faire  dépendre  de  l'intégration  d'équations  diffé- 
rentielles totales  simultanées.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés 
fournit  un  autre  procédé  ordinairement  plus  expéditif.  Soit  à  intégrer 

rf'z  dz 

dx'         dy 

Supposons  l'intégrale,  quelle  qu'elle  soit^  développée  suivant  les  puis< 
sances  ascendantes  et  entières  de  x  et  mise  par  conséquent  sous  la 
forme 

X  =  y  -^  rx  H-  r'x»  -*-  r'^x^  -^  etc. 

y,  y ne  pourront  être  que  des  fonctions  de  y  que  l'on  déterminera 

en  substituant  à  z  la  valeur  précédente  dans  l'équation  dérivée  donnée 
et  en  égalant  ensuite  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans 
les  deux  membres.  On  est  conduit  ainsi  aux  équations 

a   dY  a  dT  a   dY" 


•  •  •  •  • 


i.2rfy  2.3  dy  5.4  dy 

On  Yoit  par  là  que  les  deux  premiers  coefficients  Y  et  y  restent  indé- 
terminés et  que  les  autres  sont  exprimés  en  fonction  de  y  et  y  et  de 
ses  dérivées.  L'intégrale  a  donc  la  forme  suivante  : 

(ix^  ax'  a'x*  o'x' 

en  remplaçant  Y  et  F  par  ffy  et  -^y  et  en  désignant  par  <p',  ^'  etc.,  les 
dérivées  de  ces  fonctions. 

Ce  procédé  peut  s'appliquer  à  toute  équation  aux  dérivées  partiel- 
les, quelle  que  soit  sa  forme;  mais  il  est  particulièrement  commode 
pour  l'intégration  des  équations  linéaires,  que  les  coefficients  soient 
coDsiants  comme  dans  l'exemple  précédent  ou  qu'ils  soient  variables. 
Ainsi  pour  l'équation 

dH  dH 

=  X 


dxdy         dy* 


m 
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on  posera  encore 

«  =-  y  -*-  Fx  -+-  r'x«  -4-  r"x»  -♦-  etc. 

et  Ton  sera  conduit  aux  équations  de  condition 

^—0      2———       ^^  —  ^— 

^y  ""  '      ^y  ^  ^y'  *      ^y  ~~  ^y*  ' 

rfy         dy*  '         dy   ~  dy^' 
d'où  Ton  tire 

r""  =  C"",  etc.  ; 

rintégrale  est  donc  de  la  forme 

X*  X*  X® 

r:/       2.^^      2.4^^       2.4.6^  ^ 

+  Cx  -+-  C'x*  -+-  C'x»  •+-  C'"x*  +  etc., 
ou  plutôt 

s  =  ?y  H->tx  ^-y/y  +^?"y  ■♦-âXe^'"^  "*"  ^^^' 

dans  laquelle  7  et  4>  sont  deux  fonctions  arbitraires  Tune  en  y  et 
l'autre  en  x. 
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Détermination  de  quelques  intégrales  définies.  Procédé  fondé  sur  la  dérivation 
sous  le  signe.  —  Procédé  fondé  sur  l'intégration  sous  le  signe.  —  Procédé  fondé 
sur  rintégration  par  parties.  —  Procédé  fondé  sur  le  développement  en  série. 
—  Procédé  fondé  sur  Temploi  des  intégrales  doubles.  —  Procédé  fondé  sur 
rintégration  indéfinie  d'une  certaine  différentielle.  —  Procédé  fondé  sur  l'inté- 
gration d'une  équation  aux  dérivées  partielles.  —  Procédé  fondé  sur  le  passage 
du  réel  à  l'imaginaire.  —  Formule  de  Cauchy.  —  Autre  formule  de  Gauchy.  — 
Intégrales  définies  discontinues.  —  Intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce.  — 
Intégrale  eulérienne  de  première  espèce.  —  Expressions  des  fonctions  par  des 
intégrales  définies  doubles.  —  Application  de  la  formule  de  Fourier  à  la  recherche 
de  quelques  intégrales. 

227.  Détermination  de  quelques  intégrales  définies.  Procédé  fondé 
sur  la  dérivation  sotM  le  signe.  —  Od  a  vu  (N""  441)  que  rintégrale 
définie  d'une  différentielle  donnée  se  déduit  en  général  de  son  inté- 
grale indéfinie;  mais  on  peut  aussi  dans  certains  cas,  à  la  vérité  peu 
nombreux,  trouver  Tintégrale  définie  de  certaines  différentielles, 
quoique  l'intégrale  indéfinie  ne  soit  pas  connue  ou  du  moins,  sans 
faire  usage  de  cette  intégrale. 

Le  premier  procédé  est  fondé  sur  la  dérivation  sous  le  signe,  et 
consiste  à  dériver  une  intégrale  définie  connue  par  rapport  à  une 
constante  littérale  contenue  dans  la  différentielle.  Supposons  que  Ton 
ait 

n 

f{Xf  a)  dx  =  Fa, 

m 


i 
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m  et  n  étant  deux  limites  invariables  et  indépendantes  de  la  constante  % 
comprise  dans  la  différentielle  /"(x,  a)  dx  et  dans  l'intégrale  définie 
connue  Fa.  Gomme  a  est  quelconque,  on  peut  le  remplacer  par  a  +  t 
et  écrire 


î 


n 

f{xy  OL  -H  t)  dx  =  F{%  -♦-  t). 
m 


En  retranchant  membre  à  membre  la  précédente  et  divisant  par  i, 
il  vient 

»/"(x,a4-t)-/'(x,a)        ^F(aH-t)-Fa 


Jtn 


et  si  Ton  fait  converger  t  vers  zéro  comme  à  la  fin  du  N**  S07,  on 
trouve  enfin 


$ 


'»  dfix,  a)  ^         dFa 
-LL Ldx  =  --j-' 


m 


En  comparant  celle-ci  à  l'équation  primitive,  on  voit  que  pour  dériver 
une  intégrale  définie  à  limites  constantes,  par  rapport  à  a,  il  suffit, 
cotnme  pour  les  intégrales  indéfinies  (N"  207),  de  dériver  sous  le  signe 
d'intégration. 
En  dérivant  de  nouveau  les  deux  membres  par  rapport  &  a,  on  a  aussi 


—  =.C^d 


et  si  les  fonctions  F  et  f  renferment  deux  constantes  littérales  indé- 
pendantes a  et  Py  on  voit  sans  peine  que  l'on  peut  poser 


Si  m  et  n  étaient  fonctions  de  a,  la  dérivée  s'obtiendrait  de  cette  ma- 
nière :  F(x,  a)  étant  l'intégrale  indéfinie  de  /'(x,  a)dxy  l'intégrale  dé- 

finie  I     f{x,(x)dx  sera  donnée  par  F(n,  a)  —  F{iny<x)  et  sa  dérivée 

par  rapport  à  a  sera 

dF{ny  a)      dF{n,  a)  dn      dF(my  a)      dF{my  a)  dm 
da  dn       da.  da  dm       da. 
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Or, — ^-î— ' y^-^  ou     *•   ^  '   ^ , ^—LJl  n'est  autre   chose 

que  la  dérivée   de  Tintégrale  défloie  F{x,  a) ,  prise  en  considérant 

m  et  II  comme  constants,  c'est-à-dire,  1    -r-c/a:,  tandis  que  — —1^ 

J,^aa  dn 

dF{m,a)  ,  ,  ,     dFlx.a) 

et ; sont  les  valeurs  de  — \ — ^>   quand  a?  est  égalé  à  n 

dm  dx  ^ 

on  à  m,  c'est-à-dire,  /"(n,  a)  et  f(m,  a);  on  trouve  donc  pour  la  déri- 

çfi 
vée  de  I    f{xj  a)  dx  par  rapport  à  a, 
Jm 


î 


^  df  dn  dm 


.1  rf^  rf*W  «  A 

dans  laquelle  -r-  et  -r-  sont  connus,  puisqu  on  connaît  m  et  n. 

da,       doL 

Prenons  pour  exemple  l'intégrale  définie  connue,  a  étant  positif, 


f 


a 
0 


Si  l'on  dérive  les  deux  membres  par  rapport  à  a,  on  est  conduit  à 
cette  nouvelle  intégrale  définie 


î 


xe~"ax  =  —, 
0 


et  en  dérivant  n  fois  de  suite,  on  trouve 


r 


«             ,        i.2.3....n 
x"e""ox  = -: > 


a«+* 


dans  laquelle  a  est  quelconque,  mais  positif,  et  n  un  nombre  entier 
et  positif. 
En  dérivant  de  même  les  intégrales  connues 

r*     rfx        «       fi     ^  \ 

I     s= — ,      I   x^dx  = » 


k 
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on  est  conduit  à  ces  intégrales  définies  plus  générales, 

p        dx  i.5.5...(2n-~l)        TT  r*  ^ 4.15.... 

3q  (x«+o«)"+*     1.Î2.3...     n       2-+*a*'»+*'  )^^"*  ^*  (m+1)-^ 

dans  lesquelles  n  est  nécessairement  un  nombre  entier.  On  prendra  le 
signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 
Pour  i»  =  0,  il  vient 


n 

-M 


î: 


i 

log*xdx=±  i.2.5 n. 

0 

Considérons  encore  Tintégrale  définie  suivante  facile  à  trouver, 

i)=  I      e-^'dx. 


K-i)-:: 


Si  Ton  dérive  les  deux  membres  par  rapport  à  a  en  remarquant  que 
les  limites  sont  des  fonctions  de  cette  quantité,  on  trouve 

i  /        4\  1  -         1      .       i 

-(  e )  =  —  I      xer^'dx -e-* -e, 

a'\        e/  !    ^  o*  a« 

d*où  l'on  tire  la  valeur  de  cette  nouvelle  intégrale  définie. 


L 

a 


En  dérivant  de  nouveau  par  rapport  à  a ,  il  viendrait 


x*fi"*"  dx 


-hi'-l) 


I 

a 


4(-^) 


CALCUL    INTÉGRàL*  489 

2S8.  Procédé  fondé  sur  l'intégration  sous  le  signe.  —  Si  au  lieu 
de  dériver  les  deux  membres  de  Téquation  par  rapport  à  une  des 
constantes,  on  multiplie  les  deux  membres  par  la  différentielle  de 
celle-ci  et  qu'on  intègre  ensuite,  ce  qui  revient  à  prendre  de  part  et 
d'autre  une  somme  de  quantités  égales,  on  obtiendra  de  nouvelles 
intégrales  déflnies;  ainsi,  en  multipliant  par  da,  on  trouve 

dai     er'^'dxy    c'est-à-dire,     I     dxer'^'da^ — » 
et  en  intégrant  par  rapport  à  a  entre  les  limites  b  et  c,  il  vient 


$ 


00        ■ 


dx=*los-r 
Q  X  b 


En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation 


dx 


Q  X*  -♦-  o*      âa 
par  âacfa  et  intégrant  depuis  a=b  jusqu'à  a  =  c,  on  trouve  de  même 

'00 


'Og-i j(lx=7r(6— c). 


Ce  procédé  n'est  admissible  que  lorsque  la  différentielle  reste  finie  et 
continue  pour  des  valeurs  de  a  comprises  entre  les  limites  de  l'inté- 
gration. 

229.  Procédé  fondé  sur  l'intégration  par  parties.  —  Quelquefois 
une  intégration  par  parties  conduit  à  des  relations  entre  certaines 

intégrales  définies,  au  moyen  desquelles  celles-ci  peuvent  être  déter- 

foe 
minées.  Prenons  pour  exemples  les  deux  intégrales  \     e'"*'  sin  bxdx 

et  i     er^'  cos  bxdx  que  nous  représenterons  par  m  et  n.  En  intégrant 

par  parties,  il  vient 

.    ,    ,  /       cos6x\      fcos&x 

y^c"  sin  bxdx  =  —  I  er^' — 7 —  )  ""  \  — Â —  aer^'dx 

.    ,  /        sin  6x\       fsin  6x  , 

/e-"'  cos  6xrfx  ==       I  c-«' — r —  j  -+-  I — ' — ae~'^dx. 
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Si  Ton  prend  ces  intégrales  entre  les  limites  0  et  oo  ^  en  remarquant 

cos  ox  sin  hx 

que  pour  a;  =  0,  c~*' — r —  et  e~"' — r — se  réduisent  respectivement 

0  6 

i 

à  7 et  0  9  et  que  pour  x  =  oo  ,  elles  se  réduisent  toutes  deux  à  zéro, 

pourvu  que  a  soit  positif  et  ne  soit  pas  nul,  on  trouve  en  remettant 
pour  ces  intégrales  leur  valeur  m  et  n, 


a  \      a 

0  0         0 


d'où  Ton  tire 


Wl  =  -T rr>     W  = 


a*  -+-6*  a'  -H  6* 


c'est-à-dire  que  l'on  a  pour  toute  valeur  positive  de  a  et  tant  que  a 
n'est  pas  nul , 

/•«  6  f*  a 

I      er^' sïn  bx  dx  = -z — —9     \     e*"**  cos  6xrfx=— - — r^* 

230.  Procédé  fondé  sur  le  développement  en  série.  —  Le  dévelop- 
pement des  fonctions  en  série  conduit  quelquefois  aux  valeurs  de  cer- 
taines intégrales  définies.  Soit  la  série  supposée  convergente 

^  =  a  -+-  6x  -H  ex*  -+-  dx*  -♦-  etc. 
Remplaçons  x  par  pe  ou  p  (cos  z  -+■  (/ —  1  sin  z);  il  vient 


f{pe  )  =  a  -♦-  ope  ^         -+-  cp*e    ^        -¥■  etc. 

dont  le  second  membre  est  encore  convergent,  pourvu  que  p  soit  in- 
férieur à  la  plus  grande  valeur  qu'il  est  permis  de  donner  à  x,  ou 
pourvu  que 

a  -4-  6p  H-  cp'  -♦-  rfp'  -4-  etc. 

soit  convergent,  parce  que  en  remplaçant  les  quantités  exponentielles 
par  leur  valeur  trigonométrique,  le  second  membre  prend  la  forme 

a  -+-  6p  cos  2  -+-  cp*  cos  2z  -4-  c/p'  cos  Zz  -+-  etc. 


j/ —  4  [bp  sin  z  h-  cp*  sin  2z  -*•  dp'  sin  5jz  ■+•  etc.) 
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et  que  ces  deux  séries  sont  convergentes  lorsque  a  +  6p  -f-  cp* 
4-  dp^  •+•  etc.,  se  trouve  dans  ce  cas,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  N°  56. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  e    '  dZj  %  étant  un 

nombre  entier  et  positif  quelconque,  et  qu'on  intègre  entre  les  limites 
Oet  27r,  tous  les  termes  du  second  membre  disparaîtront,  puisque  l'on 
a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  n, 

e    ^       dzs=zO. 
0 

Un  seul  terme  du  second  membre  fera  exception;  c'est  celui  où  l'ex- 
posant de  X  est  égal  à  i  et  qui  a  pour  coefficient  (  --^  )    .  _  _ ;• 

\aïyp  l.i.5 t 

L'intégrale  de  ce  terme  est 


i 


V^rfi^y,  i.2.3 t 


Il  vient  donc 

27r 


f-^-.4/=rî         ^/=ï      _  /dTN      2.p^ 

Si  le  nombre  t  était  négatif,  il  est  visible  que  tous  les  termes  du  second 

membre  sans  exception  seraient  nuls. 

i 

Prenons  pour   exemple   la   fonction  =  (a  —  a?)""*   qui    est 

a  —  X 

développable  en  série  convergente,  pourvu  que  x  soit  plus  petit 

que  a.  On  trouve 

'27r      _,-^i/z:ï 

e       ^ 


a  —  pe  ^       dz 

pourvu  que  p  soit  inférieur  à  a. 

Comme  |/ — i  a  deux  valeurs,  on  peut  remplacer  +  [/ —  1   par 
—  |/ — i  et  il  vient  encore 

e   ^        dz 
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En  additionnant  et  retranchant  successiveiuent  ces  deux  intégrales, 

après  avoir  remplacé  e  par  sa  valeur  trigonométrique,  on  trouve 

ces  deux  nouvelles  intégrales  définies  dans  lesquelles  t  est  un  nombre 
entier  et  positif. 


[ 


^"acostz  —  pcos(t-Hi)z      ^Je /p\ 


o*  —  î2ap  cos  z  -H  p*  a  \a 

J^'^^a  sin  iz  —  p  sin  (t  -h  1  )  2 
a*  —  2ap  cos  z  -np* 


9 


dz  =  0. 


Pour  t=0,  la  première  devient 


f 


-^       a  —  p  cos  z  27r 

a«  —  2ap  cos  z  -♦-  p*  a 


En  multipliant  les  deux  membres  par  2£fa,  puis  intégrant  depuis  a^a 
jusqu'à  a  =  00  ,  on  est  conduit  à  l'intégrale  définie  suivante 


\ 


2;r 

log  (o*  —  2ap  cos  z  -H  p')  rfz  =5  iff  log  a. 

0 


231.  Procédé  fondé  sur  V emploi  des  intégrales  doubles,  —  L'emploi 
des  intégrales  doubles  conduit  à  une  intégrale  définie  renaarquable. 

Représentons  par  A  l'intégrale  définie  1     e~*  dx^  et  par  y  une  autre 

•'0 
variable  indépendante  de  x.  Si  Ton  remplace  x  par  ay,  a  étant 
une  quantité  quelconque  positive,  et  dx  par  ady,  et  qu'on  intègre 

c-<«y>*arfy  par  rapport  à  y,  l'intégrale  I     e-^^^^*  ady  sera  aussi  égale 

è  A  y  parce  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  ay  passe  par  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  0  et  l'infini,  quand  y  varie  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini;  on  a  donc,  en  multipliant  les  deux  intégrales  et 
remplaçant  a  parx^ 

►00  ^» 


$e**'*rfx.     \      er'^^^xdy  =  i4  ' , 


0  '0 
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qu'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante ,  comme  on  Ta  fait  pour  les 
intégrales  doubles,  attendu  que  les  variables  x  et  t/  sont  indépendantes, 

.00     ^00 


•'o  •'o 


ou  bien 


—  ^C     rfy         i 


et  par  conséquent , 

A 


$00  ^    /^ 

e-'*dx  =  -  (A. 
0 


La  racine  positive  de  tt  peut  seule  convenir,  parce  que  er'  dx  reste 
positif  pour  toute  valeur  de  x  et  que  par  conséquent  l'intégrale  est 
nécessairement  positive. 
On  trouve  ainsi 


>00  .     «X  a     «00 


I/tt 


232.  Procédé  fondé  sur  Vintégration  indéfinie  d'une  certaine  diffé- 
rentielle. —  On  peut  dans  certains  cas  faire  dépendre  la  recherche 
d'une  intégrale  définie,  de  l'intégration  indéfinie  d'une  certaine  diffé- 
rentielle. Soit,  par  exemple, 


,00 
^  r=  l      e~*»'''  cos  bxdx. 
'0 


A  est  une  fonction  de  6;  et  en  dérivant  les  deux  membres  par  rap- 
port à  6,  il  vient, 


fOO 

=  —  \      e"''*sin6x.; 
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or,  si  Ton  intègre  par  parties,  on  trouve 

il         *        9  1 

ysin  bx e~«**  xdx=  —  sin  bx h  \ cos  bxbdx 

et  en  prenantcette  intégrale  indéfinie  entre  les  limites  Oet  oo ,  on  aura, 
en  remarquant  que  le  terme  hors  du  signe  est  nul  &  ces  deux  limites, 
pourvu  que  a  ne  soit  pas  nul , 

,00  -'^'^ *-* 


cos  bxbdx  =a  H 1     e~«  '  cos  6a:rfx. 


i     e"*  '  sin6xxc{x=:+  \    


On  a  donc 


dÀ 6^ 

db'^      2a«    ' 


Cette  équation  différentielle  intégrée,  donne 

log  A  =  — ■—  -t-  log  C,    ou    i4  ==  Ce     *^* . 

La  constante  C  qui  est  indépendante  de  6,  se  détermine  en  remarquant 
que,  lorsqu'on  fait  6=^0  dans  Téquation 

il  =  l     «-•'•'  cos  bxdx. 


^0 


on  trouve,  d'après  ce  qu'on  a  vu  (N*  234), 

d'où  il  suit  qu'en  faisant  6  =  0  dans  l'équation 

A  =  Ce''^\ 


on  doit  avoir 
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On  est  donc  conduit  à  cette  intégrale  définie 


i 


e~*  *  cos6xax  =  ~— c 
0  2a 


Si  cette  intégrale  devait  être  prise  entre  les  limites  -+-  «  et  —  «  , 

il  suffirait  de  doubler  la  valeur  trouvée  plus  haut;  car  er^  '  cosbx 
ne  changeant  pas  quand  on  remplace  +  x  par  —  x,  il  est  visible  que 
la  différentielle  passe  par  des  valeurs  identiquement  les  mêmes  lors- 
que X  varie  entre  0  et  +  oo  et  lorsque  x  varie  entre  0  et  —  oo  . 

Pour  ce  qui  est  de  la  différentielle  er'*  '  sin  bxdx^  si  Tintégralc 
devait  être  prise  entre  les  limites  +  oo  et  —  oo  ,  on  reconnaît  sans  cal- 
cul que  rintégrale  définie  est  nulle;  car  en  remplaçant  x  par  — x,  la 
différentielle  change  de  signe  en  passant  par  les  mêmes  valeurs;  d*où 
il  résulte  que  la  somme  de  ces  valeurs  entre  0  et  +  x  est  la  même  que 
la  somme  entre  0  et —  oo  ,  mais  de  signe  différent  et  par  conséquent 
la  somme  totale  entre  +  oo  et  —  oo  est  nulle.  Cette  remarque  peut 
servir  dans  un  assez  grand  nombre  de  cas  à  reconnaître  la  valeur  d'une 
intégrale  définie. 

Les  intégrales 

e-"  *  sin*6xclx,     V     e~**  *  cos'ftxcfx 

0  •'o 

que  nous  désignerons  par  u  et  v,  s'obtiennent  en  remarquant  qu'en 
les  additionnant  et  les  retranchant  successivement,  il  vient 

/•oo  fCO 

ii  +  t7  =  \      er«**'dx,    V  — 11  =  1      «-•*'* 


cos  26xdx. 
0  '0 


Or  on  sait  qu'on  a 

»oo 


^00  1/  f^O 

h  2a       3^, 


il  vient  donc 

2a  2a 


496  CHAPITRE    XVII. 

et  par  conséquent 

235.  Procédé  fondé  sur  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles.  —  Quelquefois  la  détermination  d'une  intégrale  définie 
peut  être  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles; soit  en  effet 


çn 
u  =  l     e-«*'*  si, 
Jtn 


sin  bxdx. 
m 


On  tire  de  là,  si  m  et  n  sont  indépendants  de  6  et  de  a , 


d*u  r^       ,  , 

•177=  —  \     ^^  '  sin6xx*(fj:, 
Jm 

^  —  -—  2a  l     c-«  '   sin  bxx^dx, 

d'où  l'on  déduit  sans  peine 

^   d*u      du 

que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

rf*M        du 


db^      2ada 

ou  bien,  en  remplaçant  a*  par  c, 

d*w      du 

dont  l'intégrale  fera  connaître  ti,   c'est-à-dire,   l'intégrale  définie 
cherchée.  Elle  a  été  traitée  au  N«  226  où  l'on  a  trouvé 

tt  =  <pa«  -h  b^a^  ^  —  yV  -4-  Y^=ya^  h-  --^  y"a«  -t-  etc. 
La  forme  de  la  fonction  arbitraire  (p  se  détermine  par  la  remarque  que 
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pour  6  =  0,  l'intégrale  est  nulle,  et  par  conséquent  la  fonction  f  est 
nulle,  ainsi  que  ses  dérivées  f',  t'S***  Quant  à  la  fonction  -^^  on  remar- 

quera  que  comme  pour  6  =  0,  -77  =  \     e"**'*  cos bx.xdx  devient 

«^      Jm 


î 


^  4 


«M  2o 

fH 


on  doit  avoir 


^=-L  («-•-•- «-•-•), 


et  par  conséquent 

à^n'^  -*-  i       11      a^tn}  -4-  i       11       .„ 
2a*  2a* 

la  dérivée  étant  prise  par  rapport  k  c  =  à^. 

234.  Procédé  fondé  sur  le  pctssage  du  réel  à  V imaginaire.  —  Le 
passage  des  quantités  réelles  aux  quantités  imaginaires,  au  moyen  de 
la  formule  symbolique  d'Euler,  peut  souvent  être  employé  utilement 
pour  ramener  certaines  intégrales  définies  à  d'autres' déjà  connues; 
par  exemple,  pour  intégrer 


00 


on  remplacera  c^  par  cos  (a |/ —  \)x  —  (/ — i  sin  (a  j/ — i) x ,  et  l'on 
aura  à  chercher  les  intégrales 

\  C-'  cos  [a  |/—  i) xdx  —  |/—  i  I  e-^*  sin  (a  j/— i)  xdar. 

J —  00  J —  00 

Or,  en  remplaçant  6  par  a  (/ — i ,  on  a  trouvé  (N»  232) 

i  c"'*  cos(al/— i)xdx=(/7rc*  ,    l  e-'*sin(a|/— i)xrfx=0; 
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on  a  donc 


i 


00  _^ 

—  00 


Il  est  à  remarquer  que  ce  moyen  ne  peut  être  employé  qu*avec  cir- 
conspection, parce  qu'il  est  souvent  en  défaut,  ce  qui  arrive  toutes  les 
fois  que  la  transformation  a  pour  effet  d'altérer  la  continuité  de  la 
fonction. 

235.  Formule  de  Cauchy.  —  On  trouve  encore  un  grand  nombre 
d'intégrales  définies  au  moyen  de  la  formule  suivante  due  à  Cauchy  : 


.         1  f27r  ±yi/zri 


laquelle  représente  toute  fonction  fa  au  moyen  d'une  intégrale  définie 
d'une  forme  déterminée.  On  la  démontre  facilement  en  développant 

en  série  f{a  -4-  re     ^^  ^  j^  ce  qui  donne 

fa-^re  fa-i -— r'a -h  etc., 

série  dont  la  convergence  est  assurée  si  r  est  tel  que  f{a'^r)  est 
développable  en  série  convergente ,  car  on  peut  mettre  celle-ci  sous 
la  forme 

rY"o 
fx  -♦-  rfa  cos  y  -h    '      cos  2y  -+-  etc. 

d=  j/— 1  (  rfa  sin  y  •+■  -jt-t-  s>n  2y  -+•  etc.  j 

qui  se  compose  de  deux  séries  convergentes  (N<*  250)  si  le  développe- 
ment de /"(a  -4-  r),  c'est-à-dire, 

r* 

fa  -4-  rPa  h-  r-;r/"a  h-  etc. 
'  '  1.2' 

est  lui-même  convergent.  Ceci  posé^  on  a  identiquement 
f{a-^re    ^^       )=/b-4-r/^'ac     '''^        "^  "TT"^  "^^^^' 
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et  si  Ton  multiplie  par  dy  et  qu'on  intégre  les  deux  membres  par  rap- 
port à  y  entre  les  limites  0  et  Stt,  en  observant,  comme  au  N^  250,  que 


i 


2^    ±„y^/Zl 

e      ^^        dy 
0 


est  nul  pour  toute  valeur  entière  de  n  depuis  n  =  i ,  on  est  conduit  à 
l'équation  suivante 

>27r 


i: 


/•(a  -4-  re"*"^*^"  *)  dy  =  ^nfa 


0 

qui  est  la  formule  indiquée.  Elle  serait  encore  vraie  si  r  était  imagi- 
naire et  de  la  forme  a  -h  p  ]/ —  i  ,  pourvu  que  le  module  j/a*  h-  p* 
fût  inférieur  à  la  limite  que  nous  avons  assignée  plus  haut  à  la  valeur 
de  r.  Si  l'on  suppose  fa  =»  log  a,  il  vient 

re     ^*^       )dy  =  27rloga. 


\     log(o 


0 

On  déduit  de  là 

»27r  .  y—:  ,.2 


I     log  (a  H-  re^  )rfy  -*-  \      ^^6  («  -♦-  rc    ^*^       )  rfy    ou 

Ja  Ja 


0  •'0 


J 


.y»/-^^.  .  -.-y^^-^ 


log  J  (o  -t-  rc  '^       )(«-*-*"«  )  1  ^^'y  =  ^^  Ï<>S  « 

0 


et  en  effectuant  la  multiplication ,  on  est  conduit  à  l'intégrale  définie 
trouvée  déjà  plus  haut, 


s 


27r 

log  (a*  ■+■  2ar  cos  y  ■+•  r')  dy  =  iir  log  a , 
0 


pourvu  que  log  (a  +  r)  soit  développable  en  série  convergente,  c'est-à- 
dire,  pourvu  que  r  soit  plus  petit  que  a  (N*  36). 

256.  Autre  formule  de  Cauchy.  —  Gauchy  a  encore  démontré  une 
seconde  formule  qui  conduit  à  la  plupart  des  intégrales  définies  con- 
nues. Supposons  que  l'on  ait 

ffzdz  c=yz  -4-  C; 
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on  aura  encore,  eu  remplaçant  z  par  x  +  y  |/ —  i  , 

ff{x  -^  y  |/^)  d{x  -+-  y  |/^)  =  f  (x  -^  y  /— î)  +  ^• 

Si  l'on  suppose  x  variable  et  y  constant,  le  premier  membre  se  réduit 

à  ff{x  -4-  y  j/ — i)rfx,  et  dans  le  second  membre  C  sera  une  fonc- 
tion 4^  de  y ,  tandis  qu'en  supposant  x  constant  et  y  variable,  le  pre- 
mier membre  devient  ^ —  1  ff[x  -+-  y  j/ —  i)  dy  et  dans  le  second, 
C  sera  une  fonction  4^'  de  x.  En  égalant  les  deux  valeurs  de  l'inté- 
grale 7  prises  entre  des  limites  quelconques,  il  vient  donc 

Pour  prendre  l'intégrale  déQnie  par  rapport  à  y ,  entre  les  limites 
0  et  00  ,  il  faut  dans  la  valeur  de  l'intégrale  indéfinie  faire  successi- 
vement y  égal  à  chacune  de  ces  valeurs  extrêmes  et  prendre  la  diffé- 
rence des  deux  résultats;  il  vient  ainsi 

/•(x-^y  j/^)  dy=/[A«+  «  |/^)  ~-/x]  dx — >^«  +-^. 
0 


Supposons  la  fonction  f\x  -4-  y  ^/—  i)  telle  qu'elle  s'évanouisse  pour 
y  s=  00 ,  l'équation  précédente  devient  alors 

^00  

//xdx  = -"  |/^^  \     /"(x -H  y  (/— i)  dy  —  4*00  -^  >|»0. 

■'o 

Prenons  maintenant  l'intégrale  du  premier  membre  se  rapportant  i  x, 
entre  deux  limites  JCet  —  A".  On  trouvera  de  même,  pourvu  qu'entre 

ces  limites  f[x  -4-  y  y^ —  i)  reste  fini  et  continu , 

i      /xdx=-/-i\    /'(ir-t-y/-i)-A-^-^y/-*)r»- 

Soit  L  la  limite  vers  laquelle  converge  x./x  ou  —  x/'(— x)  quand  x  con- 
verge vers  l'infini.  L  sera  aussi  la  limite  de  {x-\-yy — i)/'(x-4-y ^— *)> 

puisqu'on  peut   récrire   ainsi   x(i-4--|/ — l)/*)x(l-*--|/— *)  |> 

X  {  • 
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fonction  qui ,   à    la    limite ,   devient   xfx  =  oo  /*  x .   Les   fonctions 
f{X  -^y  Y  —  i)    et    /*( — Jf-t-yj/—!)    convergeront   donc    vers 

et  ,  quand  A*  convergera  vers  Tinfini  et 


l'équation  précédente  convergera  vers  la  suivante 


^y 


>Q0 


c*est-i-dire , 
X 


I  /xdx  =  —  "2^  j/ —  K  arc  tang  -«?  =  —  irZ  |/ —  i  , 


J 


et  en  passant  à  la  limite,  on  aura  rigoureusement 

fxdx  =  —  -kL  ^ —  i . 

Prenons  pour  exemple,  la  fonction ^ •   En  y  remplaçant 

X  par  X  -4-  y(/ — i,  on  reconnaît  i®,  qu'elle  est  nulle  pour  y  ==  oo  ; 
2%  que  le  produit  xfx  ou  —  xf{ —  x)  est  nul  pour  x  «=  oo  ,  et  3",  que  la 
fonction  reste  finie  et  continue  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre 
+  00  et  —  00  ,  et  pour  toute  valeur  de  y  comprise  entre  0  et  oo  ;  car  si 
pour  x  =  0  et  y  =  i  le  dénominateur  est  égal  à  zéro,  il  en  est  de 
même  du  numérateur.  Il  est  visible  que  L  est  ici  nul  et  Ton  a 


$ 


00  axl/—\ 

—  oc 


dx  =  0. 


d'où  Ton  tire 


'*       cos  ax  H-  [/ —  i  sin  ax  ^  r*  dx 


L 
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et  en  séparant  la  partie  réelle  de  la  partie  imaginaire,  on  trouve 

r^      cos  axdx r*      sin  axdx 

J— 00    ^-^^^   "^"^      *     3—00    *"^^*   " 


257.  Intégrales  définies  discontinues.  —  En  multipliant  par  db  les 
deux  membres  des  intégrales  de  la  fin  du  N""  229  et  intégrant  entre 
les  limites  b  =  0  et  6  =  6,  on  trouve 

*  c^«'cos6x  .         r*  e-*'rfx      ,  a 

-♦-  log 


r^  er^  cos  bx      _C     «"*'  < 

'o       "^       """"Jo"^ 


l/à^^' 


$ 


**  «"••  sin  bx  ,  b 
dx  =  arc  tang  - 

^  X  G 

0 


Ces  équations  étant  vraies  quelque  petite  que  soit  la  valeur  de  a,  et 
les  différentielles  restant  finies  et  continues  lorsque  a  s'évanouit,  on 
peut  faire  converger  cette  lettre  vers  zéro  et  à  la  limite  on  est  conduit 
aux  intégrales  suivantes  ^*^ 

r^cos6x,        ,     ^       f  *  da:      ,     ^      ,  ,      -, 

\      dx  =  logO-+-\     — =logO  ■+- log»  —  logO  =  », 

Jq      "^  Jo   "^ 


\ 


*  sin  6x  ,  6        ,  7t 

— ^rfx  =  arctang-  =  =b- 


Dans  cette  seconde  intégrale,  le  signe  -t-  doit  être  employé  quand  6 
est  positif  et  le  signe  —  quand  6  est  négatif.  Si  6  était  nul,  aucune 
de  ces  deux  valeurs  ne  conviendrait,  car  si  Ton  fait  à  la  fois  a  et  6 

nuls,  arc  tang -se  présente  sous  forme  indéterminée.  Il  est  visible 


(*)  li  est  à  remarquer  que  dans  les  intégrales  de  la  fin  du  N»  229  on  ne  pourrait 
pas  faire  a  =  0  parce  que  les  valeurs  cos  bxdx  et  sin  bxdx  auxquelles  se  réduisent 
les  deux  difFérentielles,  étant  indéterminées  pour  a;  =  ao ,  les  sommes  des  valeurs 
des  différentielles  ou  les  intégrales  doivent  Tétre  également.  Cette  impossibilité 

,.,,,,                  „      .     r      ,                 ,            cos  6jp      sin  bx 
n  existe  plus  dans  les  deux  nouvelles  intégrales ,  attendu  que ^  et sont 

X  X 

nuls  pour  a;  ^=  x  , 


i 
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J     sio  hx 
dx  devient 
0       "^ 

^  O.dx 

c'est-à-dire  qu'elle  est  nulle.  Cette  intégrale  présente  donc 

0      "" 
cette  circonstance  remarquable  que,  si  l'on  fait  varier  6  depuis  —  x 

TT 

jusqu'à  +  GO  ,  sa  valeur  sera  — -  tant  que  b  sera  négatif,  pour  deve- 
nir  brusquement  zéro  quand  6  sera  nul  et  passer  brusquement  à  la 

TT 

valeur  +  -  quand  6  prendra  une  valeur  positive  quelconque.  Cette 

intégrale  est  dite  pour  ce  motif,  discontinue. 

J*  cos  ax  sin  bx 
;;;; dx  ]    Car 
0 


X 

on  a 


r*  cos  axsinôx      i  Ç^  sin  (b -*-  a)  x  i  Ç^  sin  (6  —  «)*  i 

et  le  second  membre  devient-- -*---=--  ou  --  —  --==0,  ou 

22      22      2  22      22         ' 

enfin  --=-9    selon  que  6 — a  est  positif,  négatif  ou  nul.  L'intégrale 


TT       n 


cherchée  est  donc- 9    -  ou  0,  selon  que  b  est  plus  grand,  égal  ou  plus 

petit  que  a.  Celte  intégrale  est  discontinue  comme  la  précédente. 
258.   Intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce.  —  Occupons-nous 


00 
encore  de 


l'intégrale  1      c"'  x^^*  dx,  quç  l'on  peut  mettre  sous  l'une 
des  formes 

i    flogjj     dy,    2(     eVyti^idy,    if     i^' dy, 

jQ  \    y/  jq  pjq 

en  remplaçant  x  par  log  -  »  par  y*  et  par  y  y ,  et  dans  laquelle  nous 
supposerons  p  positif,  mais  quelconque.  Comme  cette  intégrale  est  une 
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fonction  de  p,  nous  la  désignerons  par  r  (p).  En  intégrant  par  parties 
entre  les  limites  indiquées,  on  trouve 

.00  .    ^» 


0  P^O 


tandis  que  pour  p  négatif,  le  même  procédé  aurait  conduit  à  uoe 
valeur  infinie.  Comme  l'intégrale  du  second  membre  est  semblable  à 
la  première  en  remplaçant  p  par  p  +  i,  on  pourra  représenter  celle-ci 
par  r  (p  + 1)  et  l'équation  précédente  apprend  que  Ton  a 

r  p  =^^ L, 

'^'  p 

ou  en  changeant  p  en  p  —  1, 

r(p)  =  (p-l)r(p-l). 

Cette  relation  subsiste  pour  toute  valeur  de  p;  on  peut  donc  poser 

r(p-4)  =  {p-2)r(p-2),     r(p-2)  =  (p-3)r(p-3), 

r  (p  —  n  -+- 1)  =  (p  —  n)  r  (p  —  n) 
et  par  conséquent  en  substituant, 

r(;>)  =  (p  -  i)  (p  -  2)  (p  -  3) (p  -  n)  r(p  -  n). 

Si  n  est  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  p,  et  e  le  reste, 
r(p — n)  répondra  à  un  exposant  de  x  fractionnaire  et  négatif  c— 1 
dans  er*af~*dx,  et  la  valeur  de  r(p)  prendra  la  forme 

r{p)  =  e(£-*-l)(eH-2)(£  +  5) (p-2)  (p-1)  r(£), 

qui  fait  dépendre   la  valeur  de  l'intégrale  définie  cherchée,  d'une 

intégrale  toute  semblable  re,  mais  dans  laquelle  p  est  compris  entre 

zéro   et  l'unité.  Cette  dernière  intégrale  doit  se  calculer  par  les 

méthodes  d'approximation ,  pour  toute  valeur  fractionnaire  de  e  et 

les  résultats  consignés  dans  des  tables  servent  à  déterminer  T[p) 

1  /i\ 

pour  une  valeur  quelconque  de  p.  Si  e  est  égal  à  ->    l'intégrale  ^  (  -  ) 

représente    2  l      e-y*dy=\/n.     Pour  s  =  1 ,  elle  prend  la  forme 

•'o 


k 
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QO 

r(i)  =  2 1     e-y*y(|yŒ4  ;  on  voit  donc  que,  pour  toute  valeur  entière 
et  positive  de  p,  on  a 


[ 


00 

e-'arP-«  (/«  =  !. 2.3 {p— i), 

0 


ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  au  N*"  227.  L'intégrale  dont  on 
vient  de  s'occuper  est  connue  sous  le  nom  dHntégrale  eulérienne  de 
seconde  espèce  ou  fonction  gamma^ 

239.  Intégrale  eulérienne  de  première  espèce.  —  Considérons  encore 
les  intégrales  définies  suivantes  connues  sous  le  nom  d'intégrales  EuU' 
rtennes  de  première  espèce  ^ 


y)^+' 


1 

dont  la  première  rentre  dans  la  seconde  en  changeant  x  en • 

Il  résulte  de  ce  qu'on  a  vu  au  numéro  précédent,  que  l'on  a,  p  et  f 
étant  positifs, 

r  (p)  =  2  \     e-'^x^p-^  dx,    r  (g)  =  2  l     tn  y»?-*  dy. 

Si  dans  la  seconde,  on  change,  comme  au  N°  231 ,  j^  en  xj^,  on  aura 
aussi  pour  toute  valeur  positive  de  x. 


/•OO 

•'o 

et  par  conséquent,  en  multipliant  les  deux  intégrales  et  remplaçant 
leur  produit  par  une  intégrale  définie  double,  ce  qui  est  permis  parce 
que  les  variables  x  et  y  sont  indépendantes, 

$00    /«OO 
l      e-'*<«+y*>  x»/»+'ï-^  y«î^  dxdy 
0  •'o 


^00  ^00 

r=  4  V     y'î-*  dy  \     e— '»+**> x*i'+*î-*  rfx, 

•'o  •'o 


63 
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Or  9  si  dans  la  valeur  de  r(p)  on  remplace  p  par  p  +  9,  et  x  par 
X |/i"-*-y*,  on  a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  y, 

ou  bien 

r(p  -4-  ç)  =  2(1  -4-  y«)H^  V     e~*  <•+»•) xV'+^ï-^dx, 

ce  qui  fait  prendre  à  l'intégrale  double  la  forme  suivante  : 


On  tire  de  là 


1^  (y«H-i)p+»     2r(pH.?) 

ou,  en  remplaçant  y*  par  x, 

.00 


a:*-«cb;        r(p)r(g) 
Q  ix-i-iy+i~Hp+q) 


Si  l'on  remplace  x  par 9    les  limites  0  et  00  de  cette  dernière 

X 

intégrale  se  changent  en  i  et  zéro,  et  cette  équation  devient 


(\i-x).-x^dx='-M2) 


La  valeur  de  Tp  a  été  donnée  au  numéro  précédent. 

En  supposant  q  compris  entre  0  et  i,  et  posant  j9=si  — 9,  on  trouve, 

à  cause  de  II  =  1  (N*  238), 

.00 


r,r(l-,)==J^^i^d«. 
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Mais  on  a  TU  au  N«  144  que  Ton  a 

.00 


,^    x-^i       sin  qn 
il  vient  donc 


i 


sinqn 

pourra  que  q  soit  nne  fraction  proprement  dite. 

Cette  formule  permet  de  calculer  r(i  — q)  quand  on  connaît  Tf ,  et 

i 
par  conséquent  donne  Tp  pour  des  valeurs  comprises  entre  ^  et  1 , 

i 

quand  on  la  connaît  pour  des  valeurs  comprises  entre  0  et-* 

240.  Expression  des  fonctions  par  des  intégrales  définies  doubles. — 
11  existe  une  formule  très  générale  et  fort  remarquable  due  à  Fourier, 
servant  à  représenter  par  une  intégrale  définie  double  une  fonction 
arbitraire  donnée  continue  ou  discontinue  d'une  seule  variable. 
Quoique  ce  soit  dans  la  physique  mathématique  et  dans  la  mécanique 
analytique  que  cette  formule  trouve  ses  principales  applications, 
cependant  nous  la  démontrerons  ici ,  parce  que  Ton  verra  plus  loin  le 
secours  qu'on  peut  en  tirer  pour  la  recherche  des  intégrales  définies 
et  pour  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

Q.  m      C     sin  bx 

ai  oans  i     dx,  dont  on  s'est  occupé  au  N'  257,  on  remplace  x 

par  p,  et  6  par  X  —  a,  elle  devient 


$ 


00 

sin  p  (x  —  a)  , 
—  dpy 


0  P 

mtégrale  qui,  d'après  ce  qu'on  a  vu,  est  égale  à  t  >  zéro ,  —  -  suivant 

que  6=:x— a  est  positif,  nul  ou  négatif,  ou  suivant  que  x  est  plus 
«wnd  que  «,  égal  à  a  ou  inférieur  à  a.  Il  suit  d'abord  de  là  qu'en 
désignant  par  y  la  valeur  de  l'intégrale ,  qu'il  faut  considérer  comme 
une  fonction  de  la  lettre  x,  le  lieu  géométrique  donné  par  l'équation 


$*  sinp(x— a) 
0  ~V-*' 
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de  la  forme  y=7X,  se  compose  d'une  ligne  droite  parallèle  à  l'axe 

desXet  distante  d'une  quantité  -9  aussi  longtemps  que  x  reste  supérieur 

à  a.  Pour  x=3a,  le  lieu  géométrique  devient  un  point  situé  dans  l'axe 
des  X,  et  X  continuant  à  décroître,  le  lieu  devient  une  seconde  droite 

parallèle  à  l'axe  des  X  et  distante  de  — -•   On  voit  aussi  qu'en  posant 


dp, 


$sinp(x — a)         t     sinp{x — </)  C     sinp(x — a^»"*') 

0       P       ''  Jo        P        ^ '^''o         P~ 

les  constantes  a,  a' a^**^^'  en  nombre  n  étant  supposées  rangées 

dans  leur  ordre  de  grandeur  croissante,  cette  équation  représente 

une  parallèle  à  l'axe  des  X  distante  de  n  ^  pour  toute  valeur  de  x 

supérieure  à  a^"""*^   Pour  x  =  a^*~*>,  on  trouve  y=(n  —  i)->  puis 
si  X  continue  à  décroître  et  reste  compris  entre  a^"^*^  et  é*^\  la 

4P  MP 

dernière  intégrale  devient  —  -  et  l'on  trouve  y  =(»— 2)  - ,  c'est4-dirc 
que  dans  cet  intervalle  des  valeurs  de  x,  le  lieu  géométrique  est 

encore  une  droite  parallèle  à  X  et  distante  de  (n  —  2)  s  ^^  ^^"^^  ^^ 

suite.  Le  lieu  géométrique  représenté  par  l'équation  est  donc  une 
suite  de  points  et  de  droites  parallèles  à  l'axe  des  X. 
Multiplions  par  fada  les  deux  membres  de  l'équation 


i-î 


*smp(x-a)^p ^^^ 


0  P 

qui  suppose  a  inférieur  à  x,  c'est-à*dire  posons 

.00 


^(pada=l 


fa — i  dpda . 

0  P 


Gomme  cette  équation  subsiste  pour  toute  valeur  de  a  inférieure  à  x, 
l'égalité  subsistera  pour  la  somme  de  toutes  ces  valeurs,  c'est^-dire 
pour  les  intégrales  prises  depuis  a^=m  jusqu'à  as^x,  pourvu  que  m 
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soit  inférieur  a  x;  en  désignant  done  Tintégrale  de  (fada  par  f,ay  il 
viendra  y  pourvu  que  fa  ne  devienne  pas  infini, 

n                             f  ^  j    f           sin  p  (X  —  a) 
-(f,X~(p,m)  =  \     da\      fa — ^ dp. 

^  Jm      JQ  P 

Pour  des  valeurs  de  a  supérieures  à  x,  on  sait  qu'on  a 


^  l 


*  Si«p(x-a)^p      ^^^ 


et  en  multipliant  encore  parfacfaet  intégrant  depuis  a=sx  jusqu'à 
a=n>  X,  limites  entre  lesquelles  x  —  a  reste  négatif,  il  vient,  si  7a 
reste  fini, 

TT,  .       f**^  f*     sinp(x— a) 

Si  l'on  additionne  ces  deux  intégrales,  en  observant  que  pour  x  =  a, 
l'intégrale  est  nulle,  et  que,  comme  x  est  compris  entre  m  et  n,  on  doit 
avoir 


px      pn     ^n 

\  +\=\  , 

Jm     Jx     Jm 


on  est  conduit  à  cette  égalité 

.00 


^  ^Jm     Jq  '^ 

pourvu  que  fa  reste  fini  depuis  a  =  m  jusqu'à  assn,  et  en  dérivant 
les  deux  membres  par  rapport  à  x,  on  trouve  enfin 

fX=-l     dal      facosp(x — a)({p....(3) 

que  l'on  peut  écrire  ainsi 

{    çfi        -^« 
fX  =  — l     da\  faCOSp(x — a)dp, 

^^Jm     J— oc 
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attendu  que  la  différentielle  restant  la  même  quand  on  change  le  signe 
de  p,  l'intégrale  par  rapport  à  cette  lettre  entre  les  limites  — oo  et  -i-qo 
est  double  de  l'intégrale  entre  0  et  oo  . 

Telle  est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Fourîer, 
servant  à  représenter  une  fonction  quelconque  <px  par  une  certaine 
intégrale  double. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  équation  n'est  pas  continue  et  qu'elle 
n'est  vraie  que  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  m  et  n;  car  si 
X  était  inférieur  à  m,  en  faisant  varier  a  entre  les  limites  x  et  m  ou 
xet  n^  X — a  serait  constamment  négatif,  il  faudrait  faire  usage  de 
l'équation  (2)  et  il  viendrait  pour  les  sommes  de  ces  valeurs, 

^/  ^      r^  i"^      sinp(x-a)  .        ,^. 

^  Jx       Jq  P 

^/  V      f*  ,  f         sinp(x  — a)  ,        ,  ^ 

~q{9fl'-?r^)'=\    dcL\      7» dp... .(5) 

et  comme  l'intervalle  de  m  à  n  est  égal  à  l'intervalle  de  x  &  yi  dimiauc 
de  l'intervalle  de  x  à  m,  on  a 


£-5:-$ 


m 


et  par  conséquent 


'^z                X      r%   f         sinpx  — a    _         ^^. 
—  si?/»»  — T/W)  =  \    dal     ^ — ^ dp (6) 

En  dérivant  les  deux  membres  par  rapport  à  x,  il  viendrait  enfin 

>oo 


0=1     da\ 
Jtn      JQ 


fa  COS  p  (x  —  a)  dp 


pour  des  valeurs  de  x  plus  petites  que  m.  On  est  conduit  au  même 
résultat  quand  x  est  supérieur  à  n. 

Si  X  converge  vers  m,  les  deux  membres  de  (4)  tendent  vers  zéro 
et  en  les  retranchant  de  (5),  on  est  conduit  à  l'équation  suivante 

n.  .        f**^    f*       8inp(x— a) 

^  Jm     Jq  P 


CALCUL    INTÉGRAL.  5ii 

d*aoUint  plus  exacte  que  x  est  plus  rapproché  de  m.  En  la  dérivant 
par  rapport  à  x  et  égalant  ensuite  x  à  m,  on  trouve  enfin 

On  trouverait  de  la  même  manière  que  pour  x  =3  n ,  Tintégrale 
double  devient 

<fn="\     da\      ffaCOsp{n  —  a)  dp, 
^im      JO 

Il  suit  de  là  que,  si  dans  l'intégrale  double  de  Fourier  on  fait  croître 
X  depuis  —  00  jusqu'à  -h  00 ,  celle-ci  sera  nulle  jusqu'à  xs=^mf  de- 

viendra  -ym  pour  x  =  m,  puis  représentera  Trfx  pour  des  valeurs 

croissantes  entre  x  =  m  et  x  &=  n ,  deviendra  -  y n  pour  x  s=  n  et  sera 

de  nouveau  nulle  pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  n.  En  d'autres 
termes,  si  l'on  considère  x  et  y  comme  des  coordonnées  et  qu'on  pose 
l'équation 

y  =  -l     da  I      ^cosp(x  —  a) dp 

dans  laquelle  le  second  membre  est  une  certaine  fonction  de  la  varia- 
ble X,  cette  équation  représente  la  courbe  y=»^x  entre  les  limites 
X  =s  m  et  X  c=  n  ;  elle  ne  représente  que  Taxe  des  X  hors  de  ces 
limites  et  pour  x^^^m  ou  x  =  n  son  lieu  géométrique  est  un  point 

i  i 

ayant  pour  coordonnées  x  =  m,.  y(=»^7m,    ou  xs^n,  ysa-^^n. 

En  réunissant  plusieurs  intégrales  doubles  de  même  forme,  mais 
dans  lesquelles  la  fonction  f  soit  remplacée  par  des  fonctions  F,  ^,  etc. 
et  les  limites  fit  et  n  par  des  limites  supérieures  rtii  et  n',  etc.,  il  est 
visible  que  le  lieu  géométrique  de  la  nouvelle  équation  sera  une  suite 
d'arcs  de  courbes  isolés,  limités  entre  les  abscisses  x  =  m  et  x  =  n, 
puis  entre  x=^m'  et  x  =  n',  etc.,  ayant  pour  équations  y=3^x, 
y  =:  Fx,  etc.  et  en  outre  les  portions  de  l'axe  des  X  non  comprises 
entre  ces  intervalles  et  enfin  des  points  isolés  correspondant  à  ces 
limites.  On  comprend  aussi  qu'en  disposant  convenablement  des  limi- 
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tes  m  et  n,  m'  et  n',  etc.  et  en  donnant  aux  fonctions  <p,  F,  >!>,.••'••  des 
formes  convenables ,  on  pourra  faire  en  sorte  que  cette  équation  re- 
prësente  une  figure  quelconque  continue  ou  discontinue ,  composée 
de  points  isolés,  de  lignes  droites  ou  de  portions  limitées  de  courbes 
données.  Une  des  applications  les  plus  curieuses  mais  assurément  la 
moins  utile  que  Ton  ait  faite  de  cette  équation  discontinue,  consistée 
lui  faire  représenter  un  morceau  de  musique  tout  entier  avec  tons 
ses  signes,  tels  que  mesures,  blanches,  noires,  croches,  etc.  (Voiries 
Mémoires  de  l^Acculémie  royale  de  Bruxelles,  Bavants  étrangère, 
tome  XV). 

Lorsque  les  deux  limites  tn  et  n  se  confondent  avec  «—  oo  et  +  x , 
comme  toute  valeur  réelle  de  x  est  comprise  entre  ces  deux  limites, 
on  a  identiquement 

i  r  *         f  *^ 

fX=— l  da\      fOLCOSp{x  —  a)rfp, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 

241.  Applications  de  la  formule  de  Fourier  à  la  recherche  de 
quelques  intégrales.  —  Appliquons  la  formule  de  Fourier  à  la 
recherche  de  l'intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  dont 
nous  nous  sommes  occupés  au  N""  225, 

d^z       ,dPz 

et  à  laquelle  conduit  la  théorie  des  cordes  vibrantes.  Elle  est  visible- 
ment satisfaite  en  posant 

«(a?-+-oy— a)!/^  p(aî  —  ay— a)|/— - 1 

z=e  ^  ou    J3  =  e 

pour  toute  valeur  de  p  et  de  a.  L'intégrale  générale  est  donc  (N""  225) 

le  signe  sommatoire  s'étendant  &  toutes  les  valeurs  de  il,  jB,  p  et  a. 
On  peut  remplacer  A  e\  B  par  t^dftdp^  et  ^dadpy  <pa  et  ^a  désignant 
des  fonctions  arbitraires  de  a,  et  substituer  au  signe  sommatoire  des 
signes  d'intégration   s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  p  et  de  a 
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depuis  —  X  jusqu'à  -^  qo  .  L'intégrale  générale  prend  alors  la  forme 

J 00    J 00 

ces  intégrales  doubles  s'éCendant  à  toutes  les  valeurs  de  a  et  de  p.  Si 
Ton  remplace  les  quantités  exponentielles  par  leur  valeur  trigonomé- 
trique  et  qu'on  remarque  que  l'intégrale  ne  comportant  pas  de  valeur 

imaginaire,  le  terme  multiplié  par  [/ —  i  doit  être  écarté,  il  vient 


=CJ 


X  «X 

fa  cos  p{X'^ay  —  a)  dadp 


00   ^ —  X 

>x        ^x 


"h  I  I         -Sfa  COS  p  {x  —  ay  —  a)  dctdp, 

J — X   J —  X 

D'après  la  formule  de  Fourier,  ces  deux  intégrales  sont  égales  h 
îry(x-4-ai/)  et  7v^{x — ay)  ou  simplement  ^(x-i-ay)  et  -^{x — ay), en 
comprenant  le  facteur  rr  dans  les  fonctions.  L'intégrale  générale  est 
donc 

«  =  ?  (x-+-ay)  +4*(x—  ay), 

comme  on  l'avait  déjà  vu  au  N""  225. 

!24â.  Extension  du  théorème  de  Fourier.  —  La  formule  de  Fourier 
est  rendue  plus  générale  de  la  manière  suivante  :  soit  fy  une  fonction 
qui  change  de  signe  quand  y  devient  négatif  et  qui  est  nulle  avec  y; 

Ç^  fy 
désignons  par  y\  l'intégrale  définie  1     -^  dy,  que  l'on  suppose  n'être 


"fj'- 


ni  nulle  ni  infinie.  Si  Pon  remplace  y  par  p{x  —  a),  p  étant  la  nou- 
velle variable ,  comme  p  =  0  et  p==<x>  rendent  y  nul  ou  infini 
pourvu  que  x  —  a  ne  soit  pas  nul,  il  en  résulte  que  l'on  a  aussi 


i 


0       p 

u 
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Désignons  par  7a  une  fonction  quelconque  assujettie  à  la  seule  condi- 
tion de  rester  continue  pour  toute  valeur  de  a  et  multiplions  par^ada. 
En  intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  oL^=sm  plus  petit  que  x,  jus- 
qu'à az=^Xj  X  —  a  restera  positif  pour  toute  valeur  de  a,  la  différen- 
tielle s'évanouira  pour  a  =  x,  et  il  viendra 

I     «paaa  I     li-i i  dp  =  Yi  (rffX  —  f ,m) 

Jm         Jq         P 

m 

dans  laquelle  f/r  est  l'intégrale  de  <fxdx.  Intégrons  encore  entre  a=x 
et  a  ==  n  plus  grand  que  x.  x  —  a  sera  constamment  négatif,  la  fonc- 
tion fp{x  —  a)  changera  de  signe  ainsi  que  la  valeur  de  yi  et  il  viendra 

[^     j    f  *  fp  (x  '-  a) 

l     rfadcL\      L rfp  =  — rï(f,n-f^). 

JX  Jq  r 

Si  l'on  additionne  ces  deux  intégrales  doubles  en  remarquant  que  l'on  a 


$x       çti      ^n 
m      Jx      Jfn 


on  est  conduit  à  cotte  équation 

•*  /p(x-a) 


dp  =  7]  (2^^  —  9,m  —  y,w), 

dans  laquelle  x  est  nécessairement  compris  entre  m  et  n.  En  dérivant 
les  deux  membres  par  rapport  h  x  et  désignant  par  /"'  la  dérivée  de  /*, 
il  vient 


qui  sera  vraie  pour  toute  valeur  de  x,  sifnetn  représentent  —  œ 
et  -i-  X . 

Quand  fy  est  remplacé  par  sin  y,  on  retrouve  la  formule  ordinaire 
de  Fourier. 
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Calcul  des  différences.  Différence  d*uue  variable  et  d*une  fonction.  Différence  de 
la  somme,  du  produit  et  du  quotient  de  fonctions  d'une  seule  variable.  —  Diffé- 
rences des  ordres  supérieurs.  —  Différences  des  ordres  supérieurs  d'une  fonc- 
tion, exprimées  au  moyen  des  valeurs  successives  de  cette  fonction.  —  Méthode 
pratique  pour  calculer  les  différences  successives  d*une  fonction.  —  Expression 
générale  d'un  terme  d'une  suite  en  fonction  des  différences  successives.  —  Ap- 
plication à  l'interpolation.  —  Formule  d'interpolation  de  Lagrange.  —  Significa- 
tion géométrique  d'une  interpolation.  —  Formule  d'interpolation  inverse.  — 
Différenciation  d'une  équation  implicite.  —  Calcul  inverse  des  différences.  — 
Signification  d'une  intégrale  définie.  —  Formule  générale  d'intégration.  —  Inté- 
gration de  quelques  fonctions  algébriques.  —  Intégration  de  quelques  fonctions 
transcendantes.  —  Sommation  des  suites.  —  Valeur  approchée  d^une  intégrale 
définie  infinitésimale.  Formule  de  Thomas  Simpson.  —  Intégration  des  équations 
implicites  aux  différences.  Intégration  des  équations  linéaires  aux  différences 
d'un  ordre  quelconque.  —  Intégration  des  équations  aux  différences  mêlées. 

245.  Calcul  des  différences.  Différence  d'une  variable  et  d'une 
fonction.  Différence  de  la  somme^  du  produit  et  du  quotient  de  fonc-- 
tions  d'une  seule  variable.  —  On  appelle  différence  d'une  variable  x 
l'accroissement  fini  Ax  que  l'on  donne  à  cette  variable.  La  diffërence 
d'une  fonction  de  x  est  l'accroissement  que  prend  cette  fonction  quand 
on  donne âx  un  accroissement  Ax.La  diffërence  de  tfx  se  désigne  par  A^x 
et  l'opération  par  laquelle  on  la  détermine  se  nomme  différenciation. 

Lorsque  l'on  connaît  la  forme  d'une  fonction  d'une  seule  variable  ^^ 
la  valeur  de  A^x  peut  s'obtenir  au  moyen  du  théorème  de  Taylor, 
puisque  l'on  a 

dy  d-'y  (Ax)«      rf'y  (Ax)' 

A,x    ou     ?(^-*-^^)-TX  =  ^Ax-^^-^.^^-j-^3-^etc. 
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Cette  formule  donne  la  valeur  de  A^x  développée  en  série,  suivaat 
les  puissances  ascendantes  de  Ax  et  ordinairement  exprimée  par  un 
nombre  illimité  de  termes.  Lorsqu'on  ne  tient  pas  à  avoir  la  différence 
d'une  fonction  développée  sous  cette  forme,  on  peut  en  obtenir  une 
expression  plus  simple  et  exacte,  tandis  que  celle  que  donne  la  série 
n'est  qu'approchée;  ainsi  pour 


x«  —  a* 

MX  = » 

X 

il  est  visible  que  l'on  a  exactement 

(x  -t-  Ax)*  —  o*      X*  —  a*      (a'  h-  x*)  Ax  -4-  x  (Ax)' 
x-4-Ax  X  x(x-H  Ax) 

Pour 

<px  =  log  X  , 
on  a  de  même 

Ayx  =  log(x  -4-  Ax)  —  log  X  =  log  f  I  H J , 

tandis  que  la  série  de  Taylor  donne 


(jj  (r; 


Ax       V  «^  y         \  ^  y 

A  loa;  X  = ^^—^ — i -/■ etc. 

^  X  2  3 

Enfin  pour 

(px  =  a'    et    (fx==  cosx , 

on  trouverait 

A.  cos  X  =  cos(x  -+-  Ax)  —  cos  X  =s  —  sin  X  sin  Ax  -H  cos  x  (cos  Ax  —  1). 

La  recherche  de  la  différence  de  fonctions  compliquées  peut  être 
rendue  plus  facile  au  moyen  de  quelques  remarques  sur  la  composition 
de  la  différence  d'une  somme,  d'un  produit  et  d'un  quotient  de  fonc- 
lions.  Remarquons  d'abord  que  si  l'on  a  une  fonction  de  la  forme 

fx  -+-  \[*x  —  Fx , 
la  différence  est  évidemment 

Ayx  -h  A^j^x  —  AFx, 

c'esl-à-dire  que  la  différence  tVune  somme  de  fonctions  est  égale  à  la 
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somme  des  différences  de  chacune  des  fonctions  prises  avec  le  signe 
qui  les  affecte. 
Le  produit  de  deux  fonctions 

a  pour  différence 

y(X  -+-  Ax).^Kx  -4-  Ax)  —  <îpX.-«J/X, 

et  si  Ton  remarque  que  la  définition  d*une  différence  conduit  aux 
valeurs  suivantes  : 

A^x  =  y  (x  -*-  Ax)  —  yx ,     A-^x  ==  ^  (x  -4-  Ax)  —  ^^x, 

la  différence  du  produit  devient,  en  remplaçant  f(x  +  Ax)  et  ^|/(x  +  Ax) 
par  ces  valeurs , 

yxA\|;X  ■+-  ^xA<px  ■+•  Atpx.A^x. 

Cette  différence  d'un  produit  se  confond  avec  Texpression  de  la  diffé- 
rentielle d'un  produit,  lorsque  les  différences  Ax  deviennent  infiniment 
petites;  car  alors  A^x  et  A*^x  ou  d<fx  et  d^x  seront  elles-mêmes  infini- 
ment petites  et  le  troisième  terme  sera  négligeable  devant  les  deux 
autres.  Si  -^x  devient  une  constante  a,  A^/x  sera  visiblement  nul  et  la 
différence  de  a^x  se  réduit  à 


aA<px. 


Enfin  le  quotient 


a  pour  différence 


fX 
^|/X 

<p(x-4- Ax) 

yx 

^{^(x-4- Ax) 

^X 

et  en  remplaçant,  comme  plus  haut,  (}>(x  +  Ax)  et  ^{/(x  -4-  Ax)  par  leur 
valeur,  on  trouve,  toute  réduction  faite, 

>j/xAyx  —  yxA-}x 

■■  ■■■  • 

'^x(-hx  -4-  A^x) 

Cette  valeur  se  réduit  aussi  à  celle  trouvée  pour  la  différentielle  d'une 
fraction,  lorsque  les  différences  sont  infiniment  petites,  puisque,  au 
dénominateur,  A^J^x  sera  négligeable  devant  ^x. 

244.  Différences  des  ordres  supérieurs,  —  Ce  qui  précède  suffit 
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pour  trouver  la  différence  de  toutes  les  fonctions  d'une  seule  variable. 
Passons  k  la  recherche  des  différences  des  ordres  supérieurs.  A^x  est, 
en  général,  une  nouvelle  fonction  dex.  Si  Ton  donne  à  ces  x  un  nouvel 
accroissement,  A<px  prendra  un  accroissement  correspondant  qui  sera 
Ja  différence  de  A^x,  c'est-à-dire,  la  différence  deuxième,  et  sera  par 
conséquent  exprimée  par  A(Ayx)  que  l'on  est  convenu  d'écrire  ainsi 
A^<px.  De  même  la  différence  de  la  fonction  A^^x  est  désignée  par  A'sx 
et  ainsi  de  suite. 

La  recherche  des  différences  successives  d'une  fonction  donnée  n'exi- 
geant que  la  répétition  d'une  différenciation  ordinaire,  ne  présente 
rien  de  nouveau  ;  ainsi  pour  la  fonction  x*,  en  supposant  n  entier  et 
positif,  on  trouve 

•1  fn  .^—  4\ 

A(x*»)    OU    (x  -+-  Ax)*  -—  X**  =  nx"-*  Ax  H — —jT-â — a:'»-*(Ax)'  h-  etc. 

A*.x"  =  n{n  —  l)x*'"'  Ai*  -*-  etc. 


A».x*»  =  n(n  — i)(rt  --Î2) 3.2.1  (Ax)* 

A-+*x*=0,     A-+«x*  =  0 etc. 

On  voit  que  les  différences  successives  de  x"  sont  nulles  à  partir  de 
l'ordre  n  +  i.  Il  en  est  évidemment  de  même  de  tout  polynôme  co- 
lier  et  rationnel  ax*  -+-  6x*""*  -t-  etc.  Cette  fonction  est  la  seule  qui 
jouisse  de  cette  propriété. 

245.  Différences  des  ordres  supérieurs  d'une  fonction  exprimées  au 
moyen  des  valeurs  successives  de  cette  fonction.  —  La  différence  d'un 
ordre  quelconque  n  d'une  fonction  ^x  peut  être  exprimée  au  moyen  des 
valeurs  successives  par  lesquelles  passe  la  fonction ,  quand  on  y  fait 
croître  x  par  intervalles  égaux  à  Ax,  c'est-à-dire,  au  moyen  de  ^x, 
y{x  -H  Ax),  f  (x  -*-  2Ax) «i»(x  -4-  nAx);  on  a  vu,  en  effet,  que 

Ayx  =  y(x  -4-  Ax)  —  ^x. 

Gomme  les  deux  membres  sont  identiques,  un  accroissement  Ax  donné 
à  la  variable  fera  prendre  aux  deux  membres  des  accroissements  iden- 
tiques; il  vient  donc  en  différenciant  les  deux  membres, 

A'^x  =  Ay(x  -t-  Ax)  —  A^x; 

mais  il  résulte  de  la  définition  d'une  différence  de  fonction,  que  Ton  a 

A^  (x  4-  Ax)  =  y  (x  -*-  2Ax)  —  <p  (x  -♦-  Ax) 
Ayx  =  f  (x  -♦-  Ax)  —  (fX, 
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qui  réduisent  ]a  valeur  précédente  de  A'^x  à 

A*yx  ==  (j»(x  -*-  2Ax)  —  27(x  -4-  Ax)  H-  <px. 

On  trouvera  de  même  en  différenciant  cette  dernière, 

A'(px  =  Ay  (x  -+-  2Ax)  —  2Af  (x  -H  Ax)  -4-  Ayx 

=  f  (x  -4-  3Ax)  —  3y(x  -t-  2Ax)  -+-  5<p{x  -+-  Ax)  —  fX, 

A*yx  =s  (j)  (x  -+-  4Ax)  —  4^ (x  -+-  3Ax)  -»-  6<p (x  -*-  2Ax)  —  4<p(x  h-  Ax)  -4-  <j>x 

et  en  généralisant,  on  aura  pour  un  ordre  entier  quelconque  fi, 

A*yx  =  ^(x  -4-  nAx)  —  My[x  -*-  (n  —  1)  Ax] 

n{n  —  1) 


1.2 


f  [x-4-  (n  —  2)Ax]  -4- ±7X; 


ou  bien  en  retournant  le  développement  et  commençant  par  le  der- 
nier terme, 

A"7X  =  ±  j  (fx  —  n(p(x  -H  Ax)  H — ~-T — ^<p(x  -♦-  2Ax) 

n  (n  —  1)  (n  —  2)    ,        _     .  ,     ,  . 

- rr= ■  f  *  ■*-  ^^) =•=  ?  »  +  «A5c) 

Le  signe  plus  doit  visiblement  être  pris  quand  n  est  pair  et  le  signe 
moins  quand  n  est  impair.  Ce  développement  de  A**(px  dont  la  loi  est 
remarquable  par  sa  ressemblance  avec  celle  du  développement  du 
binôme  de  Newton,  n*a  été  trouvé  ici  que  par  induction.  Pour  le 
démontrer  d'une  manière  complète,  nous  ferons  voir  que,  s*il  est  exact 
pour  un  indice  n,  il  le  sera  encore  pour  un  indice  n  +  i;  en  effet, 
si  l'on  prend  la  différence  des  deux  membres  de  cette  équation, 
en  observant  que  la  différence  de  A"(]^x  est  A^+^^x  et  que  les  différences 
des  termes  du  second  membre  sont  données  par 

Af  (x  -4-  nAx)  =  «ï>[x  -4-  (n  -4-  i)  Ax]  —  «p(x  -♦-  nAx) 

Af  [x  -4-  (n  —  4) Ax]  =  (f{x  -4-  nAx)  —  y[x  -4-  (n  —  1) Ax], 

cette  équation  devient,  en  substituant  les  valeurs  ci-dessus, 

...  ,   (  .         .X    /  .       (n  -4-  i)n  ^     . 

.    A"+*yx  =»  it  J  (px  —  (n  -4-  i)f  (x  -4-  Ax)  -♦-  ^ —  y(x  -4-  2Ax) 

(n -4- i)n(w  —  4)    ,        ^     ,  .      ,        ,         ..     ,) 

-  •'^ Tâ^S ^^^"^  ■*■      ""^ ±  y[x  ^  (n  -4-  1)  Ax]    , 
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ce  qui  démontre  la  proposition,  puisque  ce  développement  n*est  autre 
chose  que  le  premier,  dans  lequel  n  se  trouve  changé  en  n  +  i;  or, 
on  a  reconnu  directement  l'exactitude  de  la  loi  pour  la  valeur  de 
A*(px;  la  loi  est  donc  également  vraie  pour  A^^x.  Étant  vraie  pour  A^^, 
elle  le  sera  pour  A^^x  et  ainsi  de  suite. 
Soit  par  exemple,  yx  =  x"*,  on  trouve 

.   (  /  V        w  (n  —  i  ) ,         ^     . 

A*(x'*)  =  ±  J  x~  —  n(x  H-  Ax)*"  -4-    ^       — ^(x  -t-  2Ax)* 

n(n  — 4)(n  — 2),         ,     ^  ^/ 
(x  -*-  oAx)"* dz  [X  -+-  wAx)* 

246.  Méthode  pratique  pour  calculer  les  différences  successives 
d'une  fonction,  —  L'expression  générale  de  A'^x  donne  la  valeur  de 
la  différence  d'un  ordre  quelconque  n  d'une  fonction  ^x,  au  moyen 
d'un  nombre  n  +  i  de  ses  valeurs  successives  correspondant  à  des 

valeurs  x,  x  -♦-  Ax,  x  -♦-  2Ax,  x  -4-  5Ax x  -i-  nAx  de  la  variable. 

Ces  valeurs  des  différences  successives  peuvent  aussi  s'obtenir  par  un 
autre  procédé  pratique  très  simple.  Supposons  que  ^x  soit  tel  qu'en 
donnant  à  x  les  valeurs  successives 

X,     X  -♦-  Ax,    X  -+■  2Ax,     x  ■+■  3Ax,     x  -♦-  4Ax,    x  -4-  5Ax,.... 

on  trouve  pour  yx,  y  (x  -+-  Ax),  ^  (x  -+-  2Ax),...  les  nombres  suivants  : 

«5     6>     c,     d,     e,    /*, 

Si  l'on  prend  les  différences  6  —  Oy  c  —  b^  d  —  c,  e  —  rf,  etc.,  qu'on 

représentera  par 

a',    6',     cf,    d\    e', 

qu'on  prenne  ensuite  les  différences  6'  —  a',  cf  —  6',   d'  —  <f,  etc., 

représentées  par 

a",     6",    c",     rf", 

qu'on  prenne  de  nouveau  les  différences  dans  le  même  ordre,  repré- 
sentées par 

a'",     6'",     c"', 

et  ainsi  de  suite,  on  formera  avec  tous  ces  nombres,  le  tableau  suivant 

a       b       c       d       e        f 

a'      6'      cf      d'      e' 

a"      6"     c"     d" 

a'"    6'"    c'" 


a 


V 
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et  il  est  facile  de  recoDnaitrc  la  signification  de  ces  différentes  lettres. 
Dans  la  première  ligne,  a,  6,  Cy  d,  etc.,  sont  les  valeurs  de  ^x, 
^(x-*-Ax),  y(x-4-2Aa:),  f(x-*-3Ax),  etc.  Pour  la  seconde  ligne, 
puisque  Ton  a  fait 

a'==>b  —  o,     l/  =  c  —  6,    (fr=:d  —  c,  etc. 
oo  a  aussi 

a'  =  y(x  -4-  Ax)  —  tfXj     6'  =  f  (x  -+-  2Ax)  —  ?(x  -*-  Ax), 

(/  =  5>  (x  -H  3Ax)  —  f  (x  -+-  2ax),  etc. 

et  par  conséquent  la  signification  de  a\  6',  c',  d',  etc.,  est 

a'=  A^,     b'=àf[x  -+-  Ax),     (/  =  Ay(x-*-  2Ax),    (f  =  Ay(x  -+-  3Ax),  etc. 

On  trouve  de  même  pour  la  troisième  ligne , 

a"  ==  Af  (x  -4-  Ax)  —  Ayx  ==s  A  [y  (x  -+-  Ax)  —  fx]  =  A. A^x  =  A*f x , 

fc''  =  Ay(x  -+-  2Ax)  —  A«p(x  -H  Ax)  =  A[<p(x  -*-  2Ax)  —  y (x  -*-  Ax)] 

=  A.Af  (x  -+-  Ax)  =  A*^(x  -4-  Ax) , 

c"  ==.  A'y  (x  -4-  2Ax) ,     d"  =  etc. 

Pour  la  quatrième,  il  est  visible  qu'il  vient 

a'"  =  A'yx ,.    6'"  =  A»y  (x  -4-  Ax) ,     c"'  =  A»(p  (x  -4-  2Ax) 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  par  là,  que  la  suite  des  nombres  a',  a!\  a'",... 
de  ce  tableau  représente  les  différences  premières,  secondes,  etc.  delà 
fonction  ^x,  dont  la  forme  peut  rester  inconnue,  mais  qui  est  telle  que 
ses  11  -H  i  valeurs  successives  sont  a,  6,  c,  d,.... 

Ainsi,  si  une  certaine  fonction  prend  les  valeurs  successives  i ,  3, 
6,  10,  15,  etc.,  quand  on  y  fait  croître  la  variable  de  Ax,  2Ax,  3Ax,.... 
ou  plutdt  de  i,  2,  3,  4,....  on  formera  le  tableau  suivant 

1,     3,     6,    iO,     15  etc. 

2      3      4      5 

1       1       1 

0      0 

0 

()3 
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dont  la  seule  inspection  fait  connaître  les  différences  i"*,  S"**,  5"*'elc. 
de  celte  fonction,  différences  qui  sont  2,  1,0,0.  On  aurait  pu  les 
obtenir  immédiatement  au  moyen  de  la  formule  démontrée  plus  haut 
(N®  245).  Ainsi  pour  connaître  A'tpx,  on  y  ferait  n  égal  à  2,  fxègA 
à  1,  (f{x  +  Ax)  égal  à  5,  ?(x  -4-  2Ax)  égal  à  6  et  il  viendrait 

A«yx=^l  —  2.5-1-6  =  1. 

C*est  en  effet  la  valeur  que  donne  le  tableau. 

Les  valeurs  particulières  a,  6,  c,  (/,....  d'une  fonction  ^x  correspond 
dant  à  des  valeurs  particulières  x,  x  -t-  Ax,  x  +  2At,....  de  la  variable, 
valeurs  que  l'on  peut  comparer  à  des  ordonnées  équidistantes  d'une 
courbe,  relatives  à  des  abscisses  x^  x  +  Ax,  x  +  2Ax,  etc.,  forment  ce 
que  Ton  appelle  une  suite  dont  les  termes  correspondent  à  x,  x  +  Ax, 

X  +  2Ax,  etc.  Les  coefficients  0,  i,  2,  5 n  de  Ax  se  nomment  tff- 

dices  des  différents  termes  de  la  suite  et  servent  a  fixer  leur  rang. 

247.  Expression  générale  d'un  terme  d*une  suite  en  fonction  des 
différences  successives.  —  On  peut  aussi  exprimer  un  terme  quel- 
conque d'une  suite  en  fonction  des  différences  successives  et  de 
l'indice;  en  effet,  en  augmentant  successivement  x  de  Ax,  on  a 

(j»  (x  -*-  Ax)  c=  yx  -*-  Ayx , 

f  (x  -♦-  2Ax)  =  f  (x  -t-  Ax)  -4-  A<p(x  -h  Ax), 

ç(x  -i-  oAx)  =  «p{x  -+-  2Ax)  -4-  A^(x  -4-  2Ax), 


et  des  substitutions  successives  donnent 

y  (x  -4-  Ax)  =  yX  4-  AffXy 

<p  (x  -4-  2Ax)  =  yx  -4-  2Ayx  -4-  A'yx , 

(f{x  -h-  oAx)  =  yx  -4-  3A^x  -4-  3A*yx  -4-  A'fX , 

et  en  généralisant  comme  on  l'a  fait  au  N""  245 , 

nln-^i)   .         n(n--1)(n— 2)    ,       ^,- 
3>(x-4-nAx)==yx-4-nAyx-i ■  à^x-i — ^ — ■    '    iA'f>x+c*'^' 
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Cette  formule  est  analogue  à  celle  de  Taylor  ;  il  est  même  facile  d'en 
déduire  cette  dernière,  car  en  faisant 

n^x  =  h    d'où     n  =  —  > 
il  vient  pour  y(x-  -4-  n^x)  ou  (p(x  -*-  A), 

,         , ,  ,  A»x      h  (h  —  Ax)  A'oxr 

y(x-HA)=TXH.fe— -H         ^^        — 

ft(/i  —  Ax)  [h  —  2Ax)  A3(px 

■*"         1:2:3         ^'^^*''- 

Si  l'on  fait  converger  Ax  vers  zéro,  A  restant  invariable,  il  est  visi- 

Aopx      A'®x  d(px      d^9X 

ble  que  —  »   7 — tt-j   etc.,  deviennent  à  la  limite  -7— >   — -^  ,   etc.,  et 

Ax      (Ax)*  dx      rfx' 

on  trouve  la  série  de  Taylor. 

La  formule  précédente  qui,  en  effectuant  les  calculs  indiqués,  peut 

être  mise  sous  la  forme 

<j>(x  -+-  nAx)  =  A  -^  Bn  -h  Cn^  -+-  Dn^  -+-  etc., 

fait  connaître  les  valeurs  successives  de  la  fonction  fx,  c'est-à-dire  les 
termes  de  la  suite 

(fXy    y(x-4-Ax),     <p(x -H  2Ax) y(x-4-nAx). 

Il  suffit  pour  cela  de  donner  à  n  les  valeurs  des  différents  indices.  Cette 
expression  se  nomme  pour  cette  raison  terme  général  de  la  suite. 

En  général,  le  nombre  de  termes  qui  entrent  dans  l'expression  de 
tp(x  H-  nAx)  dépend  de  la  valeur  de  n  et  est  par  conséquent  indéfini 
aussi  bien  que  n;  cependant  si  la  fonction  fx  est  telle  que  ses  diffé- 
rences successives  sont  nulles  à  partir  d'un  certain  ordre,  ainsi  que 
cela  a  lieu  pour  les  fonctions  entières  et  rationnelles  (N**  244) ,  le 
nombre  de  termes  sera  limité  bien  que  n  reste  arbitraire. 

Pour  appliquer  notre  formule,  considérons  la  suite 


5,    9,     15,    23,     33. 


que  nous  considérerons  comme  étant  les  valeurs  successives  d'une 
certaine  fonction  <px,  quand  on  y  remplace  x  par 

X,     X -4- Ax,     x-*-2Ax,     X-4-3AX,     X -H  4Ax 

ou  comme  représentant  les  coordonnées  équidistautes  de  la  courbe  y  =  «px, 


524  CHAPITRE    XVIII. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  ternie  correspondant  à  a?  +  nAx, 
c'est-à-dire,  le  terme  (i  -4-  n)^^*  ou  le  terme  général.  On  calculera  les 
différences  successives  A(px,  ÙL^(fx,  A^^x,....  soit  au  moyen  de  la  formule 
du  N""  245,  soit  en  formant  le  tableau  suivant 

5     9     15     25     55 

4    6    8     10 

2    2    2 

0    0 

0 
d'où  l'on  conclut 

(px  =  5,     Ayx  =  4,     A'yx  =  2,     A'yx  =  0,     A*yx  =  0 , 

et  en  substituant  dans  l'expression  du  terme  général^  on  trouve  pour 
Tordonnée  correspandant  à  x  +  nAx, 

f{x  -H  nAx)  =  5  -t-  5n  -H  n*. 

En  faisant  successivement 

n=3  0,     n  =  l,     7t==2,    n  =  5,elc. 

on  retrouve  en  effet  tous  les  termes  de  la  suite  donnée.  Cette  valeur 
de  7  (x  +  nAx)  exprime  donc  la  loi  de  cette  suite  de  nombres  et  l'on 
pourra  en  faisant  croître  n,  prolonger  celle-ci  indéfiniment,  de  manière 
que  les  nouveaux  termes  soient  soumis  à  la  même  loi  que  les  premiers. 
Observons  que  cette  équation  n'est  pas  continue  en  ti,  puisque  la  ma- 
nière dont  on  y  est  parvenu  exige  visiblement  que  n  soit  entier;  si 
donc  on  faisait  n  égal  à  un  nombre  fractionnaire,  compris  entre  deux 
nombres  entiers  n'  et  n",  il  est  visible  que  cette  formule  ne  reprodui- 
rait plus  les  termes  de  la  suite  ou  les  coordonnées  équidistantes,  mais 
donnerait  une  ordonnée  ou  un  nombre  lié  à  ta  valeur  fractionnaire 
de  II,  de  la  même  manière  que  les  termes  de  la  suite  elle-même  sont 
liés  aux  différents  indices  entiers.  Ainsi,  si  l'on  veut  connaître  le 

i 

nombre  ou  l'ordonnée  qui  correspondrait  à  l'indice  5-  dans  la  suite 

précédente,  il  suffira  de  faire  n  égal  à  5-  dans  le  terme  général  de 


CALCUL    INTÉGRAL.  5^5 

celle  suite  et  il  viendra 


,(^i+3!Ai)_5*3(3i)*(5ÎY 


_,7j. 


248.  Application  à  l'interpolation,  —  L*opération  par  laquelle  on 
détermine  un  semblable  terme  se  nomme  interpolation.  Il  est  facile 
de  voir  que  Topëration  de  Tinterpolation  revicut  en  géométrie  à 
chercher  l'ordonnée  d'une  courbe  correspondant  à  une  abscisse  quel- 
conque,  connaissant  les  ordonnées  équidislantes  qui  correspondent 
aux  abscisses  x,  x  -h  Aj-,  x  +  2Ax,  x  +  5Ax,   etc. 

On  a  vu  (N**  247)  que  la  suite  au  moyen  de  laquelle  on  effectue  les 
interpolations,  n'est  pas  toujours  limitée  et  par  conséquent  l'interpo- 
lation au  moyen  de  la  formule  générale  qui  précède,  n'est  possible 
d'une  manière  exacte  que  lorsque  toutes  les  différences  successives  de 
la  fonction  génératrice  fx  sont  nulles  à  partir  d'un  certain  ordre. 
Cependant  si  les  différences  successives,  sans  devenir  nulles,  pren- 
nent des  valeurs  très  petites,  c'est-à-dire,  si  la  formule  d'interpola- 
tion est  très  convergente,  on  pourra  se  borner  à  considérer  un  cer- 
tain nombre  des  premiers  termes,  en  négligeant  les  suivants. 
Prenons  pour  exemple  la  détermination  du  logarithme  d'un  nombre 
27i8,!28i828  qui  sort  des  limites  des  tables.  —  Aux  nombres  entiers 
suivants  : 

2718,     27i8-4-4,     2718-4-2,     2718 -♦- 3,     2718 -+- 4 

qui  ici  représentent  l^es  valeurs  successives  de  x,  savoir  x,  x  -h  1, 
x-f-2,  x-h3, correspondent  les  logarithmes  ou  les  valeurs  suc- 
cessives de  la  fonction  ^x^^Logx, 

3,i329603,    3,4345689,    3,4361626,    3,4377506,    3,4393327. 
En  formant  le  tableau  suivant  des  différences  successives, 

3,4329693  3,4345689  3,4361626  3,4377506  3,4393327 

0,0015996  0,0015937  0,0015880  0.0015821 

-  0,0000059  —0,0000057  -  0,0000059 

0,0000002  -0,0000002 

-0,0000004 

CD  voit  que  les  différences  troisièmes  qui  n'ont  un  chiffre  significatif 
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qu'à  la  septième  décimale,  peuvent  être  négligées  et  en  substituant 
les  valeurs  des  autres  différences  dans  la  formule  d*interpolaUoa  ci 
faisant  7i  égal  à  0,281828,  il  vient 

Log  2718,281828  ==  3,4329693  +  0,281828.0,0015996 

0,281828.0,718172^  ^^^^^v« 
-^  -^ -^ 0,0000059. 

Le  deuxième  terme  de  cettB  valeur  forme  la  différence  proportion- 
nelle à  laquelle  on  s'arrête  ordinairement,  quand  on  fait  usage  des 
tables  de  logarithmes. 

249.  Formule  d'interpolation  de  Lagrange.  —  La  formule  pré- 
cédente d'interpolation  suppose  connues  les  valeurs  équidistantes  de 
la  fonction,  c'est-à-dire,  les  valeurs  correspondant  à  des  accroisse- 
ments égaux  entre  eux,  donnés  successivement  à  la  variable.  Lagrange 
a  proposé  une  formule  très  simple,  empirique  il  est  vrai,  au  moyen 
de  laquelle  on  effectue  une  interpolation,  connaissant  des  valeurs  de  la 
fonction  qui  correspondent  à  des  valeurs  quelconques  de  la  variable. 
Soient 

les  valeurs  de  cpx  quand  on  y  fait  successivement  x  égal  à 

En  désignant  par  a,  6,  c,  cf,....  des  coefficients  indéterminés  fonctions 
de  X,  Lagrange  admet  que  pour  une  valeur  quelconque  x  de  la 
variable  on  a 

yx  =  aP  -h  bQ  -\'  cR  -¥■  dS  -h  ef-*-  etc. 

et  il  détermine  a,  6,  c,...  par  la  condition  que  <fx  prenne  les  valeurs 
P,  Q,  Ry  Sy  r,...  quand  on  y  remplace  x  par  p,  ç,  r,  s,  t.  Celte  condi- 
tion peut  être  remplie  d'une  infinité  de  manières.  Elle  le  sera  visible- 
ment, par  exemple,  si  les  coefficients  a,  6,  c^...  sont  tels  que  la  suppo- 
sition dex=p,  puisx=>f;  puisx  =  r,  etc.,  leur  fait  prendre  les 
valeurs  suivantes  : 

a  =  l,     6  =  0,     c  =  0,     d  =  0 

a  =  0,     6  =  1,     c  =  0,     rf==0 

a  =  0,    6  =  0,     c  =  l,     d=0 

a  =  0,     6  =  0,     c  =  0,     rf  =  l 
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On  remplit  toutes  ces  coïklitions  en  posant 

c=  etc.,     d  =  etc. 

La  formule  d'interpolation  devient  ainsi 

^„_^  {^—q)(x-'r){x-s){X'--t)  (a:— p)(a:-r)(x-s)(a:-^0 

^        {p-9)(p-r)(p-«)(p-0        -^  (ç-.p)(g^r)(ï-5)((/-0  ^"*""'- 

250.  Signification  géométrique  d*une  interpolation.  —  En  rem- 
plaçant <fx  par  y  y  et  considérant  P,  Q,  etc.,  comme  des  ordonnées 
DE,  aa'y  bl/,  c(/,...  (fig.  3i)  correspondant  aux  abscisses  p,  g,  r,  etc., 
ou  ÂE,  Aa,  A&,  Ac,...^  il  est  visible  que  toute  formule  d*interpolation 
a  pour  objet  de  trouver  Téquation  d'une  courbe  passant  par  les  n 

points  D,  a',  b',  (/,  d',  e% problème  entièrement  indéterminé^  si  la 

nature  de  la  courbe  reste  arbitraire ,  mais  qui  n*aura  qu'une  solution 
unique,  quand  on  met  pour  condition  que  la  courbe  aura  une  équa- 
tion de  la  forme 

y  =  A  -^  Bx-^  Cx^-^  />x'^- ifx'»-*, 

c'est-à-dire^  quand  elle  sera  de  forme  parabolique.  Alors  tout  se  réduit 
k  trouver  les  valeurs  deA^B,  C,....  de  manière  que  les  coordonnées 

{P,  p),  (Q,  q) satisfassent  à  cette  équation  qui  devra  contenir  un 

nombre  de  termes  ou  un  nombre  d'inconnues  ^4,  jff,  C,...  égal  au 
nombre  de  points  D,  a',  b',  (/ Or,  ce  mode  d'interpolation  est  pré- 
cisément celui  auquel  conduit  la  formule  de  Lagrange,  puisque  celle-ci 
suppose  visiblement  la  valeur  de  <fX  exprimée  par  une  fonction  entière 
et  rationnelle  de  x. 

23i.  Formule  d'interpolation  inverse.  —  Le  problème  inverse  de 
l'interpolation  précédente  consiste  à  déterminer  la  valeur  de  l'indice, 
connaissant  la  valeur  de  la  fonction,  ou,  en  d'autres  termes,  il  consiste 
à  trouver  x  connaissant  fx.  11  faudrait  pour  cela  résoudre  par  rapport 
à  X,  l'équation  précédente  de  Lagrange;  mais  la  valeur  de  x  s'obtient 
immédiatement  en  reprenant  tous  .les  raisonnements  qui  nous  ont 
conduits  à  cette  formule  et  l'on  trouve 

(?x-Q)(yx-^i?)(yx-5)...  (yx-P)(yx-~i?)(yx-.9)..        ^ 
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Ainsi,  si  Ton  demande  à  quel  nombre  correspond  le  logarithme 
5,4554208,  comme  ce  nombre  est  compris  entre  2718  et  27i9,  on 
prendra  pour  p,  q,  r,  «,  t  la  suite  des  nombres  — 2,  -  i,  0,  i,  2,  pour 
i>,  Q,  R,  S,  r,  les  logarithmes  de  2716,  2717,  2718,  2719,  2720,  pour 
(px  le  logarithme  donne  5,4554208.  On  trouvera  ainsi  x= 0,281828, 
c'est-à-dire,  que  le  nombre  cherché  est  2718,281828. 

Cette  formule  peut  aussi  servir  à  calculer  la  valeur  d'une  racine 
d'une  équation  ^x  «=0.  En  désignant  par  p,  f^  r,..  des  valeurs  appro- 
chées de  la  racine  et  par  P,  Q,  Ry  les  valeurs  que  prend  ^x,  lorsqu'on 
y  remplace  X  par  p,  9>r,..  comme  la  racine  x  correspond  à<px=0, 
il  faudra  dans  la  formule  précédente  faire  <fx  nul,  et  on  aura  pour 
valeur  de  la  racine, 

pQRS,..  PqRS,.. 

{P-Q)[P-R)(P-S)...       {Q-P)(Q-R)[Q-S).. .''"'• 

Les  formules  d'interpolation  servent  surtout  à  découvrir  la  loi  d'un 
phénomène,  au  moyen  de  résultats  déduits  d'un  certain  nombre 
d'observations. 

252.  Différenciation  d'une  équation  implicite,  —  Jusqu'ici  nous 
n'avons  différencié  au  point  de  vue  du  calcul  des  différences,  que  des 
fonctions  d'une  seule  variable  (px,  ou  des  équations  explicites  telles  que 
y  =3  (fx.  Si  l'équation  était  implicite  et  de  la  forme  /*(x,  y)  =  0,  en 
désignant  par  Ax  un  accroissement  donné  à  x  et  par  ày  l'accroisse- 
ment correspondant  de  y,  on  devrait  avoir 

/"(x-t-Ax,     y-HAy)=0. 

Or,  ce  résultat  d'un  double  accroissement  donné  simultanément  & 
X  eiky  peut  être  obtenu  par  deux  opérations  successives,  ainsi  qu'on 

l'a  déjà  dit  au  N*"  20.  En  donnant  aux  x  seuls  l'accroissement  Ax^  la 

àf 
fonction  que  nous  désignerons  par/*,  devient  /*-i Ax,  dans  laquelle 

Ax 

a/*  désigne  l'accroissement  ou  la  différence  de  la  fonction  f,  due  à  un 

accroissement  donné  à  la  seule  variable  x.  Si  dans  ce  résultat  on  donne 

A/*  A/" 

ensuite  à  tous  les  y  l'accroissement  Ay,  f  devient  f-^  —  Ay  et— 

Af  \^xj  ,  àf 

devient  — ^  -+-  — ^ — ^— ^y>     en  désignant  par— ^  Ay  l'accroissement 
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de  /i  provenant  du  seul  accroissement  de  y  et  par  — ^^ — ~  ^y   Tac- 
croissement  dû  au  seul  accroissement  de  ^ ,  de  la  fonction  —  ;   de 

Ax 

sorte  qu'après  le  double  accroissement,  la  fonction  prend  la  valeur 


Ax  /  Ay  et  que  Ton  a  par  conséquent, 
remarquant  que  /*est  nul  et  que  f{x  +  Ax,  y  4-  Ay)  l'est  également, 

_Lax-+-— AwH ^^ — ^AtiAx=0. 

Ax       ^y  ^y 

Cette  équation  est  dite  Véquation  avx  différences  de  la  proposée. 

Vax/ 

— ^^ qui  est  le  résultat  d'une  double  différenciation  de  la  fonc- 

Ay       ^ 

tion  /*,  effectuée  d'abord  par  rapport  à  x  et  ensuite  par  rapport  à  y, 

A»/* 
se  désigne  aussi  par  — '—  et  l'équation  aux  différences  prend  la  forme 

A/"  Af  AY 

-î-  Ax  -♦-  -^  A  y  H —  AxAu  =  0. 

Ax  Ay    ^       AxAy        ^ 

A/*  àf 

Comme  -^  Ax  et  —  Ay  sont  les  différences  d'une  fonction  prises  par  rap- 
Ax  Ay 

aY 

port  à  une  seule  variable  et  comme  — —  représente  le  résultat  d'une 

AxAy 

double  différenciation  effectuée  successivement  par  rapport  à  chaque 
variable  x  et  y,  on  voit  que  la  différenciation  d'une  équation  implicite 
à  deux  variables  est  ramenée  à  des  différenciations  de  fonctions  d'une 
seule  variable  et  peut  par  conséquent  être  déduite  des  théories  pré- 
cédentes. 

Cette  équation ,  que  l'on  peut  combiner  d'une  manière  quelconque 
avec  l'équation  primitive,  sans  changer  sa  signification  et  par  consé- 
quent sans  qu*e]le  cesse  d'être  l'équation  aux  différences  de  cette 
dernière,  sert  à  déterminer  la  valeur  de  Ay  correspondant  à  chaque 

66 
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valeur  de  x  et  de  Ax;  il  suffît  pour  cela  d'éliminer  y  entre  ces  deux 
équations ,  ce  qui  conduira  à  une  équation  en  x,  Ax  et  ^y  qu'il  faudra 
résoudre  par  rapport  à  ày. 

Observons  qu'une  équation  /*(x,  y)  =  0,  ou  y=^fx  peut  toujours 
être  transformée  de  manière  que,  quel  que  soit  Faccroisseroent  con- 
stant Ax  que  Ton  attribue  à  la  variable  x,  il  suffise  de  donner  à  la 
nouvelle  variable  indépendante  qui  tient  lieu  de  x,  un  accroissement 
égal  à  Tunité.  11  faut  évidemment  pour  cela  remplacer  x  par  x'Ax; 
car  il  est  visible  qu'un  accroissement  Ax  donné  à  x,  répond  à  un  ac- 
croissement égal  à  l'unité  donné  à  x^ 

255.  Calcul  inverse  dés  différences.  —  Le  calcul  inverse  des  diffé- 
rences est  pour  le  calcul  direct  ce  qu'est  le  calcul  intégral  pour  le 
calcul  différentiel.  Il  a  pour  but  de  déterminer  la  forme  d'une  fonction 
connaissant  sa  différence.  Si  u  représente  une  différence,  la  fonction 
s'indique  par  le  signe  lu  et  se  nomme  Vintégrale  de  la  différence  u. 
L'opération  par  laquelle  on  détermine  cette  intégrale  se  nomme  encore 
intégration.  Gomme  les  signes  A  et  2  indiquent  deux  opérations  con- 
traires, il  est  visible  que  l'on  doit  avoir 

2Ax  =  X,      2Ayx  =s  yX,      A2x  =  X,      A2yx  =  fX. 

On  voit  aussi  que,  puisque 

A  (fx  -H  ^x  —  Fx)  =  A<px  -*-  A-]/x  —  AFx, 

on  doit  avoir 

2(A^x  -f-  A'^x  —  AFx)  =  yx  -^  -^x  —  Fx, 

c'est-à-dire,  que  Vintégrale  d'une  somme  de  plusieurs  différences  est 
égale  à  la  somme  des  intégrales  de  chaque  différence  prise  avec  son 
signe.  De  même,  puisque 

A  (ayx)  =  aàffX , 
on  a  aussi 

Sa<px  =  al<fX  ; 

on  voit  donc  qu'un  facteur  constant  peut  sortir  du  signe  d'intégration. 
Pour  avoir  l'intégrale  la  plus  générale,  il  faut  la  compléter  en  y 
ajoutant  une  constante  arbitraire,  parce  que  la  différence  d'une  con- 
stante arbitraire  est  nulle,  ou  plus  généralement,  il  faut  ajouter  une 
fonction  dont  la  différence  soit  nulle,  comme  cela  a  lieu  pour  certaines 
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fonctions  trigonométriques^  qui  reprennent  la  même  valeur  quand  on 
fait  croître  Tare  d'une  ou  plusieurs  circonférences. 

254.  Signification  d'une  intégrale  définie.  —  Dans  le  calcul  inverse 
des  différences,  comme  dans  le  calcul  intégrai  proprement  dit, 
1^3/  —  2fX  se  nomme  intégrale  définie  de  yx,  prise  depuis  x  jusqu'à  x' 
et  cette  quantité  a  une  signification  analogue;  en  effet  on  sait  que 

A^  =  y  (x  -H  Ax)  —  ^x , 

A^(X  -+-  Ax)  =  ^(x  H-  2Ax)  —  y (x  ■+■  Ax) , 


Ay  [x  -♦-  (n  —  i)  Ax]  =  y (x  -H  nAx)  —  y  [x  -*-  (n  —  i )  Ax], 
Additionnant  membre  à  membre^  il  vient 

f(x  -¥■  nAx)  —  <j>x  =s=  Af X  -H  A<p  (x  -+-  Ax)  -t-  A<j>  (x  -H  2Ax) 

-H  Ay(x  -»-  3Ax) -+-  Ay[x  -H(n  —  i)  Ax], 

et  en  faisant 

X  -♦-  nAx  =  x', 

cette  équation  devient 


^  —  yX  =  ^fX  -+-  Af  (x  -♦-  Ax)  -♦-  Ay(x  -+-  2ax)  -♦-  Ay (x  -♦-  3Ax) 

-4-  Af  (x'  —  Ax). 

Si  Ton  intègre  les  deux  membres,  on  trouve 

SfX'  —  2fX==fX  -♦-  <j>(x  -♦-  Ax)  -+-  «p(x  -*-  2Ax) -*-  ^(x' —  Ax). 

Le  premier  membre  est  ce  que  nous  avons  appelé  Vintégrale  définie 
de  fx  prise  depuis  x  jusqu'à  x',  intégrale  que  nous  représenterons  par 

2    fx;  on  voit  donc  qu'une  intégrale  définie  prise  entre  deux  limi- 

X 

t€s  X  et  x'  représente  la  somme  des  valeurs  successives  de  fX  depuis 
la  première  correspondant  à  x  jusqu'à  l'avant-dernière  correspondant 
à  x' —  Ax. 

Il  n'a  pas  été  ajouté  de  constante  arbitraire  au  second  membre,  parce 
que  celui-ci  doit,  comme  le  premier,  devenir  zéro  pour  x'  =3  x,  ce  qui 
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a  lieu  en  effet,  puisque  le  nombre  de  termes  est  visiblement  égal  aa 

nombre  d'accroissements  àx  contenus  dans  a/ —  a;  et  que  pour  a/=  a;, 

a/ 
ce  nombre  est  nul.  Cette  signification  de  l'intégrale  définie  2  fx,  fait 

X 

donner  à  celle-ci  le  nom  de  somme  de  <fx  prise  entre  les  limites  x  et 

x'  —  Ax. 

255.  Formule  générale  d'intégration,  —  On  peut  toujours  obtenir 
la  somme  ou  l'intégrale  d'une  fonction  donnée,  exprimée  par  une  série 
contenant  les  différences  successives  de  la  fonction;  en  effet  on  a  vu 

(N»  247)  que 

n[n  —  1)    . 
f{x  -i-  n^x)  =a  yx  -f-  n^fx  h — ——- — ^A'yx  -4-  etc.  ; 

si  donc  on  fait  x  +  nAx^x',  on  aura,  en  intégrant  les  deux  mem- 
bres et  observant  que  le  second  ne  reçoit  pas  de  constante  arbitraire , 
parce  que,  pour  x  égal  à  x',  n  est  nul  et  que  le  second  membre  doit 
être  nul  comme  le  premier, 

x'                  n(n— 1)           n(»-i)(n— 2)   . 
ifx — ifx   ou   s  î>x=nfx^-  — — — AfXH — ' —        ^«fx-4-eUî. 


Gomme  on  a  fait 


sf  ~~"  X 

X  •+•  nAx  =  x'    ou    n  =s  — > 

Ax 


la  formule  d'intégration  prend  aussi  la  forme 

J^         x'  — X  fx'— x)/x'  — X       AA^px 

^^^  Ax     ^  Ax        \    Ax  /  1.2 

Elle  est  analogue  à  celle  donnée  par  Jacques  Bernoully  dans  le  calcul 
infinitésimal,  pour  exprimer  l'intégrale  d'une  différentielle  et  fait 
connaître  l'intégrale  définie  de  <px.  Si  cette  fonction  est  telle  que 
toutes  ses  différences  soient  nulles  à  partir  d'un  certain  rang,  le 
nombre  de  termes  sera  limité.  Gela  n'a  lieu  que  pour  des  fonctions 
entières  et  rationnelles. 
256.  Intégration  de  quelques  fonctions  algébriques.  —  Appliquons 
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la  formule  précédente  à  Tintégration  de  la  fonction  x^.  On  trouve  en 
remplaçant  fx  par  x"^, 

r 

2  x"'= X*"  '  .  \    V     I 


/x'  —  X       .\A(x' 


^  Ax  Ax      V     Ax  /    1.2 


Ax 


ar  /x'^x        \  /oif—x        \  A«(x">) 
"\^    Ax  /  \    Ax  J  1.2.5 


dans  laquelle  ou  connaît  (N*  244)  les  valeurs  de  A(x**),  A'(x"') 

Quand  l'exposant  m  est  entier  et  positif,  le  nombre  de  termes  du 
second  membre  est  limité,  puisque  l'on  a  vu  que  A"*-^  (x**)  et  toutes  les 
différences  supérieures  sont  nulles.  En  faisant  successivement  m  «=  0, 
tn  =  i,  m  ==  2, on  ti*ouve 


*  xf  —  X 

X 


^        x'«  —  x«      x'  —  X 


s  X 


jp  2Ax  1,2 


y 


J^  x'»  — X»       X^  — x«       (x'  — x)Ax 

a:  3Ax  2  6 

x'  af 

S  x»  =  etc ,  S  x**=etc. 

X  X 

Si  les  sommes  doivent  être  prises  depuis  0  jusqu'à  x,  ces  expressions 
deviennent 

^  X  ^  X*         X 

2  x»=.— »    S  x=— -, 

Q  Ax        Q         2Ax      2 

„^  .        x'       X*      xAx      ^*  . 

Q  DAX        2  O  q 

qui  font  connaître  les  sommes  de  toutes  les  valeurs  par  lesquelles 
passent  x®,  x,  x*,  x',  etc.,  tandis  que  x  va  en  croissant  par  intervalles 
égaux  à  Ax  depuis  0  jusqu'à  x  —  Ax. 


► 
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Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  trouver  les  sommes  de  toute 
fonction  entière  et  rationnelle  de  la  forme 

A  -^  Bx  -¥-  Cx*  -¥■  etc. 
puisqu'on  a 

1{À  -^Bx-^  Cx^  -^  etc.)  ^Aix^-^  Bix  -+-  Cix*  -*-  etc. 

257.  Intégrations  de  quelques  fonctions  transcendantes.  —  Quel- 
ques fonctions  peuvent  être  intégrées  sans  l'emploi  de  la  formule 
générale.  Prenons  pour  exemple  la  fonction  a'.  On  a  trouvé  que 

On  tire  de  là 


a' 


o^  — 1 


et  en  intégrant  depuis  a/ jusqu'à  x,  et  observant  que  le  dénominateur 
est  constant,  il  vient 

On  a  aussi 

i  /        i     \ 

A  cos  X  s»  cos (x  -4-  Ax)  —  cos X  =  —  2  sin  -  Ax  sin  I  X  -♦-  -  Ax  |> 


d'où  l'on  tire 

sin 


.    /        1      \           i    A  cos  X 
m  (  X  -♦-  -Ax  1  =  — : — 


sin-Ax 
2 


i 

ou  bien  en  remplaçant  x  +  •-  Ax  par  x , 


sin  X  =  —  - 


A  cos  (  X  —  -  Ax  I 


sin  -  Ax 
2 


et  en  intégrant  depuis  x!  jusqu'à  x, 


j.  ^  cos(x— -Axj       ^  cos^^x'^-Ax^ 

2  sinx  = ^ ^H -^ i- • 

sin  -  Ax  sin  -  Ax 

2  2 
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Si  Ton  Intègre  depuis  0  jusqu'à  x,  il  vient 

2    sinx  =  -cot---— -; ^: ^= 

0  2        2       2  .    Ax  .    Ax 

sin—  sin- 

on trouve  de  même 

/        i      \            /         l      \            /x— x'\        /x^-x'  — Ax\ 
-  sin  I  X — ;:Ax  1  —  sin  l  x' — -Ax  1       sini  1  cosi 1 

y  i  1 

2  sin  ~  Ax  sin  -  Ax 

2  2 

Ces  dernières  formules  font  connaître  la  somme  des  sinus  et  des 
cosinus  d'une  table  trigonométrique  calcules,  par  exemple,  de  minute 
en  minute;  car  il  vient 

2      sinx  =  -cot--- 

et  comme  celte  intégrale  ne  donne  la  somme  des  valeurs  successives 
de  sin  x  que  jusqu'à  sin  (90° — i'),  la  somme  totale  est 

i       1'      1  i       i'      i 

-cot- --Hsin  90°=- cot-- -*---• 

2       2       2  2       2       2 

258.  Siommaiion  des  suites,  —  On  peut,  au  moyen  de  ce  qui  pré- 
cède, déterminer  la  somme  des  n  premiers  termes  d'une  suite  donnée; 
il  suffit  pour  cela  de  calculer,  comme  on  l'a  vu  (N°  244),  les  différences 
successives  A^x,  à*<fx..,.  et  de  substituer  ces  valeurs  dans  la  formule 

x'  X  -*-  w  Ax 

du  N*  254,  puisque  2    7^    ou    2  ?x  représente  la  somme 

X  X 

cherchée.  Il  est  vrai  que  pour  que  cette  somme  soit  exprimée  par  un 
nombre  limité  de  termes,  il  faut  que  les  différences  successives  soient 
nulles  à  partir  d'un  certain  rang  ou  du  moins  qu'elles  décroissent  assez 
pour  que  ce  second  membre  forme  une  série  convergente.  C'est  ainsi 
que  l'on  pourrait  calculer  la  somme  des  logarithmes  des  nombres 
entiers  entre  deux  nombres  donnés. 

Si  l'on  connaissait  la  loi  de  la  suite,  on  pourrait  également  calculer 
la  somme  des  n  premiers  termes  ;  en  effet,  v  étant  l'indice  d'un  terme 


556  CHAPITRE   XVIU. 

quelconque  et  fv  la  loi  de  la  suite;  comme  il  suffit  de  faire  v  égal  à 

i,  2,  5,  4 n  pour  reproduire  tous  les  termes,  il  est  visible  que 

la  somme  cherchée  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  valeurs  que 

prend  /v  quand  on  y  remplace  successivement  v  par  i,  2,  5 n, 

c'est-à-dire  qu'elle  est  l'intégrale  de  fv  prise  depuis  v  =  i  jusqu'à 
v=rn  +  i;  on  a  donc 

Prenons  pour  exemple  la  suite  des  nombres  naturels.  La  somme 
des  n  premiers  nombres  est,  en  se  rappelant  la  formule  du  N"*  254, 

/»-*-*    _(n-+-i)«      n-4-1      n«-4-n 


1 


2  2  2 


Si  l'on  cherche  la  somme  des  carrés  des  nombres  naturels  depuis  1 
jusqu'à  n  inclusivement,  on  aura 

.       J^'*'^  •       (n-4-i)5      (»-^l)«      n-4-i      m'      n«      n 

259.  Valeur  approchée  d'une  intégrale  définie  infinitésimale.  For- 
mule de  Thomas  Simpson.  —  Le  calcul  des  différences  est  utile  pour 
trouver  la  valeur  approchée  d'une  intégrale  définie  ordinaire  ;  suppo- 
sons en  effet  qu'on  ne  puisse  intégrer  exactement  fxdx  dont  on  veut 
avoir  l'intégrale  définie  depuis  x=a  jusqu'à  x=:a-+-6.  On  divisera 
l'intervalle  6  en  un  certain  nombre  de  parties  égales  A  et  l'on  sait  que 
l'intégrale  cherchée  est  représentée  par 

j  «pa  -»-  ^  (a  -H  A)  -t-  «p  (a  -H  2 A) -♦-  y  (a  -h  6  —  A)  |  A 

d'autant  plus  exactement  que  A  sera  plus  petit.  Or,  cette  expression 

a  -*-6 
n'est  autre  chose  que  le  produit  de  A  par  2  7X,etsi  l'on  substitue 

a 

à  cette  intégrale  sa  valeur  donnée  à  la  fin  du  N^  254,  on  trouve  pour 

valeur  approchée  de  l'intégrale, 

J^     ^         (A^     A\A     yi.2    A\A     yv^A     yi.2.5 


i 
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expression  composée  à  la  vérité  d*un  nombre  illimité  de  termes,  mais 
qui  se  simplifie  ordinairement  parce  que  les  différences  de  la  fonc- 
tion 7  sont  négligeables  le  plus  souvent  h  partir  d'un  certain  ordre. 

On  trouve  une  expression  plus  exacte  de  l'intégrale  de  la  manière 
suivante  :  dans  la  formule  d'interpolation  donnée  au  N<*  247,  chan- 
geons X  en  a!  et  désignons  Ax  par  A;  elle  deviendra 

,  ,     ,,         ,     ,  A(j>a'     A(A— a)aW      A(A  — A)(A— 2a)  aV 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  dh  et  qu'on  intègre  entre  les 
limites  zéro  et  âA,  il  vient 

f2^  /  i  1  \ 

V     f  (a'  -♦-  A)  dA  =  A  (  2<pa'-*-  2A.^a'-H  -  A«.yo'—  ~  A*.(po'-*-  etc.  j , 

intégrale  que  Ton  peut  changer  dans  la  suivante,  en  remplaçant 
0*  -+-  A  par  X, 

^a'  H-  2A  /  I  f  \ 

i  yfxdx  =  A I  27a'-*-2A.(j)a'  +- A*.<pa'— — A*.(pa'....  j  . 

Gela  posé,  divisons  l'intervalle  6  entre  les  deux  limites  d'une  intégrale 

<fxdXj  en  un  nombre  pair  de  parties  égales  A  et  dans 
a 

la  formule  précédente,  faisons  successivement  a's=a,  a'=sa  +  2A, 

o'sa  +  iA a' =  a-*- (n  —  2)  A  =  a -h6  —  2A;   la  somme    des 

valeurs  obtenues  représentera  l'intégrale  de  (fxdx  prise  depuis  xe^a 
jusqu'à  X  s=  a  +  6.  On  trouve  ainsi,  toute  réduction  faite,  et  en  négli- 
geant les  différences  quatrièmes , 


2<po -4- 2f  (a -t- 2A) -4- 2(p  (a -4- 4A) -*- -h  2y  (a-nô  —  2A) 

'0-4-6 

\  9xrfx  =  A^  -4-2AYO-4-2A(p(o-4-2A)-*-2Af(a-4-4A)....        -4- 2Ay  (a -4- 6  —  2A) 

"  '       A  i  i  1 

-A«ya-4--A«(ïî(o-*-2A)+-A«y(a-4-4A) -*--Aya-4-6  — 2A) 

0  0  O  0 

67 
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On  sait  que  Ton  a 

Ayo=-f  (o  -*-  A)  —  ^a 

Af  (a  H-  2a)  =1  y  (a  -♦-  3A)  — ^  (a  -+-  2A) 

Ay  (o  -+-  4a)  c=s  <p  (a  -*-  SA)  —  ?  (a  -*-  4A) 


A'^a  =  y  (a  -h  2A)  —  2f  (a  -♦-  A)  -♦-  ^ a 

A*(p  (a  H-  2A)  =  <p  (a  -♦-  4A)  —  2f  (a  -»-  3A)  -*-  y  (o  -t-  2A) 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  l'intégrale,  celle-ci 
devient 


$ 


aH-6  A 

<fxdx  =  -  j  (pa  -h  4y  (a  -»-  A)  -4-  2<p  (a  -*-  2A)  -4-  4y  (o  -+-  3A) 

a 

-♦-  2f  (a  -*-  4a) -»-  4f  [o  -H  (n — 1  )  A]  -f-  y  (o  -♦-  6)  (  > 


d'où  résulte  cette  règle:  pour  avoir -une  valeur  approchée  de  l'in- 
tégraie  définie  de  <fxdx  depuis  x  =  a  jusqu'à  x=a-{-by  on  divi- 
sera l'intervalle  b  en  un  nombre  pair  de  parties  égales  A,  on  fera 

successivement  dans  r^Xj  x  =  o,  o-hA,  a  +  2A,  a+3A a-k-b  et 

on  multipliera  le  tiers  de  Vune  des  divisions  A  par  une  somme  formée 
par  la  première  et  la  dernière  valeur  de  la  fonction,  c'est-à-dire^ 
(fa'^(f(a'^  b),  plus  quatre  fois  les  fonctiotis  correspondant  à  des 
divisions  impaires,  plus  deux  fois  les  fonctions  correspondant  à  des 
divisions  paires.  Cette  expression  d'une  intégrale  est  connue  sous  le 
nom  de  formule  de  Thomas  Simpson, 

Si  au  lieu  de  négliger  les  différences  4™"%  on  avait  poussé  Tapproxi- 
mation  jusqu'aux  différences  5"*«*  ou  6"**%  on  aurait  trouvé  d'autres 
expressions  plus  exactes  de  l'intégrale  définie,  mais  elles  se  présentent 
sous  des  formes  moins  simples  et  moins  régulières. 

Il  est  visible  que  les  différences  quatrièmes  et  suivantes  de  la 
fonction  ^x,  qui  ont  été  négligées,  ne  sont  rigoureusement  nulles, 
que  si  la  fonction  est  de  la  forme  a  +  &x  +  cx^  +  ex'.  Il  suit  de 
là  que  si  l'on  conçoit  la   fonction  ^x  développée  en  série  suivant 
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les  puissances  croissantes  de  x,  on  ne  tient  compte  dans  la  formule 
de  Simpson  que  des  quatre  premiers  termes  du  développement,  en 
négligeant  tous  lesautres.  Quand  l'intégrale  définie  est  destinée  à  repré- 
senter Taire  d'une  courbe,  la  méthode  d'intégration  précédente  re- 
yîent  visiblement  à  substituer  à  la  courbe  donnée  y^=i(fXy  des  arcs 
de  parabole  cubique  y  =  a -h  6x -4-  ca:*  -h  ex*  depuis  x  =  a  jusqu'à 
x  =  a^^5t^y  puis,  depuis  x  =  a-*-2A  jusqu'à  x  =  o-h4A  et  ainsi 
de  suite. 

En  appliquant   cette  formule   à  la  recherche  de  l'intégrale   dé- 
finie 

'^       dx 


on  trouve  pour  valeur  approchée,  au  lieu  de  l'expression  du  N*  146, 


r 


^       dx  i  (  i  4  2 


l/TTx»      5f*^      l/ÎÔÎO      1^1040      ï/i090 


l/ÎSÎÔ      1/2ÔÔÔ 


Appliquons  encore  notre  formule  au  jaugeage  des  tonneaux.  En  pre- 
nant Taxe  du  tonneau  pour  axe  des  ^et  y^=fx  pour  équation  de  la 
courbe  génératrice,  le  volume  sera  exprimé  par 

a 
dxy 


JO 


a  étant  la  hauteur  du  tonneau;  or,  si  Ton  en  mesure  la  circonférence, 
1*  aux  deux  bases,  2®  à  égale  distance  de  la  base  et  du  milieu,  3°  au 
milieu,  et  si  l'on  représente  les  rayons  correspondants  par  r,  r',  et  r", 
il  est  visible  que  pour 

a  a  3 

x  =  0,     x=-.>    xb=3^,    x  =  — a,    xsa, 

if  2  il 

y*  sera  égal  à  r*,  r^^^r^'^i  r'*,  et  r';  la  valeur  de  l'intégrale  définie 
précédente  est  donc 


$ 


"  a 


0 
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et  Ton  trouve  pour  ta  capacité  du  tonneau^ 

260.  Intégration  des  équations  implicites  aux  différences.  —  Oo 
ne  s'est  occupé  jusqu'ici  que  de  TintégratioD  des  fonctions  d'une  seule 
variable.  Passons  à  l'intégration  des  équations  implicites  à  deiix  varia- 
bles, équations  que  l'on  représente  d'une  manière  générale  par 

/•(x,y,  Ax,  Ay)=0, 
ou  plutàt;  par 

attendu  qu'on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  l'accroissement  de 
l'une  des  deux  variables  soit  égal  à  l'unité  (fin  du  N**  252).  Le  cas  le 
plus  simple,  est  celui  où  la  variable  dépendante  et  sa  différence  sont 
à  la  première  puissance,  et  ne  sont  pas  multipliées  entre-clles.  L'équa- 
tion aux  différences  est  dite  alors  du  premier  degré  et  du  premier 
ordre.  Sa  forme  est 

Ay-hPy  =  0, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x  seul.  Supposons  d'abord,  Q  égal  à  zéro. 
Si  l'on  remplace  y  par  c*  et  Ay  par  e"  (e^"  —  1),  il  vient 

ev  (gAr  —  i  )  ^  i>e«'  ==  0,    d'où    ê^"  =  1  --  P, 

Av  =  log  (i  —  P),     v  =  2log(l— P) 
et  par  conséquent 

y_^Slog(l-P) 

i 

Comme  P  ne  contient  que  la  variable  x,  on  voit  que  la  question  est 
ramenée  à  l'intégration  d'une  fonction  d'une  seule  variable  x. 

En  désignant  par  P;r,  P(*-i),  P(,_4>....  les  valeurs  de  P  correspondant 
à  des  valeurs  x,  x  —  4,  x  —  2 ....  de  la  variable,  2  log  (1  —  P)  devient 

log(l— P,,,)-^log(i-P,_0...oulogj(l-P^O(*-^-0(*— ^-»)-| 
et  la  valeur  de  y  ou  l'intégrale,  se  réduit  à 

y==(i  -  p,^.)  (1  -  p,_,)  (i  -  P,_,) 
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Le  facteur  i  —  P»  n'est  pas  inscrit,  parce  que  la  somme  2  ne  com- 
prend pas  le  terme  final  correspondant  h  la  variable  x  entière. 
Si  P  est  constant,  tous  les  facteurs  binômes  sont  égaux  et  Ton  a 

y  =  (l-P)-, 

n  représentant  le  nombre  de  ces  facteurs,  qui  est  égal  au  nombre 
d'accroissements  Ax  =»  i  compris  entre  une  valeur  arbitraire  a/  de 
la  variable  et  une  valeur  finale  x,  c'est-à-dire  x  —  x';  on  a  donc 
pour  intégrale, 

Pour  intégrer  lorsque  le  terme  Q  n*est  pas  nul,  remplaçons  y  par 
u.z  et  Ay  par  uàz  +  z^u  +  ^u^z.  L'équation  aux  différences  se  trans- 
forme dans  la  suivante 

z  (Aw  -^  Pu)  -t-  Az  (w  -4-  Aw)  =  Q 

et  comme  une  des  deux  variables  (ti,  z)  est  indéterminée,  on  pourra 
fixer  la  valeur  de  u  en  posant 

Aw  -*-  Ptt  =  0, 
qui  donne,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 

Le  reste  de  l'équation  aux  différences ,  savoir  : 

Ajî(M-t-  Am)=  q 

donne,  en  remplaçant  u  et  Au  par  leur  valeur, 

Q  Q  Q 


Az=- 


ii  +  Aa      u  —  Pu      tt  (1  —  P,) 
ou 

^_ Q 

(1  -  Ps)H-  i»._,)  (1  -  />,_.} ' 

d'où  l'on  tire 

Q 


Z  =  2 


(1  -  P.){i  -P.~i)H  -i»,_,).... 
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et  l'intégrale  cherchée  devient 

y  =  (l-P,-.)(l-P_,) v.  ^ 


(i-P,)(i-P._.)(l -/>,_.). 


On  est  conduit  à  une  équation  aux  différences  du  genre  de  celle  dont 
on  vient  de  s'occuper,  en  résolvant  le  problème  suivant  :  trouver  le 
terme  général  d'une  série  dans  laquelle  chaque  terme  s'obtient  en 
multipliant  le  précédent  par  une  fonction  fx  de  son  indice  x  et  en 
ajoutant  au  produit  une  fonction  fX  du  même  indice. 

En  désignant  par  y  un  terme  et  par  x  son  indice,  le  suivant  sera 
d'après  ces  conditions,  fx,y  +  ^,  et  comme  il  est  en  général  repré- 
senté par  y  -*-  Ay,  on  aura 

y-*- Ay  =  y/x-+-î»x     ou     Ay -4- y  (i  — /x)  =  <px. 

Pour  avoir  l'intégrale  ou  le  terme  général,  il  faudra  donc  remplacer  P 
par  i  —  fx  ei  Q  par  fX.  Si  fx  ou  fesi  constant  ainsi  que  fX  ou  7,  on 
trouve  (N»  257) 

l'intégrale  est  donc 

4  —  f'"' 


y  =  ? 


i-/- 


et  cette  valeur  de  y  fait  connaître  la  loi  de  la  série.  Elle  contient  une 
constante  arbitraire  xf. 

261.  Intégration  des  équations  linéaires  aux  différences  d'un  ordre 
quelconque.  —  L'intégration  d'une  équation  aux  différences  est  en 
général  d'autant  plus  difficile  que  celle-ci  est  d'un  ordre  plus  élevé. 
Lorsqu'elle  est  linéaire  par  rapport  à  la  fonction  y  et  ses  différences, 
on  peut,  comme  l'a  fait  remarquer  Lagrange,  faire  dépendre  son  in- 
tégration de  l'intégration  d'une  équation  linéaire  plus  simple.  Soit 
en  effet 

A«y  -4-  i4  A»»-*y  -+-  5A--«y  -4-  CA»-~»y -*-  P^y  -^  Qy  =  R (i) 

une  équation  linéaire  de  l'ordre  n,  il,  ^,  C,....  /{  étant  des  fonctions 
de  X.  Supprimons  le  terme  final  R  et  supposons  que  l'on  parvienne  à 
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trouver  n  valeurs  de  y,  y',  y",  y'",....  y"+*  satisfaisant  à  l'équation 
prëcëdente  privée  du  terme  final  R.  En  posant 

y  =  cy  -f-  ay  -^  cy" -^  c<«>y<"^ (2) 

on  aura  l'intégrale  générale  de  la  proposée,  pourvu  que  C,  C,  C",.-« 
soient  déterminés  par  les  conditions 

(y'  -^  Ay)AC'  -*-  (y"  H-  Ay")AC"  -f-  etc.  ==  0, 

(Ay'  -f-  Ay)  AC  -*-  (Ay"  -i-  Ay")  AC"  -^  etc.  =  0, 

(3) 

(  Ay  -t-  Ay)  ac  -+-  (  Ay  -*-  ^Y)  ^^"  -*-  ^ic.  =  o , 


(A'-y  -+.  A"t/')  ac -t-  (A»-*y' -h  Ay ) ac"  -+- =  r, 

ce  qu'on  démontre  comme  on  l'a  fait  au  N""  198,  pour  les  équations 
différentielles  linéaires.  On  prendra  pour  cela  les  n  différences  succes- 
sives de  y  et  celles-ci,  en  tenant  compte  de  (5),  vérifieront  l'équation  (1). 
Les  équations  (5)  en  nombre  n  serviront  à  déterminer  les  n  différen- 
rences  aC,  AC",....  en  fonction  de  y,  y",....  c'est-à-dire  en  fonction 
de  X,  et  des  intégrations  de  fonctions  d'une  seule  variable  feront 

connaître  C,  C 

Quand  les  coefficients  A^B,..,.  Q  sont  constants  et  que  le  terme 
final  R  seul  est  fonction  de  x,  la  recherche  des  intégrales  particu- 
lières y,  y",....  ne  présente  pas  de  difficulté.  En  effets  comme  les 
différences  successives  de  (a  -+-  4)'  prises  avec  Ax  =  1  sont  (a  -*-  i)'a, 

(a  -♦-  i)'a* (a  -♦-  i)'a»,  en  posant  y  =  (o  -+-  4)'  dans  (4)  privée  du 

terme  final  /?,  l'équation  sera  satisfaite,  pourvu  que  l'on  ait 

et  les  n  racines  a',  a",  a"' donneront  les  valeurs 

y'  =  (a' -*-!)',     y'=(a"H-4)', 

262.  Intégration  des  équations  aux  différences  mêlées.  —  On  est 
souvent  conduit,  en  résolvant  des  problèmes  de  géométrie  d'une  cer- 
taine classe,  à  des  équations  qui  renferment  à  la  fois  les  différentielles 
des  variables  et  leurs  différences  finies.  Les  équations  de  cette  espèce 
sont  dites  aux  différences  mêlées.  Prenons  pour  exemple  le  problème 
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suivant  :  Trouver  une  courbe  telle  que  l'aire  renfermée  entre  la  courbe 
et  deux  ordonnées  distantes  d'une  quantité  h,  soit  dans  un  rapport 
constant  avec  l'aire  du  trapèze  qui  a  ces  deux  ordonnées  pour  bases. 
En  désignant  par  y  et  y  +  A^  les  deux  ordonnées,  par  x  et  x-^  h  les 
deux  abscisses  correspondantes  et  par  (a/,  y')  les  coordonnées  d'un  point 
intermédiaire  quelconque  de  la  courbe,  Taire  coniprise  entre  la  courbe 

et  les  deux  ordonnées  sera  représentée  par  I  y'dxf  et  Faire  du 

Jx 

h 
trapèze,  par -(y  H-y  -h  Ay);  l'équation  du  problème  est  donc 


JX 


y'^^'=2(y-+-y-+-^y)- 


Or  si  y'  =3  ^  est  l'équation  inconnue  de  la  courbe  et  si  l'on  désigne 
par  ^y!  l'intégrale  de  xfdd  ou  fx'dx!^  l'équation  précédente  deyient 

n  [y(x  -^  A)  —  rfx]  =  2  [/x  +  f{x  -f-  A)], 

et  en  dérivant  par  rapport  à  x  et  observant  que  la  dérivée  de  fX  est  /x, 

2«[/'(x  +  A)  — /x]=A[fx-+.^'(x-*-A)], 

et  enfin  en  remplaçant  f[x-\-h)  —  fx  par  A/x  ou  Ay,  f'[x-^h)  par 
/'XH- A/>x  =  ^H-  A^g^et  h  par  Ax, 


2n  — =  2— 
Ax        dx 


(i) 


Pour  intégrer  cette  équation  aux  différences  mêlées,  remarquons  que 
si  l'on  pose  y  =  e"»',  on  trouve 

^  =  me"",     Ay  =  e""  (e"**  —  i  ),     A  (  -^  j  =  me""  (c"*  —  i). 
dx  \dx/ 

Comme  l'équation  trouvée  est  linéaire  &  coefficients  constants,  en  y 
faisant  les  substitutions  de  ces  valeurs,  e""  se  trouve  être  facteur  com- 
mun et  l'équation  est  satisfaite  identiquement^  pourvu  que  m  soit  une 
des  racines  de  l'équation 

2n(e"'*— i)  =  2/nA  -t-  mA  (e"»*  —  i)     ou    (2n  — mA)  c"**=2n  -^»iA. 
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Si  m,  m',  m"....  sont  les  différentes  racines,  l'intégrale  de  Téquation 
aux  différences  mêlées  et  par  conséquent  Téquation  de  la  courbe 
cherchée  est 

y  ==  Ce*»*  -H  C'e"^'  -h  C"e"*"'  -*-  etc. 

C,  C'y  C" étant  des  constantes  arbitraires. 

Le  problème  suivant  conduit  aussi  à  une  équation  aux  différences 
mêlées  :  Trouver  une  courbe  telle  que  l'aire  MM'N  (fig.  50)  comprise 
entre  la  courbe  et  une  portion  MN  d'une  abscisse  quelconque,  d'une 
longueur  constante  h,  soit  proportionnelle  d  la  puissance  n'^^  de 
l'abscisse  AP. 

En  désignant  par  x  l'abscisse  AP,  par  y  l'ordonnée  correspondante 
MP  et  par  x"  et  y"  les  coordonnées  d'un  autre  point  quelconque  M" 
compris  entre  M  et  M',   la    distance  de  ce  point  à  MN  sera  égale 

Jx-*- A 
(y"  —  y)  dsf'  et  l'équa- 
X 

tion  du  problème  sera 

fX-k-h  çx-^h  çx  +  h 

\  (y"  —  y)  dx"  =  ax*    ou     i  y"(/x"— i  ydx^'^ax^. 

Jx  Jx  Jx 

Comme  l'intégration  se  rapporte  aux  variables  (x'',  y"),  x  et  y  restant 
invariables,  si  l'on  désigne  par  y''  =  /x"  Téquation  de  la  courbe  et  par 
Fxf'  l'intégrale  de  fx!'dxf\  l'équation  précédente  est  l'équivalent  de 
celle-ci 

F  [x  -^-h)  —  Fx  —  yA  =  ox*. 

Si  l'on  dérive  les  deux  membres  par  rapport  à  x  et  qu'on  remarque  que 
la  dérivée  de  Fx  n'est  autre  que  /x,  l'équation  devient 


f{X  -t-A) /x  —  A--^  =  *»»frn-\ 


nax'     , 


c'est-à-dire. 


,j,,dy  ^  du     Ay      nax"^* 

^fx—'h'^=nax^*    ou    -r-=  — î 

dx  dx      Àx  h 

Pour  intégrer,  l'on  supposera  n  entier  et  positif  et  l'on  dériveran  fois  par 
rapport  &  x,  ce  qui  transforme  l'équation  du  problème  dans  la  suivante 


\^x) 
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Elle  est  identiquemeDt  satisfaite  en  posant 

y  =  Cx-, 

pourvu  que  m  soit  entier,  positif  et  inférieur  à  n  +  i  ou,  au  plus,  égal 
à  n-^i.  Comme  elle  est  linéaire  elle  est  aussi  satisfaite  en  égalant^ 
à  la  somme  de  ces  valeurs  ;  Tintégrale  générale  est  donc 

Les  coefficients  C,  C ne  sont  pas  arbitraires,  car  en  substituant 

cette  valeur  de  y  dans  Téquation  primitive  aux  différences  mêlées,  ou 
trouve  que  celle-ci  n*est  identiquement  satisfaite  que  si  Ton  pose 

Les  constantes  C^"^  et  C^"+^)  restent  seules  arbitraires. 

La  branche  d'analyse  qui  fait  Tobjet  de  ce  paragraphe,  a  été  peu 
cultivée  jusqu'aujourd'hui  et  les  géomètres  qui  s'en  sont  occupés  ne 
lui  ont  fait  faire  que  peu  de  progrès  ;  aussi  n'est-ce  que  dans  des  cas 
peu  nombreux  et  pour  des  formes  très  particulières  que  l'on  parvient, 
dans  l'état  actuel  de  la  science^  à  intégrer  les  équations  aux  différences 
mêlées.  • 
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Objet  de  la  méthode  des  variations.  Variation  d^unc  fonction  d*une  seule  variable. 
—  Variation  des  dérivées  d^unc  fonction  d*une  seule  variable.  —  Variation  d*une 
fonction  de  deux  variables.  —  Variation  d^une  fonction  contenant  une  variable 
indépendante,  une  variable  dépendante  et  ses  dérivées.  —  Variation  d^une  inté- 
grale définie.  —  Cas  des  limites  fixes.  Limites  variables..  —  Variation  d^une  in- 
tégrale définie  contenant  plusieurs  variables  dépendantes.  —  Applications  de  la 
méthode  des  variations  à  la  détermination  des  maximum  et  minimum.  —  Maxi- 
mum ou  minimum  d^une  intégrale  définie.  Conditions  relatives  aux  limites. 
Équation  indéfinie.  —  Autres  conditions  relatives  aux  limites.  —  Problèmes 
divers.  —  Surface  de  moindre  résistance.  —  Maximum  relatif.  —  Applications 
diverses.  —  Cas  ou  Tintégrale  contient  plusieurs  variables  dépendantes.  — 
Brachystochrône.  —  Lignes  maximum  et  minimum  tracées  sur  une  surface  ou 
lignes  géodésiques.  —  Propriétés  des  lignes  maximum  et  minimum  tracées  sur 
une  surface.  —  Courbe  de  plus  vite  descente  sur  une  surface,  et  courbe  de  plus 
grande  pente.  —  Caractère  distinctif  des  maximum  et  des  minimum. 

263.  Objet  de  la  méthode  des  variations.  Variation  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  variable.  —  Le  calcul  différentiel  avait  particulière- 
ment pour  objet  de  déterminer  pour  une  fonction  donnée ,  le  rapport 
de  Taccroissemeut  de  cette  fonction  k  Taccroissement  înGniment  petit 
de  la  variable  et  de  remonter  de  la  valeur  de  ce  rapport,  aux  propriétés 
de  la  fonction;  mais  cette  recherche  peut  être  envisagée  à  un  point  de 
vue  beaucoup  plus  général.  Au  lieu  de  supposer  à  la  fonction  une 
forme  invariable,  admettons  qu'elle  passe  d'une  manière  continue  par 
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toutes  les  formes  possibles;  alors  un  changemeot  infiaiment  petit  dans 
cette  forme  joint  à  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  variable, 
déterminera  dans  la  fonction  un  accroissement  essentiellement  diffé- 
rent de  celui  que  donne  le  calcul  différentiel  proprement  dit  et  Ton 
peut  se  proposer,  par  exemple,  de  trouver  la  forme  de  la  fonction  par 
la  condition  que  ce  dernier  accroissement  jouisse  de  certaines  proprié- 
tés données. 

L'accroissement  que  prend  la  fonction  y  =s  fx  dans  ce  nouvel  ordre 
d'idées  et  qui  est  dû  en  partie  à  un  accroissement  de  la  variable  x  et 
en  partie  au  changement  dans  la  forme  de  la  fonction  /x,  se  nomme 
variation  de  y  et  se  désigne  par  ây.  L'accroissement  infiniment  petit 
donné  à  x  est  entièrement  arbitraire  et  se  désigne  par  ^x  pour  l'uni- 
formité de  la  notation.  Pour  déterminer  la  variation  iy^  concevons  la 
fonction  fx  de  forme  arbitraire,  développée  suivant  les  puissances 
entières  et  ascendantes  de  x  +  a,  a  étant  une  constante  quelconque; 
on  aura^*' 

y  ==a  -*-  fr  (x  -^  a)  -+-  c  (x  -*-  a)*  -4-  e  (x  -+-  a)'  H-  etc. 

Comme  ce  développement  peut  représenter  toutes  les  fonctions,  il  est 
visible  que  l'on  obtiendra  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonction  fx 

par  le  seul  changement  des  coefficients  a^bjC^e Il  suit  de  là  que 

pour  introduire  un 'changement  infiniment  petit  arbitraire  dans  la 
forme  de  cette  fonction,  il  suffit  de  donner  h  ces  coefficients  des  accrois- 
sements infiniment  petits  ^a,  ^6,  ^c...  entièrement  arbitraires  et  par 
conséquent  indépendants  entre  eux.  La  variation  de  y  ne  sera  autre 
chose  que  la  différentielle  totale  de  cette  série,  indiquée  avec  le 
signe  (?  et  prise  aussi  bien  par  rapport  à  x  que  par  rapport  à  a,  5,  c....; 
on  aura  par  conséquent 

^y  =  b^x  -H  2c  (x  -H  a)  (fx  -h^e{x-h  a)*  ^x  H-  etc. 

-t-  ^a  -H  <î6  (x  -♦-  a)  H-  (fc  (x  -i-  a)*  -+-  etc. 


(^)  On  développe  suivant  les  puissances  de  x+oc  au  lieu  de  x,  pour  embrasser 
le  cas  où  la  fonction  ne  serait  pas  développable  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  la  variable  x.  On  pourrait  du  reste  employer  le  développement  suivant 
les  puissances  de  la  simple  variable,  mais  en  laissant  alors  les  exposants  arbi- 
traires. 
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OU  bien*** 

(Ty  =  [6  +  2c (x  -*-  «)  -t-  3e  (x  -f-  a)*  -*-  etc.]  <?x 

-4-  <?a  -+-  (x  -+-  a)  ^6  -*-  (x  -«-  a)*  «Je  -*-  etc. 

Or,  il  est  visible  que  la  fonction  comprise  entre  les  parenthèses  n'est 
autre  chose  que  la  dérivée  ordinaire  de  la  série  ou  de  y,  dérivée  que 

nous  désignerons  par  p=-^»  Le  reste  de  la  variation  de  y  est  la 

partie  qui  est  due  au  changement  de  forme  de  la  fonction.  Comme  elle 
est  arbitraire^  nous  la  désignerons  par  la  lettre  A  et  Téquation  précé- 
dente deviendra 

ây=sp^X  -t-  A, 

264.  Variations  des  dérivées  d'une  fonction  d'une  seule  variable. 

du      d'y      rf*v 
—  Les  dérivées -~>    -7-^»    -=-^>  etc.,  que  nous  représenterons  par 

p,  9,  r,...  étant  elles-mêmes  des  fonctions  de  x,  a,  6,  c,  etc.,  ont  aussi 
leur  variation,  et  il  existe  une  dépendance  remarquable  entre  ces 
variations  et  celle  de  y  ;  en  effet  puisque  Ton  a 

|)  =  6  H-  2c  (x  -f-  a)  -f-  3e  (x  -*-  a)*  -*-  etc. 

g  s=  2c  +  2.3e  (x  -♦-  a)  -♦•  3.4gf  (x  -f-  a)*  -4-  etc. 

r  =»  i.2.3e  -*-  2.3.4.^  (x  -f-  a)  -*-  etc.. 


(*)  Remarquons  que,  puisque  Ton  a 

dy  =  1 6-1- 2c («H- a)  H- 3e  (x  -f-  a)» -*-  4^  (aj  -f-  a)'  H-etc.  |  dx^ 

(yy  =  |6-*-2c(a;-4-a)-*-3c(jîH-a)*H-4flf(x-Ha)*-t-etc.  j  $x, 
-f-^o  -f-  («  -*-  a)  ^6  -f-  (x  -H  a)*  Se  -H  etc., 
il  ea  résulte  que  Ton  a  aussi 

i(dy)  =  1 2c-*- 2.3e  (x  -f-  a)  +  3.4flf  (x -ha)' H- etc.  |  «to  âx 

-f-  j  (y6-4-2(x-Ha)<yc-4-3(xH-a)«Jc-*-ctc.  [dx 
d(Jy)=  {  2c-*-2.3e(x-4-a)-*-3.4flf(x-*-a)«-t-etc.  \$xdx 

-*-  j  (^6-*-2(x-|-a)(yc-*-3(x-f-a)«cye-t-etc..jdx 

et  que  par  conséqueut  on  a  identiquement 

Sdy  =  dSy    ou    âdfx  =^d9fx^ 

identité  qui  sert  de  fondement  à  l^cxposition  de  la  méthode  des  variations  dans  la 
plupart  des  traités. 
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on  trouve 

(?/)===  [2c  H-2.3e(a;-f-a)  4- 5.4j(a:-4-a)*-+-etc.]<^XH-«y6H-2(x-*-a)  Jc-t-3(x+a)Ve-»-ctc. 
d^qr=[2.3e  -+-  2.3.4jf  (x  -t-  a)  -h  etc.]  ^x  -t-  2(^0  -♦-  2.3  (x  -»-  a)  cTc  -*-  5.4  (x  -4-  a)*<»*^  4-clc. 
^r  =  clc. 

valeurs  qui  reviennent  évidemment  aux  suivantes  : 

dp 
$p  =--i-(?x  -♦-  (^6  -I-  2  (x  -H  a)  Je  -+-  3  (x  4-  a)*  ôe  h-  etc. 
iix 

Jqr  =  -i(?a;  -^  2(?c  -f-  2.3  (x  -+-  a)  (Je  -*-  3.4  (x  -♦-  a)*  (Jjf  +  etc. 

uX 

Jr  =3  etc. 

Or»  si  l*on  différencie  par  rapport  à  x  la  valeur  de  A,  en  remarquant 
que  (Ta,  (J6,  (fc,....  sont  des  quantités  indépendantes  de  x,  on  trouve 

dA 

A  =  <y«  -♦-  (x  -H  a)  eJ6  -t-  (x  -H  a)*  Jc  -*-  etc.,  ■j-=  ib  -h  2  {x  +  a)éc 

ttX 

du 
-♦-  3  (x  4-  aY^e  -H  ete.,--r-^=  2dV  -4-  2.3  (x  -♦-  a)  Je  -f-  etc. 

Les  valeurs  de  Sp^  âq prennent  donc  la  forme 

^y  =  p^x  H-  A , 
ciA 

c/«A 

Jr= 


265.  Variation  d'une  fonction  de  deux  variables.  —  Cela  posé, 
considérons  la  fonction 

dans  laquelle  x  et  y  sont  deux  variables  indépendantes  et  f  une  fonc- 
tion de  forme  déterminée.  Puisque  des  accroissements  dx  et  dy  font 
prendre  à  V  l'accroissement 

dx  dy    "^ 


CÂLCDL    DBS    VARIATIONS.  5î)1 

11  est  clair  que  des  accroissements  ^x  et  iy  communiqueront  à  V  la 
variation 

^,,      dV  ^        dV, 

dx  dy   ^ 

Si  y,  au  lieu  d'être  indépendant  de  x,  était  une  fonction  indéterminée 
de  cette  variable  ,  pour  faire  varier  infiniment  peu  la  fonction,  Sy 
devrait  être  remplacé  par  la  valeur  trouvée  ci-dessus,  p$x  •+  A,  et  il 
viendrait 


..r      /àV         dV\  ,        dV 


or,  en  désignant  par  dV  la  diflférentlelle  totale  de  la  fonction  V,  on 
a,  dans  le  cas  où  y  est  une  fonction  de  x, 


dy  dV      _fdV^ 

dx  rfy  \dx 

la  valeur  de  «^F  prend  donc  la  forme 


^^=^  ^^ -*•  ^  rfy  =  f  3T^- Pj^J^Î 


,     $x      dV 
dx      dy 

266.   Variation  d'une  fonction  contenant  une  variable  indépen- 
dante, une  variable  dépendante  et  ses  dérivées.  —  Si  Ton  avait 

f  étant  une  fonction  de  forme  déterminée  et  x,  y,  /),  g,  r,  etc.,  des 
variables  indépendantes  entre  elles,  il  viendrait  encore ,  d'après  les 
principes  de  la  différenciation, 

,^r        ^^^  ^^^  d^^  d^  . 

dx  dy    -^       dp   ^       dq    ^ 

mais  si  y  est  une  fonction  indéterminée  de  x  etp,  f ,  r,  etc.  les  déri- 

dy    d^y 

vées-t^9  7/s^^*)  ^^  ^^"^  P^^^'  ^^'^^  varier  infiniment  peu  cette  fonc- 
ux     ax 

tion  y  y  remplacer  <^y,  ^p,  ^ç ,....  par  leur  valeur  trouvée  plus  haut,  et 

il  vient 

„     /dV     dV        dV  \,  cZr      dHdV     d'^dV 

9V=\  -j-'h-r-p-H-^-ûf-f-etc.  ltfx-»-A-5--f.  — -- — h -7-, -y- -+- etc. 
\ax       ay  dp^  J  dy       dx  dp      dx^  dq 
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La  différentielle  totale  de  V  est  exprimée  par 

dV=-j-  dx  -4-  -j-  -^dx  -*-  -j—rr-dx  -h  etc. 
dx  dy  dx  dp  dx 


/(JF      dV         dV 
\dx      dy'^      dp 


(^■^"^P-^^?-*-®'^-)^^^ 


la  valeur  de  âV  se  réduit  donc  à 

.^     jxr^a;        dV     d^dV     rPA  dF 
(?F=  dF^ -+- A— - -*. -T- -3- -♦- -r-r --- -i- etc. 
ox         ay      dx  dp       dx*  dq 

D'un  autre  côté,  comme  on  a  en  général 

udv  =  d{uv)  —  vdu , 

i     d^V 

il  en  résulte  que  l'on  a  aussi  ^  en  désignant  par  -^ j— la  dérivée 

dx    dp 

seconde  de  F,  totale  par  rapport  à  x  et  partielle  par  rapport  ip, 

—  dA  =  d/^A^-— *^Adx 
dp  \    dpj      dx  dp         • 


dFd«A 
dq  dx 


—  d  f—  — ^ i-  — d 

\dg'  dx/       dx  dq 


_     /dFdA\  /J^rfJF   \     J_dM^^. 

\d5f  dxy  \dx  dq     J     dx*  dç        ' 

valeurs  qui  font  prendre  à  (f  F  la  forme  suivante  : 

êV'-dV—         \—^  —  —     J_^ i   d*V 

dx         [dy      dx  dp       dx*  dq       dx^  dr 

dx    I    \dp        dx   dq       dx*   dr  ) 

d^/dV       i    d*V  \       d«A  /dV  \ 

dx\dq      dx    dr  J       dx*  \dr  j 
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Si  la  fonction  V  contenait  une  seconde  variable  z  fonction  indéter- 
minée de  la  variable  indépendante  x,  ainsi  que  les  dérivées  de  z  que 
nous  désignerons  par  p^,  f,,  r,j....  en  représentant  par  A^  la  quantité 
analogue  à  A ,  c'est-à-dire,  en  faisant 

^z  =  p,^x  -h  A, ,     ^p,  =  q,^x  -+-  •-—>    Sq,  =  Tf^x  -*-  -j-^  >   etc., 

on  trouverait  Texpression  suivante  de  la  variation  totale  de  V, 

,„       ,,Jx        dV        dV     dAdV     dH.dV     d^à  dV 
dx         dy  dz      dx  dp      dx  dp,      dx^  dq 

d}ti,  dV 
dx*  dq, 

à  laquelle  on  donnera  par  des  intégrations  par  parties,  comme  plus 
haut,  la  forme  suivante  : 

^,r       ,.J^         [dV       i   rpy  )         IdV       i   d^V 

âV=dV—  -f-  A   -7 -r-  -+-  etc.  [  -f-  A,  -5 r-  -; h  etc. 

dx         [dy       dx  dp  )         (  dz       dx  dp, 


H 


dV      i   rfM^  )  (dF__  i   drV 

dp      dx  dq  ')         '  (  dp,      dx  dq, 


c/A((iV  )      d^,[dV  , 

-r-J-i etc.  >-4-  -—{-= etc.  >  -*-  etc 

dx[dq  )      dx  [dq, 


■] 


267.  Variation  d'une  intégrale  définie,  —  Enfin  si  l'on  considère 
une  intégrale  définie  de  la  forme 


x" 


Jx'  Jjf 

il  est  évident  que  des  accroissements  c^x,  Sy^  (fp,  <^(/,....  donnés  aux 

variables  x,  y,  p,  9,.--.  contenues  dans  V,  feront  prendre  à  \     Vdx 

l'accroissement  ou  la  variation  suivante 

-x"  fX"  /-x" 

{     {V-^SV)d[x-\-^x)-^[     Vdx -^  \     \[^Vd (x  -+-  r?x)  +  Vd^x \ 

G9 
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OU  plutôt  t*^ 


$ 


xf 


en  négligeant  ^x  devant  x  d'après  Tesprlt  du  calcul  différentiel,  varia- 
tion qui  devient,  en  remplaçant  âV  par  sa  valeur  trouvée  plus  haut, 

f^'r,rj*        j,r.  (dV       i    d^V       i    d^V  j^ 

\        FdJx-h  dWxH-  A)- -= j — ^--7-5-î etc.  \dx 

Jjp/  L  (  «y       "^   dp       ax*   ciç  ) 

,{   /dv        \    dn/dv        \         n 

+  a  {  A I  -, etc.  1  -4-  -T- 1  -5 etc.  1  -f-  etc.  \    • 

(   Vp         J     rf^V^î         /  U 

Remarquons  que  Vd^x  +  dY^x  est  la  différentielle  du  produit  Vixt\ 
que  par  conséquent  l'intégrale  définie  de  ces  deux  premiers  termes 

r    Y 

est  Vil!'  —  VSx  que  nous  désignerons  par     Yix       .  Rcmarquoas 

aussi  que  la  fonclion  représentée  par  la  dernière  accolade  dans  l'expres- 
sion  qui  précède,  étant  une  différentielle  totale,  a  pour  intégrale 
définie,  en  adoptant  cette  nouvelle  notation, 

■dv        \-i^' 

■+■  etc. 


{*)  On  peut  faire  ici  une  remarque  analogue  à  celle  de  la  note  de  la  page  340.  Si 
dans  régalité  qu^on  vient  de  trouver 


on  remplace  d^x  par  <?dx,  il  vient 


^ 


\      Fdx  =  l     $Vdx  +  Fd(îx  =  \     ${ydx), 
]x'  Jx'  Jx' 


parce  que  Ton  a  diaprés  les  principes  du  calcul  différentiel , 

(y(ttV)=:MJu-4-r(yM. 
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Vdx  prend  donc  la  forme 
x' 

f 

_i_  i      I 1 __ etc.  1  Aax. 

268.  Ca«  des  limites  fixes.  Limites  variables.  —  Si  les  limites  a/ 
et  x"  de  rintëgrale  définie  sont  invariables,  le  premier  terme  du 

r    1*" 

second  membre  ou     Vax        qui  n'est  autre  chose  que  F"(?x" — V'^x', 

devra  disparaître,  parce  que  cTx"  et  ^y  seront  nulles.  Si  au  contraire 
les  limites  sont  variables,  ce  terme  doit  être  maintenu  et  il  représente 
Taccroissement  qui  résulte  pour  l'intégrale,  d'une  variation  dans  la 
valeur  des  limites  x'  et  x"^*\ 

Dans  plusieurs  problèmes  dépendants  de  la  méthode  des  variations, 
la  fonction  F  contient  implicitement  les  coordonnées  x',  y,  xf\  y,  cor- 
respondant aux  limites  de  l'intégrale,  ainsi    que  les  dérivées -~j 9 

UJt 

dy" 

-—retc.,  ou  p^^p'^f  7',  9",  etc.  Quand  cela  a  lieu  et  que  ces  quantités 

dx 


{*)  n  semble  que  pour  avoir  la  variation  complète  de  V     Vdx  dans  le  cas  de  x'  et 

jx' 

x"  variables,  il  ne  suffit  pas,  comme  on  Ta  supposé,  de  faire  croître  les  variables 
contenues  dans  K,  et  qu^il  faut  encore  donner  aux  limites  x'  et  x"  de  Tintégrale,  dci 
accroissements  Sx^  et  $x"\  mais  il  est  à  remarquer  que,  du  chef  de  ces  accroisse- 
ments, la  variation  de  Tintégrale devrait  être  augmentée  aux  deux  limites  d^un  élément 
différentiel,  c*est-à-dire,  de  <?  (P'dx")  —  $  (V^dx%  quantité  négligeable  devant  la 
variation  trouvée  plus  haut,  puisque  cette  quantité  est  infiniment  petite  du  second 
ordre. 
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ne  sont  pas  invariables,  H  faul  pour  avoir  la  valeur  la  plus  générale 
de  la  variation  de  l'intégrale  définie,  faire  prendre  à  ces  quantités  des 

accroissements  ^a/,  c^x",  Sp\  Jp",  $q\  etc.,  ce  qui  produit  dans  1     Vdx 
un  accroissement  ëgal  à 

C^^ dV  Ç^"  dV 

=  \     -r-7  Jj/dx  -H  \     -r-77  Ss/'dx  -\-  etc. 

qu'on  peut  écrire  ainsi 

(Jx'V     -r-r  dx -h  <?a/' \     -r-^rox-t- etc.» 
Ja:'  d^  Jx'  ^^ 


parce  que  (^x',  (^x''  se  rapportent  à  un  point  déterminé  et  sont  par  con- 
séquent des  facteurs  communs  dans  ces  intégrales ,  et  cette  somme 

doit  être  jointe  à  la  variation  de  \     Vdx  trouvée  plus  haut. 

Si  les  données  de  la  question  établissaient  entre  x',  x^\  y\  y,  p',  etc. 
une  relation 

on  serait  conduit  par  la  différenciation  à  une  relation  entre  les  ac- 
croissements ou  variations  de  ces  quantités^  de  la  forme 

A^x'  -+-  5(?x"  4-  C^j/ ==  0 

au  moyen  de  laquelle  l'une  de  ces  variations  pourrait  être  éliminée 
de  la  somme  qu'on  vient  de  trouver. 

En  remplaçant  A,   -r-»    -— •>    etc.,   par  leur  valeur  ^y  —  pox, 

r7p  —  q^Xj  ^q  —  rrJx,  etc.,  la  variation  d'une  intégrale  définie  prend 
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la  forme 

[  ,^      ,/dr     i  d*r  \      ydr     i  d^r     ^  \      ,,J., 

dv     i  d«v"        )  ^^,  idr     4  d«r         ) 


rfp"       c/jc 


"  dgr"  )   ^        \dp'      dxf  d(f  )   ^ 


dW        4    d«F'  )  ,  „      (rfF       \    d^V  1  ,  , 


x"  riv  .*x" 


et  pour  y  ajouter  les  termes  isf  \     -j-,dx-+-  (^x"  \      -r-;  dx -♦- etc., 

Ja/  "^  Jx'  "^ 

provenant  de  la  variation  des  limites,  il  suffira  d'ajouter  aux  coefficients 

r^' dV       C^' dV 
précédents  de  ^x',  cfx",  $y'y  etc.,  les  intégrales  V     -y-,  dx,  l     -r-j-,  dx,etc.(*) 


(*)  Cette  expression  de  la  variation  d'une  intégrale  déQnie  serait  encore  vraie  pour 

une  intégrale  indéOnie;  il  suffirait  de  remplacer  x",  y",  p",  g" par  ar,  y,p,  ç.... 

Sous  cette  nouvelle  forme,  elle  peut  servir  à  démontrer,  d'une  manière  indirecte 
à  la  vérité,  un  théorème  important  du  calcul  intégral.  Si  Fcte,  c'est-à-dire, 

^fx,  y,  —,  -T-j \dx  était  la  différentielle  exacte   d'une  fonction  U  de  la 

forme  FlJr,  y,  ~»  -r-^ j,  la  variation  de  l'intégrale  y  Fdx  se  confon- 
drait avec  la  variation  de  £/.  Or,  on  a  vu  au  N°  266,  que  la  variation  de 
F(-c,  y,  ~,    -r-^ j  ne  contient  aucun  terme  sous  forme  d'intégrale;  il  faut 

doue,  quand  Vdx  est  une  différentielle  exacte,  que  l'intégrale  qui  entre  dans 
l'expression  de  la  variation  de  J*  Vdx^  disparaisse  également,  ce  qui  n'arrive  que 
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269.  Fariation  d'une  intégrale  définie  contenant  plusieurs  varia- 
bles dépendantes.  —  Si  la  fonction  Vy  outre  la  variable  dépendante  y 

dy     dhj 
et  SCS  dérivées  -t— j   -t^j   etc.,  contenait  une  seconde  variable  dépen- 

dx     dx* 

dz     d^z 
dante  z  fonction  indéterminée  de  x,  ainsi  que  ses  dérivées  -r-'  -rr' 

dx     ax* 

etc.,  oup^yq^yr,, la  variation  de  l'intégrale  définie  deviendrait, 

d*après  ce  qu'on  a  vu  au  N'  26G , 

S^"  /dV"  \  /dV  \ 

Vdx^  F"<?x"  —  r^x'  -^^"{-Tiï  —  etc.  j  —  A'  (  ^  —  etc.  j 


d^"/dr'  \      dis! /dV  \ 


dA"/dV"  \      du! /dr  \ 


si  Ton  a  identiquement 


dV       f   dT        1    dW        .  rt 

1 etc.  =  0, 

dy       dx    dp        (/jc*    dq 

puisque  A  placé  sous  le  signe  d'intégration  est  une  quantité  qui  doit  rester  arbi- 
traire et  que  par  conséquent  Tin légra lion  indiquée  est  impossible  sans  cette  équa- 
tion. Telle  est  donc  la  condition  nécessaire  pour  que  Vdx  soit  une  différentielle 
exacte.  Cette  condition  est  aussi  suffisante,  car  elle  rend  la  variation  ^  J*  Vdx  in- 
dépendante de  toute  intégrale,  ce  qui,  visiblement,  n*a  jamais  lieu  lorsque  y*  Fdr 

n'est  pas  une  fonction  de  la  forme  F  (a*,  y,  -J- •,    -t-| j  • 
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qui,  après  que  1  on  aura  remplace  A,  —  , A„  — ',   etc.,  par  leur 

UX  UX 

valeur  ^y-^p^x,  ^p-^q^x ^z  —  p,^x,  âp^^  q^^j,....,  prendra 

la  forme 

,,/rfV"       .    \            /dV"           \         ) 
_j._,(-_e.)-,(-_e.) -,;(-_e.) 

/dV"       i    d*V"  \  .  „      /dV"  \ 

/dV"       l    d*V"  \  .  „      /dV"  \ 

■*-W'-d^i^-^'''-)°'  ^{d^'-''y'p'' 

/dV     i  d'v        \ , ,     /dr        \  . , 

/dV       1   d*V'       .    \  ,  ,      /dV  \  ,  , 

-(jf-d^  d^-*-  ""'y  '"  -^  {h'~"V  '^' 

(^'  V/dV       {  d*V           \  .         /dV      \   d*V  \  . 

-♦-V      \{—, J-  -T—  -t-  etc.  \Sy  -i-l  -, r-  -, — •-  de.  )  Je 

i    fdV           \          /dV  \)  .  1  j 

—  Ipl  — etc.  I  H-  p,  I  -; clc.  1}  tfx    dx. 

(  V<^»        /      \<<«        /)   J 

270.  Appltcalions  de  la  méthode  des  variations  à  la  détermination 
des  maximum  et  minimum.  —  La  théorie  des  maximum  et  minimum 
exposée  dans  le  calcul  différentiel,  a  pour  but  de  trouver  la  valeur 
de  X  qui  rend  y  maximum  ou  minimum  dans  une  équation  de  forme 
déterminée  en  x  et  y.  La  méthode  employée  pour  cette  recherche  est 
fondée  sur  ce  que,  au  moment  du  passage  de  la  fonction  y  par  le 
maximum  ou  le  minimum,  un  accroissement  inGniment  petit  donné 
à  la  variable  indépendante  x  ne  produit  pas  d'accroissement  dans  la 
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fonction  ^,  c'est-à-dire  sur  ce  que  la  différentielle  de  la  fonction  y  est 
nulle.  Le  calcul  des  variations  a  particulièrement  pour  but  de  traiter 
la  question  des  maximum  à  un  autre  point  de  vue;  ici  la  relation 
entre  x  et  y  est  indéterminée  et  on  se  propose  de  la  déterminer  parla 
condition  qu'une  certaine  quantité  exprimée  par  une  fonction  donnée 

dy  d^y 
de  (x,  y)  et  des  dérivées  -— j  -7^ soit  un  maximum  ou  un  mini- 
mum. Par  un  raisonnement  semblable  à  celui  employé  dans  le  calcul 
différentiel,  on  reconnaît  que  si  Ton  donne  à  a;  un  accroissement  diffé- 
rentiel et  qu'on  introduise  dans  la  relation  entre  x  et  y  un  changement 
infiniment  petit  entièrement  arbitraire,  il  en  résulte  dans  la  fonction 
donnée  un  certain  accroissement  qui  doit  être  nul  au  moment  du 
maximum  ou  du  minimum.  Or,  introduire  un  changement  infiniment 
petit  dans  la  valeur  de  x  et  dans  la  relation  entre  x  et  y,  c'est  faire 
croître  ces  quantités  de  leur  variation,  et  l'accroissement  qui  en  ré- 
sultera dans  la  fonction  donnée  de  x,  y,  p,  9,....  n'est  par  conséquent 
autre  chose  que  la  variation  de  cette  fonction  ;  c'est  donc  cette  variation 
qui  doit  être  nulle  pour  que  la  fonction  soit  maximum  ou  minimum. 
271.  Maximum  ou  minimvm  d'une  intégrale  définie.  Conditions 
relatives  aux  limites.  Équation  indéfinie.  —  Cela  posé,  représentons 
par  V  une  fonction  donnée  de  x,  y, />»  9,  r,....  et  proposons-nous  de 
trouver,  parmi  toutes  les  relations  possibles  entre  xety,  celle  qui 

rend  la  fonction  \     Vdx  maximum  ou  minimum.  Il  résulte  de  ce  qui 

précède  qu'il  faut  pour  cela,  égaler  à  zéro  la  variation  de  cette  intégrale 
définie,  variation  que  nous  représenterons  pour  abréger  par 


A'^if  H-  A"âx''  ■+■  /i'(?/  -+-  B"^y''  +  Câp'  -+■  C'âp"-  •  ■ .  -4-  \     U^dx 


et  qui  se  compose  d'une  suite  de  termes  multipliés  respectivement  par 
les  variations  de  x,  y,  p*  9v«  prises  aux  deux  extrémités  de  l'in- 
tégrale et  d'une  intégrale  définie.  Si  les  extrémités  de  l'intégrale 
ne  sont  soumises  à  aucune  condition   particulière,   les  variations 

cfx',  e^x",  (^y,  ^y'\  âp\ sont  entièrement  arbitraires,  et  comme 

l'intégrale  définie  qui  entre  dans  l'expression  de  la  variation  représente 
elle-même  la  somme  des  valeurs  de  Udx  multipliées  respectivement  par  A, 
qui  est  un  coefficient  entièrement  arbitraire  pour  chaque  élément  de 
l'intégrale,  on  voit  que  la  variation  d'une  intégrale  définie  se  compose 
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d'une  somme  de  produits  de  certains  facteurs  par  des  coefficients  en- 
tièrement indéterminés.  On  conclut  de  là  que  chaque  facteur  doit  être 
nul  séparément ^^^  c'est-à-dire  que  A\  A'\  ffy  ff\,..,  doivent  être  égalés 
à  zéro  ainsi  que  toutes  les  valeurs  par  lesquelles  passe  U  entre  les 
deux  limites  de  l'intégrale ,  ou  que  l'on  doit  avoir  pour  une  valeur 
quelconque  de  x, 

Cette  équation  différentielle  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  de  x, 
comprises  entre  les  deux  extrémités  de  l'intégrale,  est  une  équation 
indéfinie,  tandis  que  les  premières  ne  se  rapportent  qu'à  l'une  des 
deux  extrémités  de  l'intégrale. 

272.  Autres  conditions  relatives  aux  limites.  —  Quelquefois  les 
extrémités  de  l'intégrale  sont  fixes  ;  c'est  ce  qui  aurait  lieu  pour  une 
question  de  cette  nature  :  mener  entre  deux  points  donnés  la  courbe 
qui  jouit  de  certaine  propriété  maximum  ou  minimum.  Dans  ce  cas  les 
variations  J'x',  âxf'j  â]/,  $y"  sont  nulles  et  les  termes  qui  les  contien- 
nent disparaissent  de  l'équation  sans  donner  lieu  à  aucune  équation 
de  condition.  Si  l'on  donnait  la  direction  fixe  du  premier  élément  de 
la  courbe,  ou  celle  des  deux  ou  trois  premiers  éléments,  ce  qui  revient 
à  donner  les  valeurs  fixes  de  p,  de  p  et  9,  ou  de  p,  q^  r  pour  les 

extrémités  de  la  courbe,  alors  les  variations  c^p',  ^p'\  $(jf^  â^\ 

seraient  aussi  nulles.  Dans  certains  cas,  les  variations  extrêmes  âsf, 
Sy^y  9jf'y  (Ty",....  ne  sont  pas  entièrement  indépendantes.  C'est  ce  qui 
arriverait  si  les  coordonnées  {^f}/)  et  (x"y)  devaient  satisfaire  à  certaines 
conditions  exprimées  par  des  équations  entre  (o/y)  et  (x"y"),  si  les 
extrémités  étaient  assujetties,  par  exemple,  à  demeurer  sur  des  courbes 
données.  II  est  visible  que  les  accroissements  M  et  9y^  dépendraient 
alors  de  la  forme  de  cette  courbe  et  qu'il  existerait  entre  ces  variations 
la  même  relation  qu'entre  les  différentielles  de  ces  coordonnées  prises 


(*)  Soit  en  effet  Téquatioii  suivante 

Aa'\'Bb-\'Cc-\'Dd =0 

dans  laquelle  a, 6,c,d....  sont  des  coefficients  entièrement  arbitraires,  e\.A,Bj  €..,. 
des  quantités  indépendantes  de  a,  6,  c...  Si  Ton  fait  tous  les  coefficients  nuls  a  Tcx- 
ceplion  de  Pun  d*eux  6,  qu*on  laisse  arbitraire,  on  aura 

Bb=0 

et  comme  b  reste  arbitraire,  cette  dernière  équation  n^est  possible  que  si  B^O, 
On  raisonnera  de  la  même  manière  sur  les  autres  facteurs  A,C..  .. 

70 
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daos  l'ëquation  de  la  courbe;  si  donc  dy  =  fx.</x  est  cette  équation 
différentielle,  on  aura  aussi 

et  en  remplaçant  S\f  par  sa  valeur  dans  la  variation  générale,  le 
coefficient  total  de  ^sf  devra  être  égalé  à  zéro.  En  résumé,  on  voit 
qu'en  général,  il  faudra  supprimer  les  termes  multipliés  par  les  varia- 
tions des  quantités  qui  sont  fixes  aux  extrémités  de  la  courbe;  puis, 
si  la  question  admet  des  relations  entre  quelques-unes  des  autres  va- 
riations relatives  aux  limites,  se  servir  de  ces  relations  pour  éliminer 
le  plus  grand  nombre  possible  de  variations  et  enfin  égaler  &  zéro 
chacun  des  coefficients  des  variations  qui  restent  indéterminées. 
L'équation  différentielle  indéfinie  U'^O^  c'estrà-dire 

dV       1   d}V        \    d^V 

—  etc.  =0 


dy      dx  dp       dx'^  dq 


•x" 


donne  la  relation  qui  doit  exister  entre  x  eX  y  pour  que  i    Vdx  soit 

un  maximum  ou  un  minimum^  c'est-à-dire  que,  étant  intégrée,  elle 
donne  l'équation  de  la  courbe  cherchée.  Les  autres  équations  qui  se 
rapportent  aux  limites,  servent  comme  on  le  verra  dans  les  applica- 
tions suivantes,  à  déterminer  les  constantes  arbitraires  qui  entrent 
dans  l'intégrale. 

275.  Problèmes  divers.  —  Déterminer  la  ligne  la  plus  courte  qu'on 
puisse  tracer  ^ntre  deux  points  dans  un  plan. 

ds  étant  l'élément  de  la  courbe  cherchée,  on  a 


ds  =  dx  \/i  -h  p* 


et  en  représentant  par  (x',  y)  et  (x'',  t/''),  les  coordonnées  des  points 
extrêmes  donnés,  il  vient 

/•x 
s 

V 


=  I     |/i  -+-p'rfx; 

Jxf 


il  faut  donc  que  V     j/i  -+-  p^dx  soit  un  minimum,  ou  que  Ton  ait 

Jx' 


fX" 

^  \     (/i  -^p*rfx  =  0. 

*  X 
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11  est  visible  que  la  fonction  V  de  la  formule  générale  représente  ici 
j/4  -i-p*  et  que  par  conséquent  il  faut  y  faire 

/i ï       dV      ^       dV  p  dV      ^ 

y  =  |/rT^,      -j =0,     _  =  — :^— -,     — =0,elc. 

'^         dy  dp      j/TTp*       ^9 

L*équation  différentielle  de  la  courbe  est  donc 

— d  {■      ^        )  =  0    d'où  ^        =  const- , 

et  par  conséquent  p  =  const.  =  c. 
On  tire  de  là 

dy  =  cdx    et    y=cx-+-c', 

qui  est  l'équation  de  la  ligne  cherchée.  On  voit  que  cette  ligne  est 
droite.  Les  extrémités  étant  fixes,  les  variations  âoifj  âoi/'^  $y\  Sy^'^ 
sont  nulles  et  il  n'y  a  pas  à*équaiion$  aux  limites.  Les  constantes  c 
et  d  se  déterminent  ici  par  la  condition  que  la  droite  devant  passer 
par  les  points  [xf,  y')  et  (a/',  y"),  ces  coordonnées  doivent  satisfaire  à 
l'équation  de  la  droite,  ce  qui  fournit^  pour  déterminer  c  et  c',  les 
relations 

y  =  ca/  -♦-  (/,    y"  =  cxf'  -¥■  cf. 

Chercher  la  ligne  la  plus  courte  ou  la  plus  longue  qu'on  puisse 
mener  entre  deux  courbes  données  dans  un  plan. 
On  aura  encore  comme  précédemment 


e?\     i/i-t-»*dx  =  0    d'où    p  =  c    et    y^cx-^d^ 


c'estrà-dirc  que  la  ligne  est  encore  droite.  Les  extrémités  (a/,  y^),  (a/',  y") 
ne  sont  pas  fixes,  puisqu'elles  ne  sont  assujetties  qu'à  se  trouver  sur 
deux  courbes  connues;  les  variations  (fo/,  ^y'y  Sjf'^  ^y"  ne  sont  donc 
pas  nulles,  mais  il  existe  entre  elles  la  relation 

c?y  =  ^jfâx' ,     (?y"  =:  ^x^'âaf' 

tirée  des  équations  de  ces  deux  courbes. 
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Si  Ton  remplace  Sy*  et  $\f'  par  ces  valeurs  dans  la  partie  de  la 
variation  qui  se  rapporte  aux  limites  et  qu'on  égale  à  zéro  les  coeffi- 
cients des  variations  ^x'  et  $x!'  ^  on  trouve 

^rr^ J^ ^.—£ ya;^==o 


qui  se  réduisent  à 


|/4  +  p"*      j/i^p' 


1+p'yx'=0,     i -f-p"K'  =  0'  ou     ^-t-c^pa/^O,     4-+-C'y=0. 

Ces  deux  dernières  équations  jointes  aux  deux  équations  données  des 
deux  courbes  et  aux  deux  suivantes 

y'  =  ex'  -f-  d  y    y"  s=  ca/'  -H  (/ 

serviront  à  déterminer  les  six  inconnues  c,  d,  x^,  y,  x",  y. 
Les  équations 

i  •+-  p'(j>x'  =0    et    1  -♦-  p"^sf'  =  0 

font  connaître  une  propriété  de  la  ligne  maximum  ou  minimum.  Si 
aux  points  où  la  ligne  cherchée  atteint  les  deux  courbes  données,  on 
mène  à  celles-ci  des  touchantes,  ainsi  qu'à  la  ligne  cherchée,  les  tan- 
gentes trigonométriques  des  angles  que  ces  touchantes  feront  avec  l'axe 
des  X  sont^x',  >px"  et  p',  p'';  les  deux  équations  précédentes  expri- 
ment donc  que  les  tangentes  aux  extrémités  de  la  ligne  cherchée  sont 
.perpendiculaires  aux  tangentes  menées  aux  deux  courbes  données, 
c'est-à-dire ,  que  la  droite  la  plus  courte  ou  la  plus  longue  est  une 
normale  commune  aux  deux  courbes. 

274.  Surface  de  moindre  résistance.  —  Trouver  Véquation  de  la 
courbe  qui  par  sa  révolution  autour  d'un  axe,  engendre  la  surface 
qui  éprouve  le  moins  de  résistance^  en  se  mouvant  dans  un  fluide ^ 
parallèlement  à  cet  axe. 

Supposons  la  courbe  AD  (fig.  44)  assujettie  à  passer  par  le  point  fixe 
A  et  à  se  terminer  dans  une  parallèle  BG  à  l'axe  des  X,  en  un  point 
indéterminé  D.  On  démontre  (N""  200  de  la  mécanique]  que  la  résis- 


n 
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tance  R  qu'oppose  la  surface  engendrée  par  la  rotation  de  la  courbe  AD 
autour  de  l'axe  des  X  est  donnée  par 

l'intégrale  étant  prise  depuis  A  jusqu'à  D  ou  depuis  x  =  0E  ^=  a/  jus- 
qu'à X  =  OA  =  x",  c'est-à-dire  qu'on  a 

x" 


Si  la  courbe  AB  était  connue,  on  tirerait  de  son  équation  les  valeurs  de 
y  et  p  et  une  intégration  ferait  connaitre  R;  mais  si  cette  courbe  est 
inconnue  et  qu'on  veuille  l'assujettir  à  la  condition  de  rendre  R 
minimum,  il  est  évident  qu'il  faudra  égaler  à  zéro  la  variation  de  R, 
c'est-à-dire  poser 

et  par  conséquent  substituer,  dans  les  formules  générales,  les  valeurs 
suivantes  : 

p»  dV_     p»  dV         5p^  +  p* 

"~^ÎTp*'    ly^i  -*-p»'     rfp  "^ ^ (i -4- p«)« ' 

1  !f!I=      2pgy(p«^5)       5-^p» 
(/x  dp  (1  +p«)»  (4-+-p«)«^  ' 

On  trouve  ainsi  pour  l'équation  dérivée  de  la  courbe , 

'^      (1  +  p«) 

Pour  intégrer,  remarquons  que 

dp^dp    dfj^pdp 
dx      dy    dx       dy  ' 
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et  en  substituant  cette  valeur  de  9,  l'équation  devient 
d'où  Ton  tire  en  iotëgraot, 


y  = 


2p= 


Si  Ton  remplace  y  par  cette  valeur  dans  Téquation  dérivée  de  la  courbe, 
celle-ci  devient,  en  remettant  -j-  pour  9, 

2  p»  '^ 

qui  a  pour  intégrale , 

2  \p*      4p*         ®  ^y 

Une  élimination  de  p  entre  cette  dernière  équation  et  la  valeur 
précédente  de  y  y  conduira  à  une  relation  entre  x  et  y  qui  sera  l'équa- 
tion cherchée  de  la  courbe. 

Pour  ce  qui  est  des  équations  aux  limites,  remarquons  que  <^x"et 
(fy"  sont  nulles  parce  que  la  première  extrémité  A  de  la  courbe  est 
fixe,  et  que  ^^  est  aussi  nulle,  parce  que  la  seconde  extrémité  se  trouve 
sur  la  droite  BG  dont  l'équation  est 

Les  autres  variations  ^o/,  (Tp',  (Tp'' sont  entièrement  arbitraires  et 

leurs  coefficients  doivent  être  égalés  à  zéro;  on  a  donc 

,     p"  ,  ,  3p'*  -4-  p'*      ^ 

d'où  l'on  tire 

qui  apprend  que  la  courbe  est  tangente  à  BG  au  point  D. 
Si  l'équation  de  la  courbe  était  connue,  on  en  tirerait  la  valeur 

de-i^=>p',  qu'on  égalerait  à  zéro,  ce  qui  fournirait  une  première 
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équation  entre  C,  C  et  x';  les  deux  autres  équations  seraient  fournies 
par  la  condition  que  la  courbe  passe  par  les  points  A  et  D  et  que,  par 
conséquent,  les  coordonnées  y"  =  0  et  x'\  y'  =  o  et  a/  doivent  satis- 
faire à  réquation  de  la  courbe. 

La  surface  dont  on  vient  de  déterminer  Téquation  est  connue  sous 
le  nom  de  surface  de  moindre  résistance. 

Il  esta  observer  que  lorsque  la  fonction  Vne  contient  que  y  etp, 
rintégrale  première  de  l'équation  indéfinie 

c/y       dx    \dpj 

s'obtient  immédiatement  et  d'une  manière  générale;  car  la  différen- 
tielle totale  de  V  sera  égale  à 

dV  =  -r-dy  -^ -r-  dp 
dy    ^       dp    '^ 

dV 
et  en  éliminant  -r— 9   on  transforme  la  première  dans  la  suivante 


qui  a  pour  intégrale 


-=<'^0 


dp 


Cette  remarque  peut  du  reste  être  généralisée,  pourvu  que  V  ne 
contienne  pas  la  variable  indépendante  x;  car  des  intégrations  suc- 
cessives par  parties  font  prendre  à  l'équation  indéfinie  générale,  après 
qu'on  l'a  multipliée  par  dy,  la  forme  suivante  : 

rdF,        ÇdV^       rdV^  dV         i  ^/dV\         dV 

)d^^'''')7^'''''^W^'''~ 

Eq  tenant  compte  de  ]a  différentielle  totale  de  V 

jir      «'^w        '"^j        ''^w 
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la  précédente  devient 

(dV       i    ,/dV\  )       [dV  )       [dV      .  , 

—  Q]-! "7-a(  -7-  iH-etc.J — ri—, etc.) — si-z — etc. 

^I^dq      dx    \drj  )       {  dr  )       { ds  ] 

qui  est  l'intégrale  première  de  l'équation  indéfinie. 

dV 
Si  y  n'entrait  pas  dans  ^,  -j-  serait  nul  dans  l'équation  indéfinie 

qui  devient  visiblement  une  différentielle  exacte  ayant  pour  intégrale 

dV       1  d*F 

= — = — H  etc.  s=  C. 

dp      dx  dq 

275.  Maximum  relatif,  —  Dans  les  problèmes  précédents,  les  va- 
riables qui  entrent  dans  la  fonction  V  ne  sont  assujetties  qu'à  la  seule 
condition  de  rendre  l'intégrale  définie,  la  plus  grande  ou  la  plus  petite 
possible;  mais  dans  un  grand  nombre  d'applications,  ces  variables  et 
leurs  dérivées  doivent  satisfaire  à  d'autres  conditions,  comme  cela 
aurait  lieu  si  l'on  demandait  de  trouver  la  relation  entre  x  et  y  qui 

Vdx  en  y  joignant  la  condition 
x' 

qu'une  autre  intégrale  définie  I     Y'dxy  que  nous  supposerons  prise 

Jx' 

entre  les  mêmes  limites,  ait  une  valeur  constante  donnée.  Le  maxi- 
mum ou  minimum  ainsi  trouvé,  n'étant  plus  absolu  mais  relatif  à  la 
valeur  fixée  pour  la  seconde  intégrale  définie,  prend  le  nom  de  maxi- 
mum relatif. 
Pour  trouver  cette  relation  entre  x  et  ^,  remarquons  que  comme  l'in- 

Jx" 
Vdx  doit  être  un  maximum,  sa  variation  doit  être  nulle,  ce 
x' 

qui  conduit  à  une  équation  de  la  forme  suivante 

px" 
A^i!  -^  B^x"  -i-  C^j/  -+-  Dcry  -+- -h  l     A.  Wx  =  0. 
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.«" 

D'uD  autre  côté^  comme  Tintégrale  définie  I     V'dx  est  égale  à  une 

constante  /,  sa  variation  est  aussi  nulle,  ce  qui  donne  lieu  à  une  autre 
équation  de  la  forme 

A'Ss!  H-  ffSx"  -4-  €%'  -f-  mf'\- -4-  (     A. U'dx  =  0. 

Si  le  maximum  était  absolu,  on  n'aurait  qu*à  satisfaire  à  la  première 
des  deux  équations  précédentes,  et  l'on  sait  qu'après  avoir  éliminé  le 
plus  grand  nombre  possible  de  variations  au  moyen  des  équations  de 
condition  qui  se  rapportent  aux  limites,  il  faudrait  égaler  à  zéro  les 
coefficients  des  variations  restantes  â%f^  ây" A  qui  sont  arbitrai- 
res; mais  si  l'on  doit  tenir  compte  de  la  seconde  de  ces  équations, 
celle-ci  devient  une  nouvelle  équation  de  condition,  au  moyen  de 
laquelle  il  faudra  éliminer  encore  Tune  des  variations  arbitraires  (fy', 
par  exemple,  ce  qui  conduit  à  l'équation  suivante,  en  observant  que 
les  coefficients  Cet  C  sont  deux  constantes,  et  peuvent  par  consé- 
quent entrer  sous  les  signes  d'intégration , 


f^'{^-^^')^=^- 


Comme  les  variations  restantes  ^xf^  $jf\  9\f'y  âp'.,  .A  sont  toutes  indé- 
terminées, on  posera 

A-^A'^0,    B^^ff=Oy    D-^iy^O,....U--^U'^0, 

dont  la  dernière  est  une  équation  indéfinie  qui  fait  connaître  la  rela- 
tion cberchée  entre  x  et  y. 

Si,  au  lieu  d*éliminer  ^y'y  on  avait  éliminé  une  autre  variation  <^y", 
par  exemple,  on  aurait  trouvé 


U/u-^V'\dx  =  0 
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et  en  égalant  à  zéro  tous  les  coefficients , 

Z>    .  D  D  D 

^-^^'=0,    D-^-^ff^O,     C^—C^O,    £--F=0,.... 

U-^V'  =  0. 

On  trouverait  de  la  même  manière  pour  équations  de  condition  et 
pour  équation  indéfinie , 

A-^A'=^0, U-~U'  =  0. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  différents  systèmes  d'équations  sont  identi- 
ques; car  elles  se  ramènent  toutes  aux  suivantes  : 

L'élimination  de  l'une  des  variations  peut  se  faire  d'une  manière  plus 
générale,  en  réunissant  les  deux  équations,  après  avoir  multiplié  les 
deux  membres  de  l'une  d'elles  par  une  constante  indéterminée  a,  ce 
qui  donne 

et  en  égalante  zéro  le  coefficient  de  chaque  variation  <^a/,  (fa/' A, 

ce  qui  donne 

A  -4-Oil'  =  0,    ^-hofl'  =  0,     C-4-oC'  =  0 U-^aU^^^O 

et  il  est  visible  que  l'élimination  de  a  entre  ces  équations  conduit  au 
même  résultat  que  plus  haut.  Si  les  variables  sont  les  coordonnées 
d'une  certaine  courbe ,  les  premières  de  ces  équations  se  rapportent 
à  ses  deux  extrémités  et  la  dernière  est  l'équation  indéfinie  de  la 
courbe  elle-même. 

L'emploi  de  ce  coefficient  indéterminé  présente  cet  avantage  qu'au 

lieu  de  développer  séparément  les  variations  de  i     Vdx  et  i     V'dx 

•x'  •'x' 

pour  éliminer  ensuite  Soi!  ou  9g;l\  etc.,  il  suffit  de  multiplier  la  seconde 


CALCUL   DES    VARIATIONS.  571 

iotegrale  par  un  coefficient  constant  indéterminé  a,  de  prendre  ensuite 

la  variation  de  la  somme  l     (7+  aV')dxy  et  d'égaler  à  zéro  les  coef- 

^  jt 

ficîents  de  toutes  les  variations  arbitraires,  ce  qui  conduira  visiblement 
au  même  résultat  que  plus  haut. 

276.  Applications  diverses.  —  Appliquons  cette  théorie  à  la  solu- 
tion de  quelques  problèmes. 

1»  Trouver  entre  toutes  les  courbes  planes  de  même  longueur,  pas- 
sant entre  deux  points  fixes,  celle  qui  renferme  la  plus  grande  aire. 

En  désignant  par  (x^, }/)  et  {xf^,  y")  les  coordonnées  des  deux  points 

fixes,  la  surface  est  représentée  par  I  ydx  et  la  longueur  de  la  courbe 
par 


i 


dx  j/i  -^  p*  =  /. 
x! 


Dans  les  formules  précédentes,  il  faut  donc  poser 

V  =  y    et     r=|/i  -t-p*, 

d'où  Ton  tire  pour  la  première , 

dV      ^       dV      ^ 
_.=  i,     ^  =  0,etc. 

et  pour  la  seconde, 

dV     ^      dV  p  dV      .     ^ 

—  =  0,     -^  —  —  i    -j-  =  0,etc.; 

«y  dp      /4+p«       dq 

l'équation  dérivée  de  la  courbe  ou  V  -t-  aV  ="0  est  donc 

d'où  Ton  tire 

x=-  ~"^^-~-*-6t    j)  = ^^ et    (y  — c)*-+-(x— 6)*=o*. 

(/i-Hp*  |/o«— (x— 6)* 

On  voit  que  la  courbe  cherchée  est  un  cercle. 

Comme  les  deux  extrémités  «ont  fixes,  il  n'y  a  pas  d'équations  aux 
limites.  Les  constantes  6,  c  et  a  se  déterminent  au  moyen  de  trois 
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équations  de  condition  qui  expriment  que  la  courbe  trouvée  passe  par 
les  points  (a/,  y')  et  (a/',  y")  et  que  la  longueur  de  la  courbe  est  égale 
à  /.  Pour  trouver  cette  dernière,  on  remplacera  p  par  sa  valeur  précé- 
dente en  X  dans 

et  il  vient 


i 


s 


««    d  ou    a<arcsin arcsin >=*. 


jc'  |/a«  —  (x  —  hY 

â*"  Parmi  les  courbes  isopérimètres,  c'est-àrdire  de  même  longueur, 
menées  entre  deux  droites  données,  quelle  est  celle  qui  jouit  de 
cette  propriété  que  l'aire  renfermée  entre  la  courbe  et  les  deux  droites 
est  un  maximum? 

En  prenant  Tune  des  deux  droites  OÂ  (fig.  45)  pour  axe  des  Y 
et  l'intersection  0  pour  origine,  l'équation  de  la  seconde  droite  OB 
sera  en  désignant  par  a  l'angle  qu'elle  forme  avec  la  première, 

yt=>x  cota', 

on  a  donc  la  relation  suivante  entre  les  variations  des  coordonnées 
(a/,  y)  de  l'extrémité  B, 

J'y'  s=:  COt  OiM 

et  à  l'autre  extrémité  A,  comme  on  a  x"  =  0,  ^a/'  est  nul.  L'aire  AOB 
comprise  entre  la  courbe  et  les  deux  droites  est  donnée  par  ABPO — OBP, 

c'est-à-dire,  \    ydx  —  \    cot  ct.xdx  ou  bien 

Jo         Jo 

.x" 

(y  —  X  cot  a)  dx 


$: 


et  la  longueur  de  l'arc  AB  est  égale  à  i     |/i  +  p^dx.  La  première  de 

■'0 
ces  intégrales  devant  être  un  maximum  et  la  seconde  devant  être 

constante,  on  a  vu  qu'il  fallait  égaler  à  zéro  la  variation  de  l'intégrale 

définie 

►x*  

(y  —  X  i^ol  a  -h  a  j/l  -♦-  p')  dx. 

0 


i 
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On  trouve  pour  équatious  aux  limites , 

^         =0,    y— a/cota^a|/i-+-p'« ^        H — ^  =»0 


qui  se  réduisent  aux  suivantes, 

p"  =  0,     4 -f-f/cota^O. 

L'équation  indéfinie  est 

«^    \|/4  -hpV 
qui  a  pour  intégrale 

(x  —  m)*  -I-  (y  —  n)*=  o*. 

La  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  dont  m  et  n  sont  les  coordon- 
nées du  centre.  En  dérivant,  puis  se  plaçant  aux  deux  extrémités  de 
l'arc^  en  tenant  compte  de  p"  et  f!  et  observant  que  y'  =  a/  cot  a,  on 
trouve  que  m  et  n  sont  nuls,  c'est-i-dire  que  l'arc  de  cercle  a  son 
centre  placé  à  l'intersection  des  deux  droites.  On  détermine  a  comme 
dans  le  problème  précédent. 

S"*  Parmi  les  courbes  isopérimètres  planes  passant  par  deux  points 
fixes,  quelle  est  celle  qui  par  sa  révolution  autour  de  l'axe  des  X 
engendre  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  surface? 

L'aire  d'une  surface  de  révolution  et  la  longueur  d'une  courbe  étant 
exprimées  par 

^x"        ^rc"    ^ 

2^1     yi/i-^p*dx    et    I     |/ÎTp*dx  === /, 
Jxf  ^xf 

on  a 

V=y  |/TTp«,    v  =  i/rTp» 

et  on  trouve  pour  équation  de  la  courbe, 

bdy 


rfx  = 


l/(y-a)«-6« 


qui  appartient  à  la  chaînette.  Les  constantes  se  détermineront  comme 
dans  le  problème  4". 
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Si  le  volume  engendré  devait  être  un  maximum,  la  fonction  F  serait 
y^  et  réquation  différentielle  de  la  courbe  deviendrait 

Cette  équation  est  celle  de  la  lame  élastique. 

^'^  Parmi  les  courbes  planes  uniformément  pesantes  de  même  lon- 
gueur, passant  par  deux  points  fixes,  quelle  est  celle  dont  le  centre  de 
gravité  est  le  plus  bas  ? 

L'ordonnée  du  centre  de  gravité  d*un  arc  de  courbe  /  compris  entre 
les  points  (ac',  y)  et  (x",  y")  est 


\     yds        \     ydx  1/4  -^  p« 


/ 


On  a  aussi 


fX"      

J  a: 


l'intégrale  définie  qu'il  faut  rendre  maximum  est  donc 

•x" 

'x' 


I     (y  (/l  -♦-  p*  -h  a  j/4  -+-  p*)  dx. 

9  X 


On  trouve  pour  solution,  la  chaînette  comme  dans  le  problème  troi- 
sième;  ce  qui,  du  reste,  résulte  aussi  de  ce  que  la  surface  d'un  corps 
de  révolution  étant  donné  par  le  produit  de  la  longueur  de  la  courbe, 
et  de  la  circonférence  décrite  par  son  centre  de  gravité,  le  maximuoi 
de  la  surface  du  S"**  problème  doit  coïncider  avec  le  maximum  de 
l'ordonnée  de  ce  point. 

Si  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  X  restant  constante, 
devait  avoir  son  centre  de  gravité  le  plus  bas  possible,  cette  dernière 
intégrale  serait  remplacée  par  la  suivante  : 

•x^ 

dXy 


Jx' 
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et  Ton  trouverait  que  la  ligne  cherchée  est  une  droite  horizontale.  Enfin 
si  Ton  demandait  quelle  est^parmi  les  courbes  de  même  longueur  tracées 
entre  deux  points  fixes,  celle  qui  jouit  de  la  propriété  d'avoir  le  centre 
de  gravité  de  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  Vaxe  des  X  le  plus  bas 
possible^  en  désignant  par  y,  l'ordonnée  de  ce  point  et  par  l  la  lon- 
gueur constante^  on  aurait  à  la  fois 

''^  .X" 


^'        2    ^X"  Jjj 


Or»  si  l'on  se  rappelle  la  forme  de  la  différentielle  d'une  fraction,  il  est 

visible  que  la  variation  de  -  est et  que  par  conséquent, 

^y^  =  0  conduit  à  l'équation 

^x"  i-x"  ..x"  /.x" 

l     ydxJ  \     yHx  —  \     y'dx.  J I     wdx  «=  0 

Jx'  Jx'  Jxf  V 

qu'on  peut  remplacer  par 

.X"  .X"  fX" 

<y  i     yHx  —  2y,cr  i     ydx  =  0,   ou  plutôt,   è\    (y«  —  2y,y)  dx  =  0, 
Jsf  Jx'  Jxf 

parce  que  y,  est  une  constante  inconnue.  D'un  autre  côté  on  a 

$x"     
\/i  -^pMx^O. 
x' 

En  multipliant  l'une  des  deux  variations  par  un  coefficient  arbitraire  a 
et  en  les  réunissant  on  est  conduit  à  l'équation  de  condition 


•x" 

Ix' 
On  trouve  pour  équation  indéfinie 


^'--i<^)-" 
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qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante,  en  substituant  à  cb  sa 

dy 
valeur  -^  » 

P 

^ydy  -  2y,c/y  =  apd  ( >~=r  )  - 

Si  Ton  effectue  la  différenciation  indiquée,  on  trouve  pour  intégrale 
première , 

j^_      (y*-2y,y-c)dy 

=F|/a*-(y*-2y,y-C)» 

et  rintégrale  finale  s'obtient  par  une  quadrature.  Cette  équation  appar- 
tient  à  la  lame  élastique.  Les  deux  constantes  arbitraires  introduites 
par  l'intégration,  le  facteur  a  et  l'ordonnée  minimum  y^,  se  déter- 
minent en  exprimant  que  la  courbe  passe  par  les  deux  points  extrêmes 
et  en  effectuant  les  intégrations  dans  les  équations  suivantes  : 

l     y*dx  =  ^y,\     ydx,     \    |/l-^-p*dx  =  ^ 

dy 
après  avoir  remplacé  y  ti—-o\ïp  par  leur  valeur  en  x  tirée  de  l'équa- 
tion finie  et  de  l'équation  différentielle  de  la  courbe. 

277.  CoB  où  l'intégrale  définie  contient  plusieurs  variables  dépen- 


rx" 


dantes,  —  Si  dans  l'intégrale  i    Vdxy  la  (bnction  V  renfermait  une 

Ja/ 

dz     dt^z 
seconde  variable  z  fonction  de  x,  et  ses  dérivées  -r->  -t-l  ••••  »  il  est 

ax     ax* 

visible  qu'il  faudrait  encore  égaler  à  zéro  tous  les  coefficients  des 

variations  qui  ont  une  indétermination  absolue,  ainsi  que  l'intégrale 

$x" 
Vdx,  Cette 

dernière  équation  est,  en  représentant  -j-»  -j— ,>   etc.,  par  p,,  »„  etc., 

dx     ax' 

f^'r/rfF       1    d^V  \        /dV       1    d'F  \    -|  . 
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OU  bien,  en  remplaçant  A  et  A,  par  leur  valeur  iy-pix  et  âz~p,âx, 

II  faut  ici  distinguer  deux  cas.  La  nature  de  la  question  peut  laisser 
(Jx,  *y,  iz)  complètement  indéterminés.  C'est  ce  qui  arrive  lorsque  les 

IZZ^Z^aT'  ""llf^f^  '«  «="•«  «""«^''ion  de  rendre  maximum 
rmlëgrale  définie.  Il  faut  alors,  pour  satisfaire  à  l'équation  précédente 
égaler  à  zéro  les  trois  coefficients,  c'est-à-dire,  poser 

et  comme  la  troisième  équation  est  une  conséquence  des  deux  autres. 
.1  suffit  d  avoir  égard  aux  deux  premières  qui  sont  des  équations  indé- 
finies entre  les  variable  (X, y  .).  Si  celles-ci  sont  des  coordonnées, 
ces  deux  équations  différentielles  sont  celles  de  la  courbe  à  doublé 
courbure  que  cette  théorie  a  pour  but  de  déterminer. 

Dans  certains  cas,  la  courbe  est  assujettie  k  de  certaines  conditions 
qui  ne  laissent  pas  k  ix,  3y,  iz  une  entière  indétermination.  C'est  ce 
qui  arriverait  si  les  variables  x, y,  z  devaient  satisfaire  à  une  équation 
donnée,  par  exemple,  si  la  courbe  cherchée  devait  se  trouver  sur  une 
surface  donnée  par  son  équation.  Cette  condition  établirait  entre 
ix,  iy,  9z  une  relation  dépendante  de  l'équation  de  la  surface,  rela- 
tion qui  serait 

^x  =  A3y  -^.  Bâz , 
l'équation  différentielle  de  la  surface  étant 

dx  =  Âdy  +  Bdz. 

A  et  B  sont  des  fonctions  connues  de  (x,  y,  z).  En  élitninant  alors  âx 
sous  le  signe  d'intégration,  l'intégrale  devient 
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et  comme  les  deux  variatioDS  dy  et  Sz  ne  sont  plus  soumises  à  aucune 
condition,  elles  sont  entièrement  arbitraires  et  il  faudra  poser 

/dV      1  d*V  \,^      _   .      _    /dV      i  d*V      ,  \      rt 

Remarquons  que  ces  deux  équations  sont  identiques;  en  effet  l'équa- 
tion différentielle 

dx'=  Ady  -H  Bdz 
donne  en  divisant  par  dx, 

Si,  à  l'aide  de  cette  équation,  on  élimine  i  —  Ap  eii  —  Bp,^  elles  se 
réduisent  Tune  et  l'autre  à 

\dy      dx  dp  y  \dz      dx  dpf  J 

Cette  équation  jointe  h  celle  de  la  surface,  ou 

rfx  =  Àdy  -H  Bdz 
sont  donc  les  deux  équations  différentielles  de  la  ligne  demandée. 
Lorsque,  à  la  condition  du  maximum  de  l'intégrale  définie  I    Vdx 

S  se" 
Vdx  soit 
x' 

égale  à  une  constante  /,  il  suffît,  comme  au  N**  275  de  rendre  maxi- 

mum  l'intégrale  i    ( V  -*-  aV)  dx.  Enfin  si  les  variables  x,  y,  z,  p^Pr*'* 

qui  entrent  dans  la  fonction  V  devaient  satisfaire  à  l'équation  indé- 
finie F'  =  0,  contenant  x,  y,  z,  p,  p,,  ç,  ç,....,  en  multipliant  V 
par  (/x,  il  est  visible  que  pour  toute  valeur  de  x,  V^dx  serait  nul  et 


j 
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par  conséquent  en  prenant  la  somme  de  ces  valeurs  depuis  a/  jus- 
qu'à a/%  on  aurait  aussi 


rrf«=o. 


î*est-&-dire  que  Tintégrale  définie  1     V'dx  serait  constante.  Il  fau- 


c        •    "        ^       ^    '      .-   .    I 

drait  donc  encore  égaler  à  zéro  la  variation  de  l'intégrale  définie 

•x" 

(F-Har')dx. 


i 


278.  Braehystockrône,  —  Appliquons  ces  formules  à  la  résolution 
de  quelques  problèmes. 

i"*  On  demande  quelle  est  la  courbe  que  doit  suivre  un  corps  pesant 
pour  descendre  d'un  point  (x',  j/y  z'),  à  un  autre  point  (jf',  y",  z")  dans 
le  moindre  temps  possible. 

Comme  la  vitesse  du  corps  à  une  époque  quelconque  est  celle  qui 
est  due  à  la  hauteur  de  la  chute  verticale,  (voir  la  mécanique  N**  429) 
quelle  que  soit  la  courbe  décrite ,  on  a  à  une  époque  quelconque ,  en 
prenant  l'axe  des  X  vertical  et  dirigé  vers  le  bas, 

v«r=2sf(x  — x'),     ou     -T- =»  |/2j  j/x^^ 
et 

[/2j  |/x  — x'      |/2y  |/x  —  if 

d'où  l'on  tire  la  valeur  suivante  du  temps  t  de  la  descente ,  temps  qui 
doit  être  minimum , 

|/2^Jx'       l/x  — x' 
On  voit  que  dans  les  formules  générales  il  faut  faire 

rfF      ^      rfF  p,  <^^      «     . 

T-=0,     -7-=     . y  :.   -j-=0,ctc. 

«f*  «P/      (/x  —  x*  j/1  -4-p»H-  p*     H 
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Comme  les  différeafs  points  de  la  courbe  ne  sont  soumis  à  aucune 
condition  autre  que  celle  du  minimum,  les  variations  (fx,  ^y^  ^z  sont 
arbitraires;  il  faut  donc  poser  les  deux  équations 

dV      4  rf«F 

~i •T--J — ^-  ctc-  =  0 

dy      ax  dp 

dV       i   d^V 
dz      dx  dp, 

qui  se  réduisent  aux  suivantes 


etc.  =  0 


i-— —  0      —^=0    d*  *     — =:C      —  =  C' 
dx  dp         '      dx  dp,  dp         '      dp,  ' 


c'est-à-dire , 


P  ^Ci/x^af.  ^'  =cVx-~x^ (4) 

Ces  équations  se  simplifient,  car  on  en  tire 

^c=^,     dou    dy=3-rf«    et    y  =  — z-^D. 

Cette  dernière  équation  fait  voir  que  la  projection  horizontale  de 

la  ligne  cherchée  est  droite,  c'est-à-dire  que  la  courbe  est  renfermée 

dans  un  plan  vertical.   Si  Ton  prend  ce  plan  pour  celui  des  XY,  il 

dz 
faudra  égaler  à  zéro  z  et  par  conséquent  —  ou  p,.  Les  deux  équations 

de  la  courbe  se  réduisent  ainsi  à  la  suivante  : 

^        ==g|/^^^=^,    d'où    p    ou    ^  =  ±         \/x—jf 
y^\  -¥■  p*  "^ 


\/¥-^ 


X') 


Comme  le  corps  descend,  les  x  vont  en  augmentant  et  dx  est  positif; 
il  faut  donc  prendre  le  signe  4-  et  poser 

,    _         ^/x  —  x'dx  (x  — xQdx ^ 
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On  reconnaît  dans  cette  équation,  une  cycloïde  verticale,  qui  coin- 

i 

mcnce  au  point  de  départ.  Le  rayon  du  cercle  générateur  ^^^-^t;^- 

La  constante  C  et  celle  qui  sera  introduite  par  l'intégration  de  cette 
équation,  sont  déterminées  par  la  condition  que  la  courbe  passe  par 
les  points  (x^,  y')  et  (a/',  ty").  Cette  courbe,  de  plus  vile  descente,  est 
connue  sous  le  nom  de  brachystochrône. 

Les  équations  aux  limites  ne  fournissent  aucune  autre  condition, 
tant  que  les  points  extrêmes  sont  fixes.  Il  n'en  est  pas  de  même  quand 
ces  points  sont  seulement  assujettis  à  se  trouver  sur  deux  courbes 
données;  car  les  variations  (îa/,  cîx",  ^z',  J'z",  (Ty',  ^y"  devront  alors 
satisfaire  aux  équations  différentielles  de  ces  courbes.  Ainsi,  en  rap- 
portant de  nouveau  la  brachystochrône  à  trois  axes  rectangulaires  et 
en  posant 

dz"  =  ^j/dx'  )  ^'  (  rfz"  ^'^l/X'da/' 

pour  équations  différentielles  des  deux  courbes  données,  on  devra 
avoir  entre  les  variations  ^sfy  (Ty,  âzf^  d'une  part,  et  les  variations 
^x",  (fy,  dzf\  d'autre  part,  les  relations 

(?!/'«  ^x'dVJ  ^    (<ry"  =  y/'(rx" 
cT^  =  ^ocf^af  ]       (  (Tz"  =  ^Iz/'cTx". 

De  plus,  comme  l'ordonnée  verticale  a/  du  premier  point,  entre  dans 
la  valeur  de  F,  on  doit  ajouter  à  la  variation  de  l'intégrale  définie 

-rp  dx.  Si  Ton  remplace  ây',  cTz',  ^y",  (Tz",  par 

Xi 

les  valeurs  précédentes  et  qu'on  égale  à  zéro  les  coefficients  de  iif,  Jx", 
on  est  conduit  aux  équations  de  condition 


dV"  dV"      dV"  dV" 

^  df    ^'  dp;'    df^"^     dpf 


k 
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La  seconde  devient,  en  remplaçant  F"  par  sa  valeur, 


nt 


\/af'^3f  |/a/'— x' f/1  -+- p"* -+- p/'«      |/a/'—  a/  j/i  h- p"  +  p; 


j/x"— a/  j/l  +p"«  -+-  p/'*  j/x"  — a/j/i  H-  p"«  ^  p/'« 

et  après  réduction , 

i  -4-  p'VX'  -+-  p/'^r^'  =  0 (2) 

Quant  à  la  première,  il  faudrait  en  général  remplacer  dans  1     y-:dxy 

y,  z,  p  et  p,  par  leur  valeur  en  x  tirée  des  deux  équations  (i)  et  de 
leurs  intégrales,  et  effectuer  Tintégration;  mais  ici  on  transforme 
plus  promptement  en  remarquant  que  si  Ton  effectue  par  parties  Tin- 

dV             \  1/1  -+- w* -+- o  * 
tégralion  de  —  rfx  ou  -x- — —^dxy  on  trouve  d'abord 


/14-p^-t-p,^  ^    f pdp ^f p,dp, 

j/x  — x'  J  j/x  —  x'  (/l-l-p*-4-p,*        J  j/x  —  x'  j/l  -t-p'-^-P/* 

ou  bien  en  remplaçant  dans  les  deux  intégrales  ^/x  —  a/  par  sa  valeur 
tirée  des  deux  équations  (i), 


$ 


t/i  -^  p*  -4-  p,«  ^^  ^         /i  -4-  p^  4-  p,^ 

2(x  — x')^  j/x  — x' 


+  / Crfp  -t-  C'(/p,=  -♦-  Cp  -H  C'p,—  F; 
on  a  donc  pour  Tintégrale  définie  cherchée , 


^,  dx  ==  y  -  V"  +  c  (p"  -j/)  +  c'  (p,"  -  p/) 


dV      rfF' 
et  en  remplaçant -7-7  et  -j— rpar  C  et  C  et  remarquant  que  C  et  C  ont 

c/p       cfp/ 

pourvaleurs  ■' 


l/x"  —  x'  /i  +  p"*  -4-  p/'*     /x"  —  x'  |/i+p"«  +  p/'* 
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In  première  équatioR  aux  limites  devient 

i  -+-  p'V  -t-  p/'^x'=  0....  (5) 

Les  équations  (2)  et  (5)  mises  sous  la  forme  suivante,  après  qu'on 
a  remplacé  p"  et  p"  par  leur  valeur  tirée  de  (i), 


i  H Z. ^ =  0, 

[/i  -*-(x"  — a/)(C«-*-C'«) 

jointes  aux  quatre  équations  qui  expriment  que  les  points  [x!  y*  z') 
et  [x^'  y"  sd*)  sont  situés  sur  les  deux  courbes  données,  serviront  à 
déterminer  les  valeurs  de  x',  y\  z',  x",  y",  z".  Un  plan  vertical  passant 
par  les  deux  points  qu'on  vient  de  déterminer,  contiendra  la  cycloïdc 
cherchée. 

Les  équations  (2)  et  (3)  font  connaître  une  propriété  importante  de 
la  brachystochrône  tracée  entre  deux  courbes  données.  La  première 
exprime  qu'elle  coupe  à  angle  droit  la  courbe  d'arrivée,  puisque 

y'x"  et  ^l^X'  ne  sont  autre  chose  ^"^  j^^* 337  ^^^^s  des  équations  de 

cette  dernière  courbe,  tandis  que  p''  et  p/'  sont  les  mêmes  dérivées 

tirées  de  l'équation  de  la  brachystochrône.  La  seconde  (3)  exprime 

que  la  tangente  à  la  courbe  donnée,  au  point  de  départ,  fait  aussi 

un  angle  droit  avec  la  tangente  à  la  cycloïde  au  point  d'arrivée. 

279.    Lignes   maximum  et  minimum  tracées  sur  une    surface. 

Lignes  géodésiques.  —  Proposons-nous  encore  de  trouver  la  ligne  la 

plus  longue  ou  la  plus  courte  qu'on  puisse  tracer  sur  une  surface  entre 

deux  points  donnés.   u  =  0  étant  l'équation  de  la  surface,  ds  un 

,  ,   ,     dy     dz 
élément  de  la  courbe,  petp,  les  dérivées -p  et -3- >   on  a 

dx     dx 

/.x"     

ds  =  l/l  -+-  p*  -♦-  p^  dx    et  par  conséquent     s  =  l      j/l  -+-  p*  -+-  p^  dx  ; 

h' 
la  condition  dn  minimum  est  donc 


<? 


Jx"      
(/i  -4-  p'  -f-  p,'  dx  =  0 
x' 
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c*est-i-dirc  que  dans  cet  exemple  il  faut  poser 

F  =  /rr7T-p;,    _=o,    — =0, 

dV  p  dV  p. 


Comme  la  courbe  esl  assujettie  à  être  tracée  sur  une  surface  donnée, 
Jes  variations  (Tx,  ^ijy  âz  ne  sont  pas  complètement  arbitraires.  11 
existe  entre  elles  la  même  relation  qu'entre  les  (c(x,  c/y,  dz)  de  l'équa- 
tion différentielle  de  la  surface,  c'est-à-dire,  qu'on  a  à  la  fois 

du  -         du  ,        du  .        ^  du  ^        du  ^        du  ^ 

-p-ax -*- -r-ay -♦- -7-a«  =  0    et    -r-ox -h-r-^y -^ -r-^z  =0. 
dx  dy  dz  dx  dy  *'       dz 

En  résolvant  donc  cette  dernière  équation  par  rapport  à  ^x,  on  en 
conclut  que,  dans  l'équation  ^x  =>  A^y  +  B8z  employée  au  N"*  S77,  les 
coeflîcients  A  ^\B  ont  les  valeurs  suivantes  : 

du  du 

dy        «  dz 

A  = ^,    B^ 


du  '  du 

dx  dx 

qu'il  faut  introduire  dans  l'équation  indéfinie 


\dy       dx   dp  J  \dz       dx  dp,  J 


Elle  devient  par  là, 


^'«  f^^  \|/4-4-p*-*-p*/     f^y  «^  \(/i  -f.  p*  -4-  p,*  / 


et  on  peut  l'écrire  ainsi  : 


'CiyHîy" '" 


dz 
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Il  esta  remarquer  que  si,  au  lieu  d'éliminer  t^x,  on  avait  éliminé 
<fy  ou  c^z,  on  eut  élé  conduit  à  Tune  des  deux  équations  dififérentiellcs 

du    /dz\      dv  ,/dx\      ^      du  ,/dx\      du  ,/dy\      ^ 

mais  celles-ci  sont  comprises  dans  la  précédente,  comme  il  est  facile 

de  s'en  assurer  en  substituant  dans  la  première  la  valeur  de  —  tirée 

dz 

de  l'équation  différentielle  totale  de  la  surface,  valeur  qui  est 

du      du 

du dx      dy^ 

dz  J, 

et  en  remarquant  que  l'équation 

dx*  -4-  dy*  -H  dz*  =  ds* 

conduit  par  la  différenciation  à  la  suivante  : 

L'une  ou  l'autre  des  trois  équations  (1)  et  (2)  étant  intégrée  et  com- 
binée avec  l'équation  de  la  surface,  fera  connaître  la  courbe  cherchée 
qui  est  connue  sous  le  nom  de  ligne  géodésique.  Les  constantes  arbi- 
traires se  déterminent  par  la  condition  que  la  courbe  passe  par  les 
points  (a/,  y,  zf)  et  [x^',  y,  z'').  Il  n'y  a  pas  d'équations  aux  limites.  Il 
n'en  serait  plus  de  même  si  l'on  se  proposait  de  trouver  la  ligne  la 
plus  courte  qu'on  puisse  tracer  sur  la  surface  entre  deux  courbes 
données.  On  trouverait  sans  peine  par  les  équations  aux  limites,  que 
la  ligne  cherchée  doit  être  normale  aux  deux  courbes. 
Appliquons  les  formules  précédentes  à  la  sphère  dont  l'équation  est 

^      du      ^        du      ^ 
^  dz  dy 

73 


d'où  l'on  tire 
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L*équalioD  indéfinie  de  la  ligne  cherchée  est 


'^S)-'^^)'»' 


En  intégrant  par  parties,  on  a 

dy      fcfy  ,  dz      Cdz 


z 


dy      f  dv  1  dz      C  dz  ^ 


qui  se  réduit  à 


^y         àz      ^ 
ds      ^  ds 


Jointe  à  l'équation  de  la  sphère ,  elle  représente  la  ligne  cherchée; 
mais  on  détermine  celle-ci  plus  facilement  en  remarquant  que  si  l'on 
avait  fait  usage  de  l'équation  différentielle  de  la  courbe  mise  sous 
Tune  des  deux  autres  formes,  on  aurait  trouvé  de  la  même  manière, 

dz         dx  dx         dy      _,. 

d'où  l'on  tire,  en  multipliant  ces  trois  équations  respectivement  par 
a:,  y^  z  et  additionnant  membre  à  membre, 

Cx  -I-  C'y  +  C'z  =  0 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

z  -*-  —X  -H  —y  =  0    ou    z  -I-  cx  4-  c'y  =  0. 

Cette  équation  et  celle  de  la  sphère  sont  les  deux  équations  de  la 
courbe  cherchée.  Les  deux  constantes  c  et  c'  se  déterminent  au  moyen 
des  deux  équations  de  condition 

t!  -\'  cjf  -\-  d}f  =  0, 

z"-t-cx"-i-c'y"  =  0. 
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Comme  Téquation 

z  -+-  ex  -t-  c'y  =  0 

appartient  à  un  plan  passant  par  Torigine ,  on  en  conclut  que  la  ligne 
la  plus  courte  qu'on  puisse  tracer  sur  une  sphère  entre  deux  points, 
est  déterminée  par  Tintersection  de  cette  surface  par  un  plan  passant 
par  les  deux  points  et  par  le  centre,  c'est-à-dire,  que  cette  ligne  est 
un  arc  de  grand  cercle. 

âSO.  Propriété  des  lignes  maximum  et  minimum  tracées  sur  une 
surface.  —  L'équation  différentielle  des  courbes  maximum  ou  mini- 
mum 


^m-uî)'" 


fait  connaître  une  propriété  générale  de  ces  courbes.  On  a  trouve 
dans  le  calcul  différentiel,  pour  l'équation  du  plan  osculateur  d'une 
courbe  à  double  courbure , 

{dydH  -  dzd^y)  (a/  —  x)  -+-  {dzd^x  —  dxd*z)  {y'  —  y) 

-h  (rfxd'y  —  dyd^x)  (z'  —  z)  =  0, 
et  pour  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  u  c=  0, 
du.  ,        ,      du,  ,        .       du ,  , 

^(«'-x)-^^(y-y)-H-(.'-c)  =  o. 

Si  donc  on  considère  la  courbe  maximum  comme  tracée  sur  la  surface, 
on  aura  pour  l'angle  ^  formé  par  le  plan  osculateur  de  la  courbe  avec 
le  plan  tangent  à  la  surface  donnée  au  point  (x,  y,  z), 

(dy d*z—  rfzrf'y)  j-  -h  {dzd'x— dxcl'z)  -r-  -*-  (rfxd'y — dy rf'x)  — 
cos  <r=3  • =z=:; ; 

/  1/ — 

or  si  l'on  divise  les  deux  termes  du  second  membre  par  ds^  et  qu'on 
suppose  ds  constant,  ce  qu'on  est  libre  de  faire,  puisqu'aucune  autre 


COStf  = 


ds 
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variable  n'a  été  prise  comioe  indépendante,  la  valeur  de  cos  J  prendra 
la  forme  suivante  : 

yrdu  ,/dz\     duydxV]     dxVdu  ydy\     du  ydzy.     dzJTdu  Jdx\    au  Ji']" 

'ATAdô~^ATOrAd'Ad>rTy\d^^^^ 

valeur  que  les  équations  diffërentielles  (4)  et  (2)  de  la  courbe  maximum 
ou  minimum  trouvées  plus  haut,  rendent  nulle;  ce  qui  apprend  que  le 
plan  osculateur  &  la  courbe  minimum  est  partout  normal  à  la  surface.  11 
est  visible  que  cette  courbe  se  confond  avec  celle  qu'affecte  un  fil 
tendu  sur  la  surface,  entre  les  deux  points  donnés.  (Voir  la  statique 
N-  70.) 

281 .  Courbe  de  plus  vite  descente  sur  une  surface  y  et  courbe  de  plus 
grande  pente.  Proposons<nous  encore  de  trouver  la  ligne  que  doit 
suivre  un  point  matériel  pesant  pour  glisser  sur  une  surface,  dans  le 
moindre  temps  possible,  d'un  point  donné  jusqu'à  un  niveau  donné, 
jusqu'au  plan  horizontal  des  YZ,  par  exemple.  On  trouve ,  comme 
dans  le  problème  de  la  brachystochrône  (N^278),  que  l'intégrale  définie 


i 


^  j/i  -+-  p*  -h  p,* 
h       |/A  — X 


dx 


dans  laquelle  h  est  l'x  du  point  de  départ,  doit  être  rendue  minimum. 
A  cette  condition  du  minimum  doit  être  jointe  la  condition  que  les 
coordonnées  satisfont  à  l'équation  de  la  surface  ou  à  son  équation  dif- 
férentielle que  nous  mettrons  sous  la  forme 

dx=  Ady  -¥■  Bdz^ 

ce  qui  conduit,  comme  dans  le  problème  précédent,  à  l'équation  difl'é- 
rcntielle  indéfinie 

^j-'^r — - ) 

dx   \y/TTy~-^p*i/h—x/ 
«'^  \i/4  H-  p»  H-  p*  \/ir^y 
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OU,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  ds  ainsi  que  des  valeurs  de  il  et  ^ 
données  au  N"  279, 

I      dy      \  I      dz 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 


du 
di 


\5Jy     S^    Vd^yi'^2TA3:^V^575r"~5«rfy/      ' 


Cette  équation  différentielle  de  la  courbe  de  plus  vile  descente  sur  la 
surface  u  =  Oy  diffère  de  celle  de  la  ligne  la  plus  courte,  puisque 
celle-ci  s'obtient  en  égalant  à  zéro  la  première  parenthèse  de  cette 
é/iuation.  (Voir  le  numéro  précédent.)  Elle  diffère  aussi  de  l'équation 
de  la  ligne  de  plus  grande  pente  ^*^  qui  est  représentée  par  la  seconde 
parenthèse  égalée  à  zéro.  Enfin  elle  diffère  de  l'équation  de  la  courbe 
que  suivrait  un  point  matériel  pesant,  glissant  librement  sur  la  surface 


(*)  On  appelle  ainsi  la  courbe  tracée  sur  une  surface  donnée,  qui  jouit  de  cette 
propriété  qu*eu  chaque  point  sa  tangente  est  celle  de  toutes  les  tangentes  en  ce 
point,  qui  fait  avec  le  plan  des  YZ  supposé  horizontal,  le  plus  grand  angle  possi- 
ble, angle  qui  mesure  la  pente  de  la  courbe  en  chaque  point.  Si  (a,  ^,  7)  sont  les 
angles  formés  avec  les  axes  par  la  tangente  à  une  des  courbes  tracées  sur  une 
surface  et  passant  par  le  point  {x  y  z)  et  si  q  et  q'  désignent  les  dérivées  partielles 

— et —  tirées  de  Féquation  de  la  surface,  on  a  vu  (N»  110)  qu^il  existe  entre  a,  6,7 
djf     dz 

les  relations 

cos  oe  =  9  cos  p  +  9'  cos  7,     cos  •«  -H  cos  'P  -+-  cos  '7  =  1. 

Le  maximum  de  a  répond  à 

9  cos  7  =  g' cos  p, 

équatiou  qui  détermine  la  ligne  de  plus  grande  pente.  tt=0  étant  Téquation 

du  du 

,    m  f  ,         dx     dr  ,        ,  du  dz 

de  la  surface,  on  sait  que  9  et  9^  ou  —  et  •--  sont  donnes  par ^  et 

dy     dz  du  du 

dx  ~dc 

dy     dz 
et  comme  cos  7  et  cos  p  sont  représentés  par  "^^t--,   Téquation  précédente  se 

confond  avec  celle  que  nous  avons  indiquée  plus  haut. 
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(voir  le  traité  de  mécanique  rationnelle  N""  155),  équation  que  Ton 
obtient  en  changeant  le  signe  de  la  seconde  parenthèse.  On  voit  donc 
que  ces  quatre  courbes  tracées  sur  une  même  surface  à  {>arlir  d'un 
même  point  et  terminées  à  un  même  plan  horizontal,  sont  en  général 
très  distinctes,  mais  que  si  deux  d'entre  elles  se  confondent,  elles  se 
confondront  toutes  les  quatre. 

282.  Caractères  distinctifs  des  maximum  et  des  minimum,  —  Pour 
compléter  la  théorie  des  maximum  et  minimum  exposée  dans  les  numé- 
ros précédents,  il  nous  reste  encore  à  chercher  les  caractères  par  les- 

quels  on  les  distingue.  A  cet  effet,  remarquons  que  si  dans  \      Vdx^  on 

donne  à  x,  y,  p,  q...  qui  entrent  dans  V,  des  accroissements  finis  ou 
infiniment  petits  quelconques  désignés  par  Jx,  c^y,  J/)...,  il  résulte 
du  théorème  de  Taylor  généralisé,  que  cette  intégrale  prendra  un 
accroissement  représenté  par 

r^'/dV^        dV.        dV.      \   . 
ir*"/d*V  d*V  d'y  d*V      \ 

2Ja/\^^  ^^^y  ^^^P  ^y      J 

Supposons  que  Ton  ait  attribué  à  y,  p,  9...  les  valeurs  en  x  qui 
rendent  maximum  ou  minimum  l'intégrale  proposée  et  que  les  ac- 
croissements (^x,  (^y,  (^p...  soient  les  variations  de  x,  y,  p,  9...;  la 
première    des   intégrales    précédentes   sera    nulle,    puisqu'elle    est 

$ 
Vdx  et  on  reconnaît  sans  peine  en 

se  rappelant  la  théorie  des  maximum  et  minimum  dans  les  fonctions 
de  plusieurs  variables,  que  si  les  termes  de  seconde  puissance  en 
<^x,  (Ty....,  c'cbt-à-dire,  la  seconde  intégrale  ci-dessus,  conserve  le 
même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  «J'x,  (^y....,  il  y  aura  maximum 
ou  minimum  suivant  que  ce  signe  sera  négatif  ou  positif.  Ces  termes 
de  seconde  puissance  en  (^x,  (Ty....  sont  placés  sous  un  signe  d'intégra- 
tion et  comprennent  toutes  les  valeurs  de  la  fonction;  ils  sont  donc  en 
nombre  infini  et  représentés  par  la  somme  de  toutes  les  valeurs  du 
polynôme  depuis  x' jusqu'à  x".  De  plus,  cette  somme  de  valeurs  où 
l'intégrale  sera  positive  ou  négative  suivant  que  le  polynôme,  qui 
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est  un  élément  de  l'intégrale,  sera  lui-même  constamment  positif  ou 
constamment  négatif  pour  toute  valeur  de  ^x,  (Ty...  et  pour  toute  valeur 
des  variables  comprises  entre  sf  et  x".  II  suit  de  là  que  le  maximum  ou 
minimum  de  Tintégrale  définie  proposée  se  distingue  par  le  signe  du 
polynôme  ci-dessus,  pourvu  que  ce  signe  reste  le  même  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  x'  et  a/'  et  pour  toute  valeur  infini- 
ment petite  de  «^x,  ^y 

Appliquons  cette  règle  à  un  cas  particulier  et  supposons  que  V  ne 
contienne  que  x,  y  et  p.  Les  termes  du  second  ordre  seront 

que  Ton  peut  encore  réduire  par  la  remarque  que  la  variation  (?x  de 
la  variable  indépendante  étant  entièrement  arbitraire,  on  peut  suppo- 
ser ^x  nul;  Dans  ce  cas  ce  polynôme  devient 

d*V  cPV  d«y 

On  a  vu  (N*"  105)  que  pour  que  ce  trinôme  conserve  le  même  signe 
pour  toute  valeur  de  Sy  et  ^Jp,  il  faut  que  -7-5  et  -r-^  soient  de  même 

signe  et  que  Ton  ait 

d'Y  d'Y      /rf^FV 
dy»  c/p*  ^  \dydpj  ' 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies  pour  toute  valeur  de  x  comprise 

d*V       d^V 
entre  x'  et  x",  le  signe  commun  de -7-^  et  -7-^  servira  à  distinguer  le 

maximum  du  minimum.  Il  est  bien  entendu  que  pour  comparer  ces 
différentes  dérivées  et  s*assurer  que  ces  conditions  sont  remplies,  il 
faudra  faire  usage  de  la  relation  entre  x  et  y  donnée  par  l'équation 
indéfinie  ou  par  son  intégrale. 
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Application  de  la  méthode  des  variations  aux  intégrales  doubles.  Variation  d^une 
fonction  de  deux  variables  indépendantes.  —  Variation  des  dérivées  partielles. 
—  Variation  d^une  fonction  contenant  deux  variables  indépendantes,  une  va- 
riable dépendante  et  ses  dérivées  partielles.  —  Variation  d^une  intégrale  définie 
double.  —  Maximum  et  minimum  d^une  intégrale  définie  double.  —  Equations 
aux  limites.  Problème  de  la  moindre  surface  pour  un  contour  donné.  —  Maxi- 
mum et  minimum  relatifs. 

285.  Application  de  la  méthode  des  variations  aux  intégrales  don» 
blés*  Variation  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes.  — 
La  marche  suivie  aux  N*"*  264  et  suivants  conduit  à  Texpression  de 
la  variation  d'une  intégrale  définie  double.  Soit  en  effet 

X  et  y  étant  deux  variables  indépendantes.  On  peut  toujours  concevoir 
cette  fonction  développée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières 
et  positives  de  x  ou  plutôt  ^  de  x  —  a  et  poser 

z  =  o  -H  6(x  —  a)  -H  c{x  —  a)'  -h  e{x  —  a)'  -♦-  etc. 

ayby  Cy  6....  éldut  dcs  fonctions  de  y  dont  la  forme  dépend  de  la 
forme  de  la  fonction  /(x,  y)  et  a  une  constante  quelconque.  Pour  obte- 
tenir  la  variation  de  z  ou  de  /"(x,  y),  il  faut  donner  &  x  Taccroisse- 
menl  ^x  et  donner  aux  coefficients  a,  b,  c...  des  accroissements  repré- 
sentés par  leurs  variations;  on  trouve  ainsi 

dz 

âz  —  —âx  -^  âa  -^  {x  —  a)âb  -i-  {x  —  a)*^p  -i ; 
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iln 

mais  les  variations  des  fonctions  a,  6,  c  et  de  leurs  dérivées  -7-  9 

dy 

db  d^a  ,        , 

-j— 1 -r-^sont  représentées  par 

d'à  ^        </«  •    d*6  -        dû>'  d»a .        d'eo 

dyî  ^      rfy      c/y«  ^       dy  dy'  ^       dy« 

a>,  a>',  (*)",....  étant  les  accroissements  de  ces  coefficients  provenant 
d'un  changement  dans  la  forme  de  ces  fonctions  (fin  du  N"*  263);  ^z 
devient  ainsi 

H-û)  -♦-  (x  —  «)«'  -h  (x  —  a)'(o"  -H 

que  Ton  peut  écrire  de  cette  manière 

^       dz  ^        dz  ^  -  . 

«Tz  ==  —  Jx  -4-  -r-  ay  -♦-  A  =:pSx  +  p,ay  -♦-  A , 

en  désignant  par  A  la  somme  «  -4-  (x  —  a)  &/  -4-  (x  —  a)*  eo" c'est-à- 
dire  la  partie  de  la  variation  de  f[x^y)  due  à  un  changement  de 
forme  de  cette  fonction.  Telle  est  l'expression  de  la  variation  d'une 
fonction  indéterminée  de  deux  variables  indépendantes. 

284.  Variation  des  dérivées  partielles.  —  Les  variations  de  p  et  p, 
ou  des  trois  dérivées  du  second  ordre  ç,  f;,  q,,^  etc.,  s'obtiennent  en 
remarquant  que  l'on  a 

dz 
p    ou    -T-  =  6-i-2c{x  —  a)-4-5e(x — «)•-♦- 

dz      da      ,  .db       ,  .^dc 


d'z 

q    ou    -r4=2c-*- 2.3e(x  — a) 
ox 
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d^z       db      ^ ,  .de 


d'où  l'on  tire 

dp 

et  en  remplaçant  ^6,  Je...  par  leur  valeur  indiquée  au  numéro  pré- 
cédent, 

Jp  ^X*^^  -h  -Pcîy  ^  «'  -^  2(X  —  a)(0"  -♦-  3(X  —  «)««'"  -4- 

Comme  on  a  posé 

A  5=3  0)  +  (x  —  a)(0'  -4-  (x —  tt)*tt)"...., 

il  vient  en  dérivant  par  rapport  à  x  et  remarquant  que  cù,  (ù\  ù/\... 
sont,  par  leur  nature,  indépendants  de  x, 

4^=,a)'-+-2(x  — a)ci)"-H3(x  — a)«(ù'"^ 

dx 

La  variation  de  p  devient  ainsi 

«        rfp  ^        dp  .        dA 
^      dx  dy  ^      dx 

On  trouve  de  même  pour  Jp,, 

dp,  ^         ^da  y  ^db      ,  ^^  ^dc 

(yp,=-~Jx -4-^-7-+  (X  — a)(y— -+-(x-.a)«<r— -*- 

'^        dx  dy  dy      ^  '     dy 

et  en  remplaçant  (N*  283)  J-t-j     ^-t- par -r-r  ^v  ■< : 

^  '      dy         dy  ^     dy^    -^      dy 

d^  .        dw' 


-r-i  ^V  -*-  -r-  >    il  vient 
dy»  ^       dy 


•        ^Pf.       ^Pf^        dtù  \^^      I  x.^»" 

<rp,==-^'<rx-H-^*yH.^+(x-.)^+{x-a)._ 
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OU  plutôt  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  A, 

'^'       dx  dy    -^       dy 

Une  marche  semblable  conduit  aux  valeurs  suivantes  : 


dx  dy  *      dxdy 


Ces  équations  donnent  aussi 

A  =  JiT  —  pâx  —  Pf^y^ 
dA 

d<A 


285.  Variation  d'une  fonction  contenant  detix  variables  indépen- 
dantes,  une  variable  dépendante  et  ses  dérivées  partielles,  —  Repré- 
sentons par  ({x^y^^iPiPfi  q^  q,y  q,f^  r.....)  une  fonction  de  forme 
déterminée  y  contenant  les  deux  variables  indépendantes  x  et  y,  la 
variable  dépendante  z  fonction  indéterminée  de  (x,  y)  et  les  dérivées 
partielles  p,  p,,  9,  9/9*««-  de  cette  fonction  indéterminée.  Puisque  sa 
difiérentielle  totale  est 

df.       df.        df.       df.        df  ^ 
-{-dx-^—rdy  •^•-rdz'^'r'dp  -^-T-  dpf-^'  ••, 
dx  dy  ^      dz  dp  '^      dp,  " 
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il  est  visible  que  sa  variation  sera 

df  df  df         df  df 

dx  dy  ^      dz  dp  ^      dp,  ^' 

et  en  remplaçant  âzyâpy^p,,^q^...,  par  leurs  valeurs  trouvées  plus 
haut,  cette  variation  devient 

dx      dz  dx      dp  dx      dp,  dx       \         [dy      dz  dy      dp  dy      \ 
df        d£d^^  df  du      dfd^A      df  d«A   _ 


dz         dp  dx      dp,  dy      dq  dx*      dq,  dxdy 

En  remarquant  que  les  deux  parenthèses  sont  les  dérivées  totales, 
l'une  par  rapport  à  x  et  Tautre  par  rapport  à  y,  de  la  fonction  fj 

i  4 

dérivées  qu'il  convient  de  désigner  par  -r-  df  ti  -r-  df,  cette  variation 

prend  la  forme 

^x  ^^     ^y  ,^     df        df  dti      df  du      df  d*A 


dx  '       dy  dz         dp  dx      dp,  dy      dq  dx* 

Des  intégrations  successives  par  parties  transforment  les  termes  con- 
tenant les  dérivées  partielles  de  A,  comme  il  suit,  en  continuant  à 

1  i 

représenter  par  -y-dfy  d*f....  la  dérivée  de  /"par  rapport  à  x, 

la  dérivée  seconde  de  /"par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y,  etc., 
dp  dx      dx    \dp    )      dx    \dpj 

dq  dx*      dx    \dq  dxj      dx  dx    \dq/ 

dx    \dq  dx)     dx    \dx    dq)      dx*     \dq) 
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df    <Pa 


d£d^ 
dq„  dy^ 

dfd^ 
dr  rfjc* 


dx    \dq,  dyj      dy  dx    \dqj 
~  dxdy     \   dqj      dy    \dx    dqj  *"  dx  ^  \dy     dqj  ""  dxdy      \dqj 
~dy    \dq„dy)'^dy    \dy    dqj 


dy'     \dqj 


df    rf'A 
c^c.  -r-  ,  - ,   =  etc. 
dr,  dx^dy 


En  substituant,  la  variation  de  /'(x,  y,  z,p,p,^  q )  devient  enfin 

—  df -+-  j^df-h  A 
dx  '      dy  ' 


dxdy 


dz      dx    \dp/      dy    \dp,/      dx*     \dqj 


df 


H d 

dx 


]  dp      dx    dq      dy     dq,      ax*       dr 

^±\éL-±d^I-L.d^^^d.^ ) 

dx  \  dq      dx     dr      dy     dr,      dx*      ds        ) 

t±\±r-l.d<^I-LÉ[^±d*if j 

dx*  (  dr      dx    da      dy  ds,      dx*      dt  ) 


7" 

dy 


df 


'dî-U'f 


La.  EL 


dp,     dx    dq,      dy    dq„      dx*      dr. 


rfA(  df 


l-dî-id 


dL^±A.dL 


dy\dqff      dx    dr„      dy    dr,,,      dx*      ds„ 


d«A(  df 

dy*  \  dr,„      dx  ^  d«ir       dy  ^  d«, 


'dS-U'f 


±d*^. 

dx*     dt. 


"m 
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i 


dxdy 


rf« 


dq,       dx     dr,      dy     dr^. 


dx*      dsf 


dx(c/r,      dx    dSf      dy    ds,,      dx*      dt. 


dyldVff      dx    ds„      dy     ds,,,      dx*      dt„ 


286.  Variation  d'une  intégrale  définie  double.  —  ProposoDS-nous 
enfin  de  trouver  la  variation  d'une  intégrale  définie  double  /ff(x,y^ 
ZyPjPf^q...,.)dxdy  prise  entre  les  limites  x',  o/'ety',  j/'' fixes  ou 
variables.  Cette  variation  est  visiblement 

/Af-^  ^n  rf(^  H-  ^^a:)  rf(y  H-  Sy)  -  f/fdxdy 


qu'on  peut  écrire  ainsi  : 


//(/■ 


3f)(dx 


dSx 
dx 


dA(dy  +^^rfy)  -f/fdxdy. 


dêx      7 

--=— et— jr^  sont  les  dérivées  partielles  de  Sx  et  de  J'y,  car  dans  l'inté- 
dx       dy 

grale  double  donnée,  dx  et  dy  étant  les  différentielles  de  x  et  de  y, 

en  supposant  respectivement  y  et  x  constants,  il  en  doit  être  de  même 

de  d{x  +  Sx)  et  de  d{y  -f-  ^y)  et  par  conséquent,  de  dSx  et  dSy,  En 

effectuant  les  multiplications  et  négligeant  les  infiniment  petits  des 

ordres  supérieurs,  cette  variation  se  réduit  à 

// 1 S f  dxdy  -H  f.  {dxdSy  h-  dydSx)  |. 

Si  Ton  remplace  Sf  par  sa  valeur  trouvée  au  numéro  précédent  et 
mise  sous  la  forme 


^df'^^df+\.U'^4'^U'^4'^y'^rAr 
'^"^  '      dy  '  dx  dy  dxdy 


dx 
en  remarquant  que  l'on  a 


d}W, 


-d{fix)==f— 


'-i^f>     Ty'^M-f'^ 


'yr/f^ 


j 
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la  variation  devient 

{\-^d(fix)dxdy  +  ff-  d(f3y)dxdy  +  (f  A.urfxrfy 

Comme  dx  et  cfy  sont  indépendants  y  la  première  différentielle  et  la 
quatrième  s'intègrent  immédiatement  par  rapport  à  x,  y  restant  quel- 
conque, la  seconde  et  la  cinquième  par  rapport  à  y  et  la  sixième  qui 
est  la  différentielle  totale  de  TF,  a  pour  intégrale  Wj  cette  expression 
de  la  variation  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

/px.dy  H-  f  f^y.dx  -i-  ff  ùk.udxdy 
-^/Udy-^-fVdx-^W. 

Pour  fixer  les  limites  de  ces  intégrations,  nous  supposerons  que 
l'intégrale  définie  double  doive  s'étendre  à  tous  les  éléments  d'une 
surface  ABGD  (fig.  46)  limitée  par  une  courbe  connue  ou  incon- 
nue ABGD  et  ayant  EFGH  pour  projection  XY.  Si  l'on  désigne  par  y^ 
et  y"  les  ordonnées  extrêmes  pq  et  pr  répondant  à  une  abscisse  quel- 
conque Op,  l'intégrale  par  rapport  à  y,  x  restant  quelconque,  devra 
être  prise  depuis  y'  jusqu'à  t/'  ou  dans  toute  l'étendue  de  qr  et  pour 
embrasser  la  surface  entière,  la  seconde  intégration  par  rapport  à  x 
devra  s'étendre  depuis  le  point  F  de  la  courbe  le  plus  rapproché  de 
l'axe  Y,  jusqu'au  point  H  le  plus  éloigné,  ou  depuis  X'  jusqu'à  X". 

Lorsque  la  première  intégration  se  fait  par  rapport  à  x  et  la 
seconde,  par  rapport  à  y,  les  premières  limites  seront  x',  xf'  et  les 
secondes.  Y',  Y".  La  variation  de  l'intégrale  double  devient  ainsi,  en 

désignant  par  /"'^x,  /""dfx",  U',  V" ce  que  deviennent  px,  U..... 

quand  on  remplace  x  par  x!  et  x",  et  par  F/,  V/',  fl^y^  etc.,  les  valeurs 
extrêmes  de  F/^y,  etc., 


[W]  -t-  \    W"  —U'  +  f"ix"  —  fia/]  dy 


i 


X" 

[Vr-  V;  -^fr^y^'  -î!^if]dx  ^  ffà..udxdy, 

X' 
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que  nous  écrirons  de  celte  manière 
[W]  +  \      \U+  fSx  \    ày-\-\        F+  fiy     dx  +  f/A.udxdy. 

La  valeur  de  [W]  s*obtient  en  remarquant  que  l'intégrale  par  rap- 

i  i 

port  h  Xj  de  y-j-d'ïF.dxdy  est-p  rfPT.dy;  Tintégrale  définie  est 

1  i 

donc—  dW"dy  —  -p  dWdy,  en  désignant  par  W^^  et  PT'  ce  que  de- 

vient  W  quand  on  y  remplace  x  par  x"  et  a/  ou  par  leur  valeur  en  y. 
Les  intégrales  par  rapport  à  y,  de  ces  deux  termes,  sont  de  même 
W — W  et  l'intégrale  définie  de  chacun  d'eux  prend  la  forme 
Wfl'  —  W!'  et  W„'  —  w;,  W„"  désignant  ce  que  devient  W  quand 
on  y  remplace  y  par  Y",  etc.  ;  on  a  donc 

[W]  =  wf  —  W/'  —  w,;  -  w;. 

287.  Maximum  et  minimum  d'une  intégrale  définie  double,  —  En 
reprenant  les  raisonnements  du  N"*  270,  on  reconnaît  sans  peine  que 
pour  rendre  maximum  ûu  minimum  la  valeur  d'une  intégrale  définie 
double  fffdxdy  dans  laquelle  /'contient  une  variable  z  fonction  in- 
déterminée de  x  et  de  y  ainsi  que  ses  dérivées  partielles,  il  faut  égaler 
à  zéro  la  variation  de  l'intégrale.  La  condition  du  maximum  ou  du 
minimum  est  donc 

W,!'  -  w;'  -  w,!  -H  w; 


*dz      dx    dp      dy     dp,      dx*      dq  ^ 


Si  dans  cette  équation  on  remplace  les  A  et  ses  dérivées  par  leur 
valeur  de  la  fin  du  N*'284,  elle  contiendra  les  variations  (Tx,  ^y,  (fz,  ^p... 
sous  trois  formes  essentiellement  différentes.  Dans  la  première  ligne. 
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les  variations  contenues  dans  les  W  ne  se  rapportent  qu'à  certaines 
valeurs  déterminées  X',  Y',  X",  Y"  de  x  et  de  y.  Dans  l'intégrale  sui- 
vante, les  variations  ne  se  rapportent  qu'aux  valeurs  extrêmes  a/  et  x" 
de  X,  Vy  restant  quelconque  et  dans  la  seconde  intégrale  les  variations 
se  rapportent  aux  valeurs  extrêmes  y  et  y"  de  y,  x  restant  arbitraire. 
Enfin  dans  l'intégrale  double,  le  A  correspond  à  toutes  les  valeurs  de  x 
et  dey  dans  la  surface  ABCD.  Il  suit  de  là  que  Ton  doit  avoir  sépa- 
rément 


11 


'€-hfr !'''■■''-»• 


L'intégrale  double  de  la  troisième  équation  représente  une  somme 
de  valeurs  multipliées  respectivement  par  un  facteur  indéterminé  A. 
Cette  somme  ne  peut  être  nulle  sans  que  l'on  ait  pour  chaque  valeur 
de  X  et  de  y, 

dz      dx     dp      dy     dp,      dx^      dq      dxdy      dq, 

H d«—i =  0. 

dy«      dq„ 

Telle  est  l'équation  indéfinie  qui  fait  connaître  la  relation  cherchée 
entre  2,  x,  y. 

288.  Équation  aux  limites-  Problème  de  la  moindre  surface  pour 
un  contour  donné.  —  Pour  interpréter  la  première  des  deux  autres 
équations,  que  Ton  appelle,  comme  dans  la  première  partie  du  calcul 
des  variations,  équation  aux  limites^  nous  ferons  une  hypothèse  sur  la 
nature  du  problème  à  résoudre  et  nous  supposerons  qu'il  s'agisse  de 
trouver  l'équation  d'une  surface  remplissant  certaines  conditions  et 
jouissant  d'une  propriété  de  maximum  ou  de  minimum  relative  à  sa 
surface  ou  à  un  volume,  la  surface  ayant  pour  limite  une  courbe 
fermée  ABCD  (fig.  46)  représentée  par  les  deux  équations 

x=syx,     yssss-^x, 

75 
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Comme  la  quanlilé  W„"  —  ÏT/'  —  W„'  -+-  W/  est  le  résultai  d'une 
double  intégration  par  rapport  à  x  et  à  y,  étendue  k  tous  les  points  de 
la  surface,  il  est  clair  que  si  EFGH  (fig.  46)  est  la  projection  du  contour 
de  la  surface  dans  le  plan  des  XY  et  ayant  pour  équation  y  =  -{»x, 
l'intégrale  par  rapport  à  y  devra  être  prise  depuis  y' =jif  jusqu'à 
y=pr,  y  et  y  étant  deux  valeurs  de  y  correspondant  à  un  même 
xr=Op^  tirées  de  l'équation  y  =  ^x  ;  puis  l'intégrale  par  rapport  à 
X  =  Op  devra  se  prendre  depuis  X'  =  OL  jusqu'à  X"  ==  OK,  X'  et  X*^ 
répondant  aux  points  F  et  H  de  la  projection  £FGH  les  plus  rappro- 
chés et  les  plus  éloignés  de  l'axe  des  Y.  Or,  si  cette  projection  est  une 
courbe  fermée  continue,  il  est  visible  que  pour  X' =  OL ,  les  deux 
valeurs  de  y'  et  y"  se  réduisent  à  LF,  pour  X"  =  OK,  y'  et  y"  devien- 
nent RH  et  les  valeurs  extrêmes  des  dérivées  p,  p,,  q^q, se  confon- 
dront en  général.  11  suit  de  là  que  la  quantité  W,/'—  W/'—  W,/  -*•  W} 
est  nulle  d'elle-même  et  ne  donne  lieu  à  aucune  équation  de  condition, 
puisque  W"  et  W"  s'obtiennent  l'un  en  remplaçant  dans  W^  x  par 
X"  =  OK,  y  pary"==KH,  et  l'autre  en  faisant  x  =  X'«=OK  et 
y'  =  KH  et  que  par  conséquent  W,"  et  W/'  sont  identiques.  11  en  est 
de  même  de  W,/  et  W/. 

Les  choses  se  passeraient  autrement  si  la  projection  Â'B'DX'  du 
contour  A BDC  (fig.  40),  au  lieu  d'être  une  courbe  fermée  continue, 
était  limitée  par  des  parallèles  A'B'  et  Clï  à  l'axe  des  Y  (fig.  40). 
(Pour  que  la  fig.  40  qui  a  déjà  servi  à  un  autre  usage,  puisse  être 
employée  à  cette  démonstration ,  il  convient  d'y  supprimer  l'axe  Y  et 
de  remplacer  Y'  par  Y).  Alors  en  remplaçant  x  par  X'  =  OF,  y'  et  j^' 
ne  prennent  plus  la  même  valeur,  mais  deviennent  FA'  et  FB^. 
Quand  x  est  égalé  à  X"  =  OG,  y'  et  y"  deviennent  GC  et  GIV;  la 
quantité  IT,/'—  ^F/'—  W,/  -t-  W/  n'est  donc  plus  nulle  d'elle-même 
et  son  égalité  à  zéro  formera  une  véritable  équation  de  condition. 

du 

Or,  si  dans  TFqui  contient  A,  -=- ,  on  remplace  ces  quantités  par 

dx 

leur  valeur  de  la  fin  du  N""  280,  en  remarquant  que  l'on  a 

(?z"  =■- /x"(rx",     (?z'  =  yx'Jx',     Jy"  =  Fx"Jx",     ^y' =  fj/^jf 

à  cause  des  équations 

jî  =  ^x    et    y  =  Fxy 

z^=^x     et     y  =  fxy 
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des  deux  branches  ÂG  et  BD,  l'équation 

contiendra  des  termes  multipliés  par  c^j/,  d'autres  multipliés  par  (Tx", 

par  ^p\  par  ^p"^  par  ^p/ Gomme  les  valeurs  de  X'  et  de  X"  sont 

constantes,  les  deux  premières  variations  disparaissent  d'elles-mêmes; 
mais  ^p^y  (f/)"....  étant  arbitraires,  les  coefficients  doivent  être  égalés  à 
zéro,  ce  qui  donne  lieu  à  un  certain  nombre  d'équations  aux  limites, 
qui  ne  concernent  que  les  points  A',  B',  G',  IV. 

Si  les  deux  points  A',  B'  coïncidaient,  ainsi  que  G'  et  IV,  sans  qu'il 
y  eut  continuité  aux  points  A'  et  G'  entre  les  deux  branches  A'G'  et 
B'iy ,  les  ordonnées  extrêmes  j/  et  i/'  coïncideraient  encore ,  mais  il 

est  visible  que  les  dérivées  partielles  p,  p„  9 prises  dans  les  deux 

branches  ne  se  confondraient  pas  et  que  par  conséquent  il  y  aurait 
encore  en  général  des  équations  aux  limites. 

Passons  à  l'interprétation  de  la  seconde  équation  aux  limites  du 
numéro  précédent.  Il  est  visible  que  les  deux  intégrales  qui  y  entrent 
ont  toutes  deux  pour  effet  d'étendre  au  contour  ABGD  (fig«  46)  ou 
^(x,  y)  =s  0,  tout  entier,  les  différentielles  dont  se  composent  ces  inté- 
grales. Gette  remarque,  qui  fait  donner  à  cette  équation  le  nom 
d'équation  au  contour^  permet  de  réunir  les  deux  intégrales  en  une 
seule;  car  si  l'on  désigne  par  ds  l'élément  de  cette  courbe,  croissant 
dans  Tordre  FGHEF,  comme  on  a 


d']f 


.  .=.  vMril, 


dx 

'^y—dV"^'^  rf^ 

dy  dy 

il  vient  aussi 

dj,  d^ 

'i  rf»  -J-  "*' 

rfx  = ^  r  »y  = 


et  si  l'on  remplace  dx  et  dy  par  ces  valeurs,  ïéquation  au  contour 
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devient 


OU  bien,  en  désignant  par  M"  —  if'  et  N"  —  N^^  les  coefficients  de  ds 
sous  les  deux  signes  d'intégration , 

rX"  /.X"  fY"  /-Y" 

Jx'  Jx\  ^v  Jy 

qu'on  peut  écrire  de  cette  manière 

;X''  fX'  /-Y'*  fY" 

JX'  Jx"  Jy"  ■'Y' 

Il  est  à  remarquer  que  la  première  intégrale  concerne  la  branche  de 
courbe  FGH  la  plus  éloignée  de  Taxe  X,  puisque  dans  AT'  les  y  sont 
remplacés  par  y"  ou  pr.  Pour  le  même  motif  la  seconde  intégrale 
concerne  la  branche  HEF,  la  troisième ,  la  branche  GHE  et  la  qua- 
trième, la  branche  EFH.  La  première  hilégrale  est  donc  étendue  à 
tous  les  points  de  la  courbe  FGH  depuis  X'  jusqu'à  X"  ou  depuis  F 
jusqu'à  H,  la  seconde,  à  la  courbe  HEF,  depuis  X'' jusqu'à  X',  ou 
depuis  H  jusqu'à  F;  la  somme  de  ces  deux  intégrales  représente 
donc  une  intégrale  unique  de  Mds  prise  sur  toute  l'étendue  du  con- 

ri 
tour  FGHEF,  c'est-à-dire  i  Mdsj  en  désignant  par  /  la  longueur  totale 

■'0 
de  la  courbe  dont  ds  est  l'élément.  Pour  le  même  raisonnement,  on 

ri 

reconnaît  que  la  somme  des  deux  autres  intégrales  tient  lieu  de  \  Nds 

et  l'équation  au  contour  prend  la  forme  suivante 


k 
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OU  simplement  9  en  convenant  de  n'étendre  l'intégrale  qu'au  contour» 


i([]H]î) 


^ 0 


vm-(^j 


dans  laquelle  /  est  la  longueur  totale  de  la  courbe  EFGHE ,  comptée 
depuis  un  point  pris  arbitrairement. 

Après  avoir  remplacé  A  et  ses  dérivées,  par  les  valeurs  du  N"*  280, 
en  remarquant  que  les  coordonnées  appartenant  à  des  points  situés 
sur  la  courbe  limite,  on  doit  avoir  à  cause  des  équations  de  cette 
courbe 

dx 

6z  =  (f'x^Xi    %  = /T"^^» 

dy 

la  différentielle  placée  sous  le  signe  d'intégration  ne  se  composera 

plus  que  de  termes  multipliés  par  (^x,  par  ^p^  par  ^p, et  comme 

ces  dernières  variations  sont  arbitraires,  les  coefficients  devront  être 
égalés  à  zéro,  ce  qui  donnera  lieu  à  des  équations  de  condition 
lesquelles  devront  subsister  pour  tous  les  points  du  contour  et  don- 
neront des  valeurs  de  p,  p,^q qui  doivent  s'accorder  avec  celles 

fournies  par  l'intégrale  de  l'équation  indéfinie  aux  dérivées  partielles. 
On  est  ainsi  conduit  à  des  identités  au  moyen  desquelles  on  détermine 
la  forme  des  fonctions  arbitraires  que  cette  intégrale  doit  contenir. 

Si  la  fonction  f  ne  contient  que  les  dérivées  p  et  p,  du  premier 
ordre,  l'équation  indéfinie  aux  dérivées  partielles  se  réduH  h 

dz      dx    dp      dy    dp,        ' 
et  l'intégrale  qui  concerne  le  contour  devient 
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OU  bien 

Le  coefficient  de  /  est  nul  à  cause  de  la  valeur  de  la  variation  de 
^(x,  y)  s=  0  et  comme  A  est  la  partie  de  l'accroissement  de  z  due  à  un 
changement  de  forme  de  la  surface,  ce  coefficient  ici  est  nul  puisque 
le  contour  donné  et  invariable  ne  prend  pas  part  &  ce  changement 
de  forme.  11  n'y  a  donc  aucune  équation  aux  limites. 

11  n'en  serait  plus  de  même  si  la  surface,  au  lieu  d'être  limitée 
par  une  courbe  donnée  et  invariable ,  était  seulement  assujettie  à  se 
terminer  dans  un  cylindre  ayant  pour  base  la  courbe  ^(x,  y)=3  0, 
comme  cela  a  lieu  pour  un  problème  de  cette  nature  :  quelle  est  parmi 
les  sur  faces  jouissant  de  certaines  propriétés  et  ayant  même  projection 
dans  le  plan  XY,  celle  qui  a  la  moindre  étendue?  Dans  ce  cas  le  z  du 
contour  est  indéterminé,  A  n'est  plus  nul  et  l'on  a  l'équation  de  con- 
dition 

dp,  dy      dp  dx 

Ainsi,  si  l'on  demande  quelle  est  parmi  toutes  les  surfaces  ayant  même 
contour  celle  qui  a  la  moindre  étendue,  il  faut  visiblement  rendre 

minimum  l'intégrale  double  f/i/i  -t-p'  -*-  p^dxdy  et  l'on  trouve 
pour  équation  indéfinie  de  la  surface, 

(*  -*■  P*)?//  -  2pM/  -H  (i  +  ph  q  =  0. 

Il  n'y  a  ici  aucune  équation  aux  limites  et  les  fonctions  arbitraires  de 
l'intégrale  se  déterminent  par  la  condition  que  la  surface  doit  contenir 
la  courbe  limite  donnée;  mais  si  l'on  demande  la  surface  minimum  qui 
recouvre  un  cylindre  ayant  pour  base  la  courbe  ^{x^  y)  =i  0,  on  sera 
encore  conduit  à  l'équation  indéfinie  précédente  et  en  outre,  à  l'équa- 
tion au  contour 

d^         d^  dz  d^      dz  rf^^ 

dx         dy  dx  dx     dy  dy 
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Sans  effectuer  rintégration  de  Téquation  aux  dérivées  partielles  de  la 

surface,  on  reconnaît  que  celle-ci  est  satisfaite,  ainsi  que  Téquation 

dz     d*z 
au  contour,  en  posant  z  =» const.,  puisque  —  »  -r-^ oup^q 

sont  alors  nuls.  La  surface  dans  ce  cas  particulier  est  donc  un  plan 
parallèle  à  la  base. 

Il  esta  remarquer  que  Véquation  au  contour  exprime  que  la  surface 
minimum  ou  maximum  est  en  tous  les  points  de  son  contour,  normale 
au  cylindre  limite,  ce  que  Ton  prouve  en  cherchant  le  cosinus  de 
l'angle  formé  par  les  normales  élevées  en  un  même  point  à  la  surface 
minimum  et  au  cylindre. 

Si  la  surface  cherchée ,  au  lieu  d*avoir  pour  contour  une  courbe 
donnée  ou  d^étre  limitée  par  un  cylindre,  était  assujettie  à  la  condi- 
tion d'avoir  son  contour  placé  dans  une  surface  donnée  z  =3  ^ (x,  y), 
comme  cette  dernière  équation  différenciée  successivement  avec  le 
signe  d  et  avec  le  signe  ^  conduit  aux  suivantes 

dz  ==  ndx  -f-  iTfdy ,     9z^=  vâx  -4-  ir^^y , 

et  qu'on  a  pour  la  surface  cherchée  et  pour  la  projection  indéter- 
minée de  son  contour,  les  relations 

d^  d-^ 

dz  =  pdx  -♦-  p,dtj,     ^^*  ■*-  5^*^»  =  ^> 

il  en  résulte  pour  A  la  valeur  suivante  : 

A  =  (fz  —  p^x  —  p,^y  -=  (tt  —  p)^x  -h  (n,  —  p,)ây 

\  dx 

dans  laquelle  -7^ (Tx  -4-  -r-^^v  n'est  plus  nul,  puisque,  en  faisant  varier 

dx  ay 

la  position  du  contour  sur  la  surface  donnée,  sa  projection  dans  le 
plan  XY  change  de  forme  et  que  par  conséquent  la  fonction  -^  ne 
reste  pas  invariable.  En  remplaçant  A  par  sa  valeur,  Véquation  au 
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contour  devient 

/d-^  ^        d^  ^   ' 


01  \         zl 


<S--^)i 


ds 


vWFW 


=  0, 


ou  bien 


d^ 

XI  -r-ix -\- -j^  Sy  \ =0, 

\dx  dy     J       /fd^\*      /d^\* 

qu'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 


)• 


=  0. 


Si  Ton  égale  à  zéro  le  coefficient  des  variations  arbitraires  ^x  et  <fy,  il 
vient  pour  équation  au  contour 

Ainsi,  si  Ton  demande  la  surface  minimum  dont  le  contour  soit  Iracé 

sur  une  surface  donnée,  on  remplacera  /"par  j/1  -*-/)*-+-  p,*  et  le 
contour  sera  assujetti  à  la  condition 

(tt  —  p)p  -i-  {n,  —  p,)p,-t-  i  H-p*  -t-p,*  =  0     ou      i  -^pir-^Pf^,  =  0. 

Cette  équation  exprime  visiblement  que  la  surface  minimum  est  par- 
tout normale  à  la  surface  donnée. 


CALCUL    DES    VARIATIONS.  6011 

289.  Maximum  ou  minimum  relatifs.  —  Si  les  variables  qui  entrent 
dans  rintégrale  double  qu'on  se  propose  de  rendre  maximum  ou 
minimum  devaient  en  même  temps  satisfaire  à  une  certaine  équation 
exprimant  qu'une  seconde  intégrale  double  prise  entre  les  mêmes 
limites  que  la  première,  est  égale  à  une  constante,  le  maximum  ne 
serait  plus  alors  qu'un  maximum  relatif.  Il  est  visible  que  la  seconde 
intégrale  étant  constante,  sa  variation  sera  nulle  comme  celle  de  la 
première  et  il  faudra ,  comme  au  N""  275,  se  servir  de  cette  équation 
pour  éliminer  l'une  ou  l'autre  des  variations  arbitraires;  mais  ici 
comme  au  N**  275 ,  on  peut  arriver  au  même  résultat  d'une  manière 
plus  générale  et  plus  analytique ,  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  deux 
variations  totales,  après  avoir  multiplié  l'une  d'elles  par  un  facteur  in- 
déterminé ,  et  en  rendant  nul  le  coefficient  de  chaque  variation  res- 
tante, résultats  auxquels  on  est  visiblement  conduit  en  réunissant  les 
deux  intégrales  doubles  yy  Vdxdy  et  J*J*  Udxdy  après  avoir  multiplié 
l'une  d'elles  par  un  facteur  constant  indéterminé  a  et  en  égalant  à 
zéro  la  variation  de  J*J*{V-^  aU)dxdy,  Ainsi  si  l'on  demande  quelle 
est  parmi  toutes  les  surfaces  renfermant  le  même  volume,  et  ayant 
le   même    contour,    celle   qui  a  la   moindre    étendue,    l'intégrale 

//  j/ 1  -♦-  p*  H-  p,*  dxdy  devra  encore  être  minimum,  mais  en  même 
temps  l'intégrale yy*zcla:cly  devra  être  constante;  il  faudra  donc  égaler 

à  zéro  la  variation  de  /J*  (z  +  a  {/i  -♦-  p'  -*-  p,')  dxdy.  On  trouve 
ainsi  pour  équation  dérivée  indéfinie  de  la  surface, 

i  ^ 

-  (1  +  p«  +  p,«)«  =  (1  -h  p«)  7„  —  2pp,5f,  +  (1  +  p,«)  q. 

a      • 

Elle  est  satisfaite,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  la  substitution,  en 
prenant  pour  intégrale 

pourvu  que  l'on  fasse  r  =  —  2a.  La  surface  est  par  conséquent  celle 
d'une  sphère;  mais  comme  les  constantes  a,  ^,  y  se  déterminent  en 
assujettissant  celle-ci  à  passer  par  la  courbe  de  contour,  on  voit 
qu'une  solution  aussi  simple  n'est  possible  que  si  le  contour  donné 
peut  se  trouver  sur  une  sphère.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudra  faire 
usage  de  l'intégrale  la  plus  générale  et  déterminer  les  fonctions  arbi- 
traires de  manière  à  rendre  possible  cette  coïncidence.  Quand  la 
courbe  de  contour  n'est  pas  fixée,  mais  est  seulement  assujettie  à  se 
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trouver  sur  un  cylindre  donné  par  Téquation  de  sa  base  ^J/  (x,  y)  «=  0, 
alors  A  est  arbitraire  et  il  y  a  une  équation  au  contour 

qui  exprime  encore  que  la  surface  minimum  est  dans  chacun  de  ses 
points  normale  au  cylindre.  Cette  dernière  équation  et  Téquation  aux 
dérivées  partielles  deviennent  identiques  en  supposant  z  =  const. 

1 

pourvu  que -soit  égal  à  zéro,  c'est-à-dire,  pourvu  que  r  soit  infini. 
a 

11  suit  de  là  que  la  moindre  surface  par  laquelle  on  limite  un  cylin- 
dre de  volume  donné  est  un  plan  parallèle  à  la  base.  Enfin  si  la  sur- 
face minimum  devait  se  terminer  dans  une  surface  donnée,  on  recon- 
naîtrait, comme  à  la  fin  du  numéro  précédent,  que  le  contour  doit 
satisfaire  à  la  condition 

I        

On  trouve  de  même  que  parmi  toutes  les  surfaces  de  même  contour  et 
de  même  étendue,  celle  qui  a  son  centre  de  gravité  le  plus  bas,  (l'axe 
des  Z  est  ici  vertical)  est  donnée  par  Téquation 

(1  +  p«  +  p,«)«  =  ^z  -*-  -  j  I  (1  -♦-  p«)  q„  —  rpp,q,  -h  (i  -+-  p,*)  q\. 

Enfin,  on  démontre  sans  peine  que  parmi  tous  les  cylindres  de  même 
base  et  de  même  volume,  celui-là  a  son  centre  de  gravité  le  plus  bas, 
qui  a  pour  base  supérieure  une  surface  plane  horizontale. 
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